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Stenrika problem

| den har artikeln presenteras begreppet stenrika matematiska problem for
att beskriva rika problem som erbjuder méjlighet till progression vad galler
|6sningsmetoder och matematiskt innehall. Forfattarna visar hur ett stenrikt
problem kan anpassas fran arskurs 3 och upp till gymnasiet.

ning. I liroplanen skrivs problemldsning fram som bade centralt inne-

hall och matematisk forméiga. Som férméga kan det ge niring till andra
centrala innehill och mojliggdra en kontinuitet i elevernas lirande, speciellt
nir rika problem anvinds. Rika problem kinnetecknas av ett rikt matema-
tiskt innehall med olika viigar till ldsningar och uppfyller sju siirskilda kriterier.
Problemet ska:

Problemlésning ir bade mal och medel i skolans matematikundervis-

o introducera till matematiska idéer

o vara litt att forstd och alla ska ha en méjlighet att arbeta med det
o upplevas som en utmaning, kriva anstringning och tilltas ta tid
o kunnaldsas med flera olika matematiska idéer

o kunnainitiera en matematisk diskussion utifrdn elevernas skilda ldsningar,
en diskussion som visar pé olika matematiska idéer och representationer

o kunna fungera som brobyggare mellan olika matematiska omraden

¢ kunnaleda till att elever och lirare formulerar nya intressanta problem.

Stenrika problem

Utover de nimnda kriterierna for rika matematiska problem erbjuder sten-
rika problem en innehallslig matematisk progression, det vill siga bygger pd ett
innehall som kan goras svirare matematiskt och dirmed behandlas i skolans
olika stadier. Med progression menas att elever fir mojlighet att reflektera och
fordjupa sitt matematikkunnande och dirmed hoja sin nivd med avsende pa
matematikinnehill. Se exempelvis artikeln Retorisk-resonerande matematik
dir progression frin forskoleklass till gymnasiekursen Matematik 2 illustreras.
Syftet med att arbeta med denna problemtyp ir att uppticka, lira och for-
std matematiska begrepp 6ver tid. Det bidrar till kontinuitet och ger en rod
trd i matematiklirandet som sin tur kan utvecklas frin grundliggande mate-
matiskt innehall pa ligstadiet dinda upp till gymnasial niva. Ett exempel pa
ett stenrikt problem ir Jordgubbslandet som vi nu presenterar ihop med flera
losningsmetoder med olika matematiskt innehall i 5kande svérighetsgrad.
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Jordgubbslandet

Att manga elever blandar ihop begreppen omkrets och area ir vilkint for
lirare och forskare. Féljande problem kan bidra till forstielse for skillnaden.

Nilofar ska gora ett rektangulért jordgubbsland och har 32 meter stangsel
till sitt forfogande. Staketet behdvs for att inga djur ska komma

och &ta av hennes jordgubbar. Hon vill att jordgubbslandet ska bli

sa stort som majligt. Vilka matt far jordgubbslandet?

Problemet har potential att fordjupa forstaelsen for de geometriska begrep-
pen rektangel, kvadrat, lingd, area, omkrets och areaenheter, men dven mer
abstrakt matematiska begrepp som funktion, definitionsmingd, forind-
ring, optimering och konjugatregeln. Olika representationsformer som tabell,
graf (exempelvis med hjilp av Geogebra) och symboler kan inkluderas i
olika I6sningsmetoder. Vi ska nu presentera fem olika lésningsmetoder med
progression i det matematiska innehillet.

Metod med tabell som en representationsform

Eleven kan 16sa problemet med hjilpa av en tabell. En tabell ir inte enbart en
losningsmetod eller representationsform utan, vilket dr dnnu viktigare, ett
verktyg som hjilper elever att strukturera information. Tabellen hjilper eleven
att reflektera ver strukturer, samband och ménster.

Till en borjan kan det vara en stor hjilp att anvinda sig av en figurativ repre-
sentationsform, det vill siiga att rita upp en rektangel som fir fungera som stéd-
figur. En figurativ representationsform skiljer sig i minst tvd avseende frin en
standardfigur, som ir statisk och manga ginger skalenlig. En stédfigur dr dyna-
misk i sitt innehall och form, och behéver inte vara skalenlig. Exempelvis kan
en ritvinklig triangel vara svaret till en uppgift dir vi bérjade med en godtyck-
lig triangel som figurativ representationsform.

I problemet med jordgubbslandet ir en godtycklig rektangel den figura-
tiva representationsformen. Eleverna fir chansen att, relativt konkret, se vad
som ir omkrets och vilka delar den bestar av. De ges mojlighet att uppticka
att omkretsen till en rektangel ir dubbelt sd stor som summan av rektangelns
olika sidor (lingd och bredd). Hirifran kan slutsatsen dras att summan av de
tva olika sidorna dr
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Nu kan vi anviinda en tabell och fora in olika alternativ pé sidlingder och deras
produkt, allts arean. Till en borjan kan vi vilja naturliga tal med forutsitt-
ningen att ingen av sidorna fir vara noll eftersom produkten di skulle bli noll,
alltsd ingen area. Om ena sidan ir 1, inser eleverna vanligtvis att den andra iir 15,
och s kan de fortsitta med andra alternativ. Redan hir kan eleven f en {orsta
forstaelse for innebdrden av begreppen intervall och definitionsmingd utan
att de formella termerna tas upp. Vid behov och anpassat till arskursen gir det
atti tabellen infora generella symboler, till exempel a och b, diir a + b=16.

I de tidigaste arskurserna behover vi vixla mellan olika uttrycksformer for
att bygga en bro mellan procedur och struktur, mellan aritmetik och algebra.
Vi synliggor sjilva riknandet for att sd sminingom uppticka strukturen. Hur
vet vi att om en sida ir 5, s3 dr den andra sida 117 Jo, genom utrikningen att
11+5=16 eller 16 -5=11. Det ir tydliggérandet av dessa utrikningar, speciellt
den andra, som utgor brobyggandet och leder in i algebraiskt tinkande.

16.
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Vi upptiicker ett monster i tabellen, nimligen att efter raden diir bida sidorna
ir 8 upprepas de forsta sju fallen men med ombytta roller f6r sidal och sida 2.
Det som d4 kan hinda ir att eleven inte ser kvadraten som en rektangel och
dirfor viljer 63 som storsta mojliga area. Men eftersom en kvadrat ocksa ir
en rektangel ir storsta arean pd jordgubbslandet 64. Nir varje sida ir % av
omkretsen ges den stdrsta mojliga arean.

Summan av sidorna sidan 1 sidan 2 a-b
(a+b) s ellera s, ellerb

16 1 (16-1)=15 15
16 2 (16-2)=14 28
16 3 (16-3)=13 39
16 4 (16-4)=12 48
16 5 (16-5)=11 55
16 6 (16-6)=10 60
16 7 (16-7)=9 63
16 8 (16-8)=8 64
16 9 (16-9)=7 63
15 (16-15)=1 15

Det kan vara pa sin plats att dynamiskt underséka vad som hinder om vi
viljer andra positiva decimaltal, vilkas summa ir lika med 16. Hir far elev-
erna med hjilp av miniriknare eller ett kalkylprogram som till exempel
Excel préva manga tal mellan noll och 16. Ju niirmare noll det ena talet kom-
mer, desto nirmare 16 kommer det andra talet. Talens produkt minskar niir
deras avstind dkar. Intressant! Det blir en speciall upplevelse for elever att fa
erfara kontinuitet och grinsvirde nir definitionsmingden experimenteras
fram. En hogst matematisk upplevelse av funktionsliran, utan dess kompakta
representationsformer.

Metod med konjugatregeln som symbolisk representationsform

En mojlig fordjupning ér att kunna argumentera f6r en annan tabell, som vi
presenterar lingre fram i texten. Till den kan konjugatregeln vara en anviind-
bar matematisk modell. Konjugatregeln kan med fordel introduceras redan
i grundskolan som huvudrikningsmetod for att multiplicera tva tal p4 lika
avstand fran ett runt tal, sisom 20, 25 eller 30. Ta till exempel multiplikationen
17-23. Medelviirdet av de tvé faktorerna ir 20 eftersom bada ligger lika mycket
dver respektive under 20. Vi kan dérfor skriva 17- 23 som (20 - 3) - (20 + 3). Har
vi vil identifierat en sidan multiplikation siger konjugatregeln att den kan
beriknas pé foljande vis: 20°—3?=400-9=391.
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Konjugatregeln kan illustreras laborativt genom att klippa och klistra. Vi ritar
en rektangel med sidorna 23 och 17. Direfter klipper vi av en remsa lings kort-
sidan som har bredden 3 s3 att langsidan blir 20 istilllet fér 23. Remsan flyttas
till andra sidan och adderas si att dven den sidan blir 20. Nu har har vi nistan
fatt en kvadrat med sidan 20. Det enda som fattas ir en liten kvadrat med sidan
3. Arean av den ursprungliga rektangeln ir lika med arean av den nya stora kva-
draten minus arean av den lilla kvadraten

17-23=(20-3)-(20+3) =20~ =400~ 9=391

Eller sa kan vi anvinda konjugatregeln direkt. En generell presentation av kon-
jugatregeln med symbolisk notation ser ut s hiir:

(a-b)(a+b)=a>-b?

Tillbaka till tabellen dir vi kan fortsitta genom att beteckna en sidas lingd med ett
algebraiskt uttryck med hjilp av variabeln . Om den ena sidan skrivs som (8 — ) sa
maste den andra skrivas som (8 +1) for att de tillsammans ska vara 16. Eftersom
arean ir lika med produkten av sidorna kan arean skrivas (8 1) (8 + ).

a=(8-1) b=(8+1) ab

1=(8-7) 8+4+7)=15 (8-7)8+7)=8-8-7-7=64-49=15
2=(8-6) (8+6)=14 (8-6)(8+6)=8-8-6-6=64-36=28
3=(8-5) (8+5=13 (8-5)(8+5)=8-8-5-5=64-25=39
4=(8-4) 8+4)=12 (8-4)8+4)=8-8-4-4=64-16=48
5=(8-3) (8+3)=11 (8-3)8+3)=8-8-3-3=64-9=55
6=(8-2) (8+2)=10 (8-2)(8+2)=8-8-2-2=64-4=60
7=(8-1) 8+1)=9 (8-1)@8+1)=8-8-1-1=64-1=63
8=(8-0) (8+0)=8 (8-0)(8+0)=064

Det kan lata mirkligt, rentav 16jligt, att vi anvinder oss av konjugatregeln som
matematisk modell nir vi redan har upptickt fran forsta tabellen vilken area
som ir storst. Den harfina skillnaden hir dr att vi, liksom matematiker, forsoker
visaatt detta verkligen giiller pa en hogre abstraktionsniva och mer generellt in
for det specifika jordgubbslandet.
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Om den ena sidan ir lika med (8 —3) ir den andra sidan (8 + 3), vilket generellt
kan uttryckas s hir:

(8-1)-(8+1)=8-1*

Med hjilp av bokféringen i tabellen kan vi nu féra ett symboliskt resonemang
som elever vanligen moter under gymnasiets senare ar. Vi har nu forstitt att
arean av var rektangel kan skrivas (64 —1?). Eftersom sidan (8—t) méste vara
storre dn noll och summan av de tvé sidorna ska vara 16, inser vi att 0<t<8.
Detta innebir att ovanstiende differens alltid #r positiv. Med andra ord:
(64-1*)>0. Hir kan vi se att arean ir storst nir differensen 4r minst, vilket
intriiffar nir t=0 och sidan dirmed ir (8—0)=8.

Metoder med hjdlp av funktionslira

Hir presenterar vi ytterligare tre losningsmetoder som utgar frin att arean
modelleras som en andragradsfunktion. Utifrin elevers férkunskaper och
intresse kan olika viigval gdras och resultera i en grafisk eller en algebraisk 16s-
ningsmetod, eller en analytisk metod med hjilp av derivata. Med hjilp av en
tabell far vi fram en andragradsfunktion.

a b a-b

1 (16-1)=15 1-(16=-1)=1-16-1=15
2 (16-2)=14 2:(16-2)=2-16-22=28
3 (16-3)=13 3-(16-3)=3-16-3?=39
X (16-x) X-(16-x)=16x—x

Vid multiplikation med tal som 3 (16 —3) sker vanligen utrikningen 3-13=39.
Hir ar istillet elevernas forstdelsen av den distributiva lagen, a- (b +¢)=ab+ac
en viktigt forkunskap. Vi viljer att betrakta area som en funktion av lingden
pd den ena sidan, betecknad med variabeln x. Alltsd kommer vi fram till en
polynomfunktion av grad 2. Formellt kan vi anviinda oss av foljande uttryck for
arean A som funktion av x, dir rektangelns ena sida dr x och den andra ir (16 —x):

Alx)=x(16—x) =16x—«? definitionsmingden ir 0<x<16

Hir anvinder vi oss av andragradsfunktionen som en matematisk modell och
uttrycker funktionen med en symbolisk representationsform. Elever som har
viss erfarenhet av andragradsfunktioner vet att en sidan funktion har ett lokalt
maximi- eller minimivirde. Maximivirdet kan bestimmas algebraiskt eller
grafiskt, eller med hjilp av derivata.

Algebraisk lsning: Vi anvinder parabelns symmetrilinje, vilken kommer att
passera genom x =8 eftersom ekvationen har nollstillen i punkterna (0, 0) och
(16,0). Vi far dirmed att:

x =(0+16)/2=8 A(8)=8(16—8)=64

max
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Grafisk losning: Med hjilp av en grafisk 16sning, i till exempel Geogebra eller en
symbolhanterande grafisk miniriknare, kan vi se att arean minskar niir sidor-
nas skillnad 6kar. Eftersom funktionens graf dr symmetrisk kring maximivir-
det dr arean pa ena hallet avtagande och pa andra vixande. For x=8 fir vi den
maximala arean vid y=64.

y=A(8)=8(16-8)=64
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Lésning med hjilp av derivata: 1 gymnasiekursen Matematik 3 méter eleverna
derivatabegreppet i funktionsliran. Derivata kan anviindas for att fa fram en
maximipunkt i en funktion.

Vianvinder samma uttryck som tidigare:
Ax)=x(16-x) =16x—x?
Maximipunkten {6r denna funktion ges av derivatans nollstille.
A(x)=16-2x
A(x)=0gerx=8

Losningsmetoder som brobyggare

Det ir en viktig erfarenhet for elever att se att svaret ir detsamma oavsett
vilken av de fem olika losningsmetoderna som viljs, att den maximala arean
(64m?) fis niir vi har en kvadrat med sidan 8 meter. En av matematikens egen-
skaper ir att relationer och samband inte indras om vi byter representations-
form eller modellerar pa ett annat sitt.

De olika nivéerna av lésningsmetoder som presenterats hiir bygger pa olika
representationsformer och stodjer en god insikti pa vilket siitt en funktion kan
fungera som en matematisk modell. De olika lésningsmetoderna ir brobyggare
mellan grundskolans och gymnasieskolans matematik.
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Fran konkretisering till abstrahering och generalisering

Vi vill alltsa foresla en vidareutveckling av idén med rika problem genom att
definiera stenrika problem som rika problem med inbyggda méjligheter till
matematisk progression. De tidigare presenterade sju kriterierna for rika pro-
blem vill vi dirfor komplementera med foljande kriterium:

o problemet ska erbjuda progression, dir det matematiska innehéallet blir allt
mer avancerat.

Problem som erbjuder progression bygger pa resonemang och argumentation,
som i sin tur utvecklar elevernas abstraktionsférmaga. Men hjilp av de olika 16s-
ningsmetoderna far eleverna delta i en matematisk lirandeprocess, som innehal-
ler konkretisering men leder till abstrahering och generalisering. Om vi borjar
med konkreta, littforstaeliga material och representationsformer och successivt
abstraherar till generella uttryck och alltmer symboliska representationer kan vi
skapa enkla modeller som kan vara applicerbara i nya situationer. Konjugatregeln
och polynomfunktioner ir exempel pa generella matematiska modeller.

Man kan friga sig varfor vi loser ett problem med en eller flera metoder,
nir vi kan [6sa det med enklare och mindre matematiska kunskaper. Det iir en
befogad friga. Vi gor det i syfte att inte enbart arbeta med problem som ir s3
smidiga som mojligt att 16sa, utan i syfte att tamed véra elever pa en abstrahe-
ringsresa. Att kunna visa elever enkla firdmedel, som optimering med hjilp av
resonemang utifran en tabell, anvindning av grafer, konjugatregeln, funktioner
och derivatans tilllimpning, 4r ett sitt att skapa sammanhang i matematiken.
Det hjilper eleven att lira sig nya matematiska begrepp och kunskapsomra-
den, pa betydligt hogre och mer krivande matematisk niva.

Problemet Jordgubbslandet iir ett exempel pa ett problem som innehaller
matematiska begrepp méjliga att introducera pa lagstadiet och som ocksa gar
att gbra mer avancerade, inda upp till gymnasiet. Vi har visat hur problemet
bjuder in till anvindning av olika representationsformer och limpar sig vil for
olika sorters matematisk modellering. Liknande problem kan hjilpa elever att
fa syn pa det som gor problem stenrika — matematiken!
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