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Artikeln beskriver ett férs6k ddr gymnasieelever far undersoka faktorisering av
andragradspolynom med hjélp av grafiska representationer av funktioner.
Eleverna leds in i ett for dem nyit arbetssétt, dar de tillsammans med en ldrare
far arbeta med ett antal uppgifter med hjélp av en grafrédknare. Resultaten visar
att eleverna kommer med egna hypoteser och anvdnder grafrédknaren pa eget
initiativ i vissa situationer. Resultaten visar ocks§ att eleverna i forséket i viss
man kunde anvénda grafrdknaren i ett undersékande arbetssétt.

1. Inledning

Ar grafritande miniriknare en del av matematikundervisningen i
gymnasieskolan for sin egen skull eller finns det omraden i
matematiken som grafrdknaren kan ge eleverna 6kad mojlighet att
arbeta med? Finns det arbetsmetoder som grafraknaren mojliggor?
Forandrar grafraknaren elevens inldrningsmiljé? Kan det vara sa att
grafriknaren finns i skolan for att det ligger i tiden att utnyttja tekniska
hjdlpmedel? Har de *’teknikfriista’’ tagit kommandot utan att bli
ifrigasatta?

I Sverige har de flesta eleverna inom de matematikintensiva
programmen tillgang till en grafritande minirdknare; en grafrdknare.
Detta kraftfulla verktyg har inforts som hjdlpmedel i matematik-
undervisningen eftersom manga matematikldrare och matematik-
didaktiker tror att det kan underlitta elevers matematikinldrning i
stor utstrackning. Den tekniska utvecklingen och ekonomiska
intressen har ocksa bidragit till att grafrdknarna nu ar en sjalvklar
del av gymnasieskolans matematikundervisning.

Tomas Bergqvist ar doktorand i matematik med inriktning mot
matematikdidaktik vid Umed Universitet, Sverige.
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Det 4r mycket svart att avgdra om elever presterar béttre om de
far anvanda en grafriknare &n om de arbetar utan detta hjalpmedel.
Svérigheterna grundar sig framfor allt p4 att det finns sd ménga andra
faktorer som ocksa paverkas om grafrdknare infors i undervisningen.
Denna studie kommer darfor inte att jaimfora elever som arbetar med
respektive utan grafraknare utan istallet beskriva vad som hénder
nér grafrdknaren anvénds i gymnasiematematiken.

For att det matematiska innehéllet ska vara relativt nytt for eleverna
och lampa sig for en liten undersékning, har en liten del av
gymnasiematematiken, nimligen faktorsatsen, valts ut. Anledningen
till detta ar att faktorsatsen kan beskrivas i flera olika representations-
former dir grafiska och algebraiska representationer ar de viktigaste
men dér dven numeriska representationer kan anvéndas. En intressant
fraga dr ocksd om elever méste ha ett fungerande funktionsbegrepp
for att kunna tillgodogora sig faktorsatsen. I en larobok for gymnasiet
(Bjork, Brolin, 1996) formuleras Faktorsatsen sa har:

Ett polynom f{x) har faktorn x-a om och endast om f{a)=0.

De flesta elever brukar inse att vanstra ledet medfor det hogra
ledet, men ha betydligt svidrare med omvindningen. Detta projekt
gér ut pd att ta fram en undervisningssituation dér elever far arbeta
med den svarare delen av faktorsatsen. Undervisningsmodellen
bygger pa att studenterna anvander ett undersokande arbetssitt med
visualiseringar av funktioner med hjilp av grafrdknare. Ett mal ar
att eleverna ska kunna formulera faktorsatsen for andragradspolynom.
Det kan tiankas att vissa elever ocksa kan generalisera resonemanget
till den allménna faktorsatsen. Eleverna skall alltsd genom att arbeta
sjdlvstandigt under viss handledning komma fram till ndgonting som
liknar detta:

Ett andragradspolynom kan skrivas som produkten av tva forstagrads-
polynom om andragradspolynomet har tva nollstéllen.

Om andragradspolynomet p(x) har tva nollstillen, a och b,

sa kan p(x) skrivas sa har: p(x)=(x-a)(x-b).

Detta dr ingen fullstéindig beskrivning av faktorsatsen eller ens av
vad faktorsatsen innebdr for andragradspolynom, men om eleverna
har kommit fram till detta till stor del pa egen hand kommer den
delaktigheten i arbetet att ge en storre férstielse 4n om faktorsatsen
presenteras pa det sitt som beskrivs i gymnasiet lirobocker i
matematik.
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Ett mal ar ocksa att eleverna ska utveckla en viss fortrogenhet
med ett undersokande arbetssitt. Se kapitel 2.2 for en noggrannare
diskussion om begreppet undersékande arbetssitt.

2. Teori

Det ar svart att i fram tydliga resultat om grafraknarens effekter.
Viss forskning har visat positiva resultat, men det finns ocksa forskning
som visar pd motsatsen. Penelope Dunham och Thomas Dick pekar i
sin artikel (1994) pé tre undersdkningar som pavisade skillnader till
forman for elever som anvénde grafrdknare, tre som inte kunde hitta
nagra skillnader alls och en som pavisade skillnader till forméan for
de elever som inte anvinde grafraknare. I artikeln >’The Graphics
Calculator in Mathematics Education: a Critical Review of recent
Research’ (1996) menar Marina Penglase och Stephen Arnold att
man i manga forsok inte kan skilja effekterna fran grafrdknarna fran
de som beror pa undervisningen, miljon, kursens upplaggning, lararens
inverkan och liknande. De skriver ocksa:

One might expect that, after so much enthusiastic rhetoric and so many
studies specifically intended to explore the effectiveness and limitations
of the graphics calculators as a tool for teaching and learning of
mathematics, we might enter the second decade of their use well-prepared.

Sadly, the answers offered by research to these questions at the end of
this first decade remain elusive and conflicting. (p.59)

Flera forskare anser ocksé att det handlar mer om att avgéra hur man
ska utnyttja den nya tekniken &n att avgora om den i sig sjalv forbattrar
eller forsamrar elevens mojligheter att lira sig matematik. Ett exempel
ar Lucia Grugnetti och Frangois Jaquet (1996, p 629) som skriver

It is no longer a question of accepting or rejecting the new technology,
but rather of determining its place in the teaching of mathematics’’.

Kaput och Thompson (1994) varnar for de okritiska positiva asikterna
om teknikens fortrafflighet och for att detta kan leda till att teknik
anvinds i matematiken for dess egen skull. Galbraith och Haines
(1998) inleder sin artikel med att fastsld att det finns gott om
entusiastiska pastdenden om teknikens mdjligheter och dess positiva
péverkan pa matematikundervisningen men att det 4r betydligt svarare
att hitta systematiska analyser av teknikens anvandningsmojligheter.
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Denna artikel syftar till just detta; att belysa teknikens mojligheter
och svarigheter, att ge exempel pé en annorlunda undervisnings-
situation och att ta fram en systematisk analys av elevernas och
lararens arbete.

2.1 Fragestillningar

Den o6vergripande didaktiska fragestéllningen i detta projekt ar

Kan elever ldra sig nagonting svdrt som normalt behandlas rent

algebraiskt genom att arbeta

» visuellt, dvs. anvénda grafiska representationer av funktioner

« med en grafrdknare, dvs. utnyttja modern teknik

« med ett undersokande arbetssitt, dvs. tillsammans med ldraren leta
sig fram till den kunskap och forstaelse som kravs?

Projekts inriktning ger ocksé upphov till ett antal mer specialiserade
fragor. Dessa behandlar bland annat elevers inldrning, elevers arbete
med grafrdknaren och det arbetssétt som eleverna tillsammans med
lararen anvénder:

» lvilkasituationer anvinder eleverna grafriknaren, och pa vad grundar
de beslutet att anvinda den?

 Hur anvinder eleverna grafraknaren? Till vilka arbetsuppgifter?

+ Kan det arbetssitt som beskrivits ovan ge eleverna en bild av vad
faktorsatsen innebar och pa sa sitt underlitta férstaelsen av den
algebraiska formuleringen?

» Vilka svarigheter stiter eleverna pa nir de arbetar pa detta sitt vad
giéller arbetssitt respektive matematiskt innehall?

+ Vilkanya svérigheter stills lararen/handledaren infor, svarigheter som
inte finns i traditionell undervisning?

+ Foérekommer deduktiva resonemang i elevernas arbete?

+ Ivilken utstrickning kan eleverna utfora det undersokande arbetssattet?

Givetvis kommer inte alla dessa fragor att besvaras i denna artikel,
men forhoppningsvis kommer flera av fridgorna att belysas i nagon
utstrickning. Beskrivningen av hur eleverna anvander grafraknaren
och vad som ligger bakom deras sitt att anvinda den 4r en central
del i analysen av forsoket. Att forsoka forstd om och i s fall hur
grafridknaren hjélper eleverna i arbetet dr ocksd mycket viktigt.

Lararens/handledarens svérigheter och vad som maéste beaktas i
forsokssituationen beskrivs noggrannare i kapitel 3.3.
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2.2 Undersokande arbetssitt

For att pa ett tydligt satt kunna redogéra for elevernas arbete beh6vs
ett sitt att strukturera beskrivningen av det. Arbetet kallas i detta
forsok for ett undersékande arbetssdtt. Den struktur som i denna
artikel anvinds for att beskriva ett undersékande arbetssétt kan
relateras till den systematiska beskrivning av beteende vid
problemlosning som Alan Schoenfeld ger i sin bok *’Mathematical
Problem Solving’’ (1985). Han delar in processen i sex steg eller
episoder, kort sammanfattat ser beskrivningen ur sé har:

Reading: Innefattar att 14sa uppgiften hogt, begrunda tyst, upprepa vissa
delar, ldsa tyst med mera.

Analysis: Bestar av analys av problemet, att forsoka forstd problemet
fullstandigt, att formulera om problemet och att introducera principer
och metoder som kan passa.

Exploration: Ett relativt ostrukturerat utforskande av omradet omkring
problemet, ofta en bit ifrdn sjilva fragestillningen.

Planning: Planering av 16sningsarbetet. Kan ofta vara svért att skilja
fran sjalva losningsarbetet.

Implementation: Utforandet av 16sningen.

Verification: Verifikation och kontroll av 16sningen, kan ocksé innehélla
en diskussion om losningen &r realistisk.

Problemldsning skiljer sig pé flera sitt frdn ett undersdkande
arbetssitt, men man kan 4nda se flera paralleller. Den typ av
undersokande arbetssitt som behandlas i denna artikel kan delas upp
1 tre huvuddelar:

 Visualisering: Att lita de ingdende objekten beskrivas i konkret
form nér man vill observera olika mojliga samband. En funktion kan
beskrivas med ett algebraiskt uttryck, en tabell eller en graf.
Visualiseringen ar héir det tredje alternativet, en graf. I detta férsok
sker visualiseringarna oftast med hjilp av grafriknaren, genom att
eleven ritar en eller flera funktioner. Analys- och utforskande-
episoderna i Schoenfeldts beskrivning sker hir via visualisering.
Visualiseringar anvénds for att ge en representation av objektet, en
overblick som stod for tinkandet.

» Hypotes: Ett antagande som &r ett forslag till en slutsats eller del
av en slutsats. Det kan bygga p& ndgon eller nigra av de observationer
som har gjorts, eventuellt kopplad till tidigare kunskap om
nirliggande omraden eller till sporadiska minnesbilder fran tidigare
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situationer. Hypotesen kan vara ett resultat av utforskandeepisoden
och en del av planeringsepisoden. Begreppet dr en idé om
sammanhang grundat 1 visualiseringar och diskussioner, ett antagande
som bygger pa ganska informella principer.

« Kontroll: En undersokning av hypotesen. Kontrollen kan ske pa
mer eller mindre vilgrundade sitt, t.ex. att prova ett exempel, att
undersoka om den stimmer fér andra objekt, om man kan hitta
motexempel eller om hypotesen kan bevisas deduktivt. En viktig del
ar ocksd bedéomningen av hypotesens rimlighet. Kontroll
sammanfaller med verifikationsepisoden.

Slutsatsen av jamforelsen med Schoenfelds episoder ar att
beskrivningen av ett undersdkande arbetssitt kan passas in i dessa
eftersom elevernas arbete 4r en form av problemldsning. I detta f6rsok
fokuseras analysen pa vissa aspekter, vissa begrepp som &r
karakteristiska for det undersokande arbetssittet och darfor anvénds
den struktur som bestér av de tre delarna visualisering, hypotes och
kontroll.

Hypotesen éar enligt denna definition den enskilt viktigaste
bestandsdelen i det unders6kande arbetssittet, eftersom detta fordrar
att man har borjat strukturera sina tankar omkring begreppet. Detta
giller &ven om hypotesen visar sig vara felaktig. Kontrollen innebar
att forsoka avgora om hypotesen ar riktig. Ett sitt 4r att undersoka
det induktivt, dvs. genom att testa ett antal exempel. Ett annat sétt ar
att forsoka genomfora ett deduktivt resonemang, dvs. att forsoka
avgdra om hypotesen &r riktig genom att diskutera de ingdende
objektens matematiska egenskaper. Aven om det som avses har inte
nodvindigtvis ar ett bevis i strikt matematisk mening sa ar det mojligt
att ett deduktivt resonemang dr mycket svart att genomfora for
eleverna.

En svérighet i detta forsok ar att avgdra om eleverna har fatt en 6kad
forstaelse for begreppet. Darfor kommer detta forsok att fokusera pa
om och hur eleverna klarar av det undersékande arbetssittet och da
kan en mojlighet vara att se i vilken utstrickning eleverna kan
formulera relevanta hypoteser, eftersom detta kraver en viss
forstielse. Formagan att komma med hypoteser skulle ocksé kunna
vara kopplad till den matematiska mognad som en elev besitter.
Det finns ménga olika verksamheter som skulle kunna passa in
ovanstdende beskrivning. Har foljer ett exempel som enligt denna
artikels definition &r ett undersokande arbetssitt:
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For att kunna ange vad som kinnetecknar en familj av funktioner, till
exempel polynom av grad 3, sd underséker man denna familj genom att
forst rita ett antal funktionsgrafer och sedan sitta upp en hypotes om
familjens egenskaper utifran grafernas utseende. Denna hypotes ska sen
kontrolleras och férhoppningsvis troliggdras genom att hypotesen
appliceras pa ett antal andra medlemmar ur funktionsfamiljen. Man kan
ocksa via ett deduktivt resonemang forsoka verifiera de hypoteser man
har satt upp.

3. Metod

Eleverna ska i forsoket arbeta tva och tva. Pa sa sitt blir diskussionen
runt matematiken i uppgifterna tydligare eftersom eleverna ska hjélpas
at. Forsoksledarens uppgift som larare ar att komma med lampliga
ledtradar for att arbetet inte skall stanna upp eller gé for langsamt.
Fem par av elever ingér i studien, elever som gar andra aret pa det
naturvetenskapliga programmet dir de laser gymnasiets D-kurs.
Eleverna har ddrmed arbetat med funktioner, polynom, ekvationer
och fatt en forsta inblick i begreppet derivata. Eleverna ar ocksa
vana att anvanda grafriknare i sitt arbete.

Valet av elever har skett i samrad med larare p& en gymnasieskola.
Eleverna har en viss spridning vad giller studieresultat, av de fem paren
bedomer deras ldrare att eleverna i tre par troligen kommer att fa betyget
VG (Vil Godkint), ett par betyget G (Godként) och ett par betyget
MVG (Mycket Vil Godként). Eleverna valdes ut och parades ihop
innan de bleyv tillfrigade. Dokumentationen av forsoket har skett via
videoupptagning i en studio. Denna dokumentation-smetod anvéndes
ocksd i ett tidigare pilotprojekt (Bergqvist, 1998). Forsoket
videofilmades alltsd med hjalp av en dokumentkamera, en specialkamera
med hog upplosning som ar placerad rakt ovanfor en rektangulér skiva
pé vilken ett rutat A4-papper ér placerat. Eleverna kunde skriva pa
pappret, ligga upp en grafraknare nér de ville anvinda en sddan och
aven peka och diskutera runt uppgifterna, grafraknaren eller sina egna
anteckningar. Elevernas samtal togs ocks& upp av inspelningen.

3.1 Forsoket

Eleven och ldraren skall tillsammans utfora det undersokande
arbetssittet. Lararen ska leda eleven p4 ritt spar genom att ta fram
lampliga visualiseringar (om inte eleven sjalv foreslar sddana), se
kapitel 3.2 som beskriver de uppgifter som eleverna skall arbeta med.
Eleven ska forhoppningsvis vara den som stiller hypoteserna och
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utfor kontrollen. Detta kan vara svart i vissa situationer och for att
kunna kontrollera hur mycket léraren leder eleverna finns i kapitel
3.3 en i forvag definierad beskrivning av hur lararen skall handleda
eleverna.

Eleverna har inte full frihet att sjdlva utféra det undersékande
arbetssittet. De far till exempel inte sjdlva vilja vilka andragrads-
polynom de skall arbeta med. Detta 4r nddvéndigt av foljande orsaker:

» delar av det matematiska innehéllet riskerar att ga forlorat, till
exempel kan fallet med dubbelrot bli helt forbiganget.

e om eleverna sjidlva skall ange andragradspolynomen &r det
sannolikt si att de véljer andragradspolynom med férhallandevis
komplicerade nollstéllen i stéllet for heltalsnollstallen.

» en stegvis 0kad svérighetsgrad underléttar betydligt for eleverna
eftersom de da inte behdver formulera hypoteser som innehaller
flera komponenter, utan kan utdka hypoteserna lite i taget.

En aspekt dir forsoket tydligt skiljer sig frdn en verklig
undervisningssituation ar tiden. I en klassrumssituation har man som
regel en tidsram som man méste hélla sig inom. S& var inte fallet
hir, utan forsoket fick ta den tid det behovde. De tillfillen da eleverna
arbetade mycket ldinge med nagot som inte kunde leda till ndgon
intressant hypotes avbrots genom att lararen gick in och styrde
eleverna ut ur svarigheterna med hjalp av 1ampliga fragor eller annan
typ av handledning. I direkt anslutning till férsoket intervjuades
eleverna om forsoket. Intervjun omfattade fragor som behandlade
situationen, arbetssittet och matematiken.

3.2 Uppgiften

Miélet med undervisningssituationen ar att eleverna ska formulera
négon del av faktorsatsen for andragradspolynom. Det kan tinkas att
vissa elever ockséd kan genrealisera resonemanget till den allméinna
faktorsatsen. I kapitel 1 gavs ett exempel pa den typ av formulering
eleverna forhoppningsvis ska komma fram till. For att klara detta skall
eleverna arbeta med en uppgift som édr uppdelad i flera delar dar varje
deluppgift byggs pa med en svérare eller mer generaliserad deluppgift.
Eleverna har gymnasiets C- och D-kurs aktuella, vilket borde betyda
att de ar ndgorlunda vana vid att arbeta med polynom av grad ett och
tva och att rita grafer pé grafriknaren. Uppgifterna ser ut sa har:
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1. Om f{x) och g(x) ar forstagradspolynom, hur kan did f{x) och
g(x) se ut om f(x) g(x)=x*+x-6?

Kan ni 16sa uppgiften om f{x) g(x)=x3-3x-4 i stillet?

Vad hdnder om f{x) g(x)=x*-4x+4?

Vad hdnder om f{x)-g(x)=x?-2x+3?

Vad hinder om fx)-g(x)=x>-4x+1?

Ga tillbaks till uppgift 1.

Kan g(x) och f(x) vara ndgot annat an det ni fick fram i ert svar?

AN

7. Skriv en instruktion som forklarar hur man ska goéra for att
faktorisera ett allmént andragradspolynom i tva forstagrads-
polynom.

Tanken med att dela upp uppgifterna pé detta sitt r att eleverna ska
arbeta med uppgifter med stigande svérighetsgrad, for att sen kunna
generalisera arbetsuppgifterna steg for steg. Normalt kommer
eleverna troligen att 16sa uppgift 1 genom att gissa faktoriseringen.
Om eleverna efter de forsta tva uppgifterna inte har borjat leta efter
alternativa metoder kommer de att f4 extrauppgifter av samma typ
som uppgift 1 och tvd, men med mer och mer komplicerade
nollstallen. Nér de till sist fastnar kommer en diskussion om mojliga
arbetssitt att inledas. De blir ocks& uppmanade att rita graferna efter
varje uppgift. Uppgift 6 och 7 ar svéra eftersom de ar generaliseringar
som kraver ett abstrakt tinkande.

3.3 Handledning

I handledningssituationen uppstér ett klassiskt problem eftersom
forsoksledaren ar bade larare och forskare. Problematiken behover
inte innebéra en alltfor stor svarighet eftersom malet med studien ar
att undersdka och beskriva en undervisningssituation, inte att méta
elevernas prestationer.

Handledningen av eleverna kan ge upphov till svarigheter eftersom
forsoksledaren (F) méaste tinka pd ett flertal aspekter under hela
forsoket:

+ Balansen mellan att gora for lite och att gora for mycket &r svar.

Om F ar for aktiv blir det han som utfor arbetet och ar F for
passiv kan eleverna fastna i ett tidigt skede av forsoket.
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» F ska i stor utstrickning ifrigasitta elevernas pdstdenden, bade
ndr de ir felaktiga och nir de 4r korrekta. P4 sd sitt kan
diskussionen mellan eleverna bli tydligare och underlitta
beskrivningen av situationen.

+ F maéste anvinda ett korrekt matematiskt sprék 1 samtalet med
eleverna samtidigt som han maste avdramatisera situationen med
lampligt *’smdprat’’.

Viss del av handledningen kan besta av ledtrddar som har formulerats
i forvag. Nagra av dessa ir allménna idéer medan andra r kopplade
till speciella deluppgifter. Har foljer en lista pé tinkbar handledning:

» @issa och prova er fram.

+ Rita upp funktionerna.

e Vad skiljer fran foregdende uppgift?

» Rita f{x), g(x) och andragradspolynomet i samma fonster.
» Det kan vara praktiskt att anvdnda grafrdknaren.

*  flx)=x-2 (uppgift 1)

« Kan f{x)=x+5 anvindas? (uppg. 2)

» Kan ni sdga ndgonting om funktionernas nollstéllen?

* Hur menar du da?

» Kan du beskriva tydligare hur du menar?

« Kan du visa?

4. Empirisk undersokning

Elevparen som deltog i forsoket var Klara och Karro, Kristina och
Eldina, Jenny och Nazanin, Haris och Jens samt Fredrik och Johan.
Hir foljer en noggrannare beskrivning av det arbete som tvi av
elevparen utforde. Alla elevparens arbeten finns beskrivna i en
utforligare artikel (Bergqvist, 1999).

4.1 Kristina oech Eldina

Kristina och Eldina ar tva elever med mycket goda studieresultat,
betyg MVG. De har inga som helst svarigheter att lista ut hur
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faktoriseringarna av andragradspolynomen ska se ut. De reagerar
inte namnvart ndr forsoksledaren (F) ber dem rita graferna till
funktionerna. F fortsétter dd och ger dem andragradspolynom ur
extrauppgifterna. De har inga problem med dessa forrdn F ger dem
en extrauppgift: fx)-g(x)=x*-1/3 x - 2/3. De inser att produkten av
konstanterna i f{x) och g(x) ska vara -2/3 och provar med -2 och 1/3
utan framgang. De testar dven att forlanga hela uttrycket och sedan
bryta ut en faktor utan att komma narmare en korrekt faktorisering.
Nir eleverna har varit tysta en langre stund (ca 30 sekunder) kommer
foljande samtal:

Eldina ritar funktionen pd grafrdknaren.
Kristina: Men vénta, dédr den skér x-axeln, dér y 4r noll.
ElMdina:  Ja, annars kan vi 16sa ut ... andragradsekvationen.
Kristina: Ja, da fir vi ju samma. Vi fir ju svaren direkt om vi gor med raknaren.
F: Hur menar du da?
Kristina: Om vi kollar var den skir x-axeln si far vi fram dom mgjliga x-en
vi kan ha.
F: Varfor da?
Kristina: Det kinns rétt.

Nu loser Fldina andragradsekvationen och far fram rotterna 1 och
-4/6. Efter en kort tvekan sitter de in rotterna i (x-1)(x+4/6) och
kontrollerar genom att utféra multiplikationen. Efter detta borjar F
fraga ut eleverna om varfor denna metod fungerar. De har mycket
svart att svara pa det. De verkar ha svért att overhuvudtaget forstd
vad som fragas efter, de har ju visat att metoden fungerar. Till slut
kommer foljande samtal:

F: Varfor ér det just rotterna till andragradsekvationen man ska sitta in?

Eldina: For da far man fram funktionerna.

Kristina: Men om vi kollar pa raknaren, hur gir dom hér linjerna?

Kristina ritar funktionerna pd grafrdknaren.

Kristina: D4 gar dom ju... precis dir den skar x-axeln skér ju ocksa linjerna.
Nar det hér uttrycket [andragradspolynomet] blir noll... Nér y blir
noll hir... Ja, jag vet inte...

Mer diskussion

Kristina: Nér den [andragradskurvan] skir x-axeln har vi sagt att den ena
delen av den har[faktoriseringen] har blivit noll. Antingen f{(x) eller
£(x) har blivit noll.

Nu har eleverna kommit fram till en relativt korrekt forklaring till
varfor metoden fungerar. For att se om eleverna har kontroll 6ver hur
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forstagradspolynomen ska tecknas ger F dem en uppgift till, {x)-g(x)=
x2+5x+6. Med hjilp av riknaren hittar de nollstéllena -2 och -3 och
skriver direkt ner den felaktiga faktoriseringen (x-2)(x-3). Da sager
Eldina:

Just det. Och liksom, pd kurvan, om det dr +3 sd mdste det vara x-3 for
att x ska vara 3 sd att det ska bli 0. Om vi fdr pd kurvan att x ska vara 3,
dd mdste det bli -3 hdr for att x ska vara 3 och det hdr ska bli 0.

Kristina accepterar forklaringen. Hon dndrar till (x+2)(x+3) och de
tva kan nu gé vidare till uppgift 3, 4 och 5. Uppgift 3 16ser de utan
storre problem. I uppgift 4 pastar de nistan genast att uppgiften inte
gar att 16sa eftersom ekvationen saknar 16sning. Nar F utmanar dem
genom att frAga om det inte kan finnas tva forstagradspolynom énda
blir de dock osdkra. De provar d4 med sin ursprungliga metod, att
gissa faktoriseringen, utan framgang. De kommer i férklaringen fram
till att forstagradspolynomen aldrig blir noll, vilket ar ganska néira
en korrekt forklaring eftersom ett forstagradspolynom utan nollstélle
inte existerar. I uppgift 5 inser de snabbt att riknaren inte ger exakta
vérden pé nollstdllena och att de maste 16sa andragradsfunktionen.
De gor detta och faktoriserar polynomet korrekt. Uppgift 6 sitter
igang en ganska livlig verksamhet dar eleverna forsoker hitta
alternativa 16sningar till uppgiften. Nar de misslyckas kan de inte
forklara varfor, men de kommer gang pa gang tillbaka till att ”det
finns bara tvd nollstdllen till andragradsfunktionen och ddrmed bara
tvd mdjliga x-virden . Sista uppgiften gar ganska bra férutom att de
aterigen fir problem med hur de ska behandla tecknen. Arbetet
resulterar i féljande instruktion:

Hur kan vi skriva andragradspolynomet p(x)
1 tva forstagradspolynom g(x) och f{x)?

P& minirdknaren:

1. Rita kurvan

2. Tareda pa nollstéllena (dvs. y=0)

3. Om nollstillena &r x =a och x,=b
da ar f{x)=x-a och g(x)=x-b
Om inte kurvan skir x-axeln sa finns det
inga nollstéllen och alltsa inga losningar.
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4.2 Haris och Jens

Haris och Jens har bada tvd goda studieresultat i matematik, betyg
omkring VG. Den forsta uppgiften (efter uppmjukningsuppgiften)
loser Haris direkt. Nar F ber dem rita upp graferna pa raknaren ritar
Jens Y =x+3, Y,=x-2 och Y ,=Y Y,. De kor sen fast lite pd uppgift 2
eftersom de inte ser att -4 kan faktoriseras i (-4)-1. De forsitter pa
samma sitt och 16ser snabbt tre extrauppgifter utan problem. De rita
ocksa graferna utan kommentarer. Den fjarde extrauppgiften tar lite
langre tid eftersom det inte 4r sa latt att se faktoriseringarna nér
polynomet har rationella koefficienter. Nar eleverna far sin femte
extrauppgift tar det stopp. Foljande samtal d4ger rum:

F: Skulle man kunna anvénda rdknaren? Ha nytta av den pé nét sétt?
Jens: Inte vad jag vet... Men vinta... Jag ska se...

Ritar andragradspolynomet pd riknaren
Jens: Sen kollar man pa vilka stéllen dir den skir x-axeln...

De avlaser skarningspunkterna pa raknaren, 3 och 1,5, och skriver
upp en faktorisering: (x+1/2)(x-3). Denna faktorisering innehaller dels
fel tecken och dels 1/2 i stéllet for 3/2. Haris uppticker att Jens har
skrivit fel tal och de inser tillsamman att de méste byta tecken i1 bada
parenteserna. Nar F ber om en forklaring pa vad de har gjort siger de:

Jens: Hur vi anvénde minirdknaren? Kollade var den skar x-punkterna
for da far vi reda pa vilka tva ...

F: Varfor far man det?

Haris: Jaa... Varfor fir man det...

Jens: Jamen ... DA fir man ju reda pd vilka x-virden som gililer for y.

F: For vadda? For y?

Jens: For den hir ekvationen, [x’+3/2 x - 9/2] vilka x-virden da y ar 0.

F: Jaa... Varfor ska dom x-vardena st hdr? [Pekar pd parenteserna]

Haris: Men...

Jens: Dirfor att ...

Haris: Man tar den typ sa hir [Skriver y=0 under (x+3)] och sen om man
ska skriva O=x+ den som du vet inte, och sen x=siffran du har hér.

F: Varfor ska den vara 0 da?

Jens: Man sitter den hir /(x-3/2)] som 0 sen ocksa. D4 fr du ju tva stillen
det hir ér ju liksom en faktor, det 4r ju som xex, om du sétter den
hir [pekar pd vinstra x-et] till noll sd fir du ut den andra, virdet
hir [pekar pd hogra parentesen i faktoriseringen], och sen sitter
man den andra till 0. Det hinder ju pa tvé stillen, ndr den skir...
y-axeln ...
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Diskussionen fortsdtter med att F ifragasidtter om linjerna alltid
kommer att skdra parabeln pd x-axeln. De dr mycket osikra och F
ber dem undersoka om det var s& i uppgift 1. De finner att s& var
fallet och &r direkt 6vertygade om att det alltid 4r sa. F ber aterigen
om en forklaring utan att de kan svara. Haris siger *’ Det dr svdrt att
forklara matte’” .

Nu éar det dags att eleverna ska fa faktorisera med hjalp av den
metod som de har kommit fram till. I nédsta uppgift hittar de tva
nollstillen, -3 och 2. De skriver ner en faktorisering, (x-3)(x+2)
men upptécker att den &r felaktig nér de utfér multiplikationen. De
byter tecken och far en riktig faktorisering. F fragar d4nnu en géng
om varfor man ska byta tecken och nu siger Haris:

Detta dir kanske dumt men ... om vi har f(x)=x-2 och skriver istillet f(x) =0,
det ska bli 0=x-2 och sen om vi flyttar x till vdnstra sidan fdr vi -x=-2.
For att vi ska fd bara x vi mdste typ gdngra med -1 sd att vi far x=2 och
den dr positiv.

Eleverna far nu fortsédtta med uppgift 3,4 och 5. Uppgift 3 gar ganska
bra, de kommer fram till att det bara finns ett nollstille och efter ett
tag kommer forslaget att forstagradspolynomen ska vara lika.
Andragradspolynomet som saknar reella rotter (uppgift 4) stiller till
mer problem. De dr genast overtygade om att det inte gar att
faktorisera men kan inte forklara varfor. Nar eleverna arbetar med
uppgift 5 ser de snart att riknaren bara ger nirmeviarden. De 16ser da
andragradsekvationen och sitter in rotterna i forstagradspolynomen.
Efter lite diskussion blir ocksa tecknen de ratta. Nar F frigar om
faktoriseringen stimmer ritar de tre funktioner pa radknaren och anser
att det stimmer. Nu far eleverna uppgift 6. De kommer {forst med
forslaget att 16sa andragradsekvationen. De 16ser den, far 16sningarna
2 och -3. D4 séger Jens ’ 'Nej, det gick inte”. Nar F tar upp trdden
om andragradspolynomets nollstillen ska aterfinnas i forstagrads-
polynomen foreslar Jens ’-x, men det dr ju lite dumt. Dom gdr ju
uppifrdn och ner’. De kommer inte s& mycket langre men F visar pa
mojligheten att faktorisera polynometi (-x+2)(-x-3). I sista uppgiften
ska eleverna skriva en instruktion. De behéver lite hjalp for att komma
igdng, de har svart att ligga instruktionen pa en lamplig niva. Pa
forsoksledarens uppmaning lagger de till ett exempel och tar upp
fallet nér inga nollstéllen finns. Sa hér ser deras instruktion ut:
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¢ Anvind minirdknaren, vid problem: utnyttja andragradsekvations-
formeln. (for att fa ut eventuella nollstillen)
+ Byt tecken pa vérdena for nollstillena
« Satt in vardena i1 2 st. forstagradspolynom
ex. x=2 (-2)
(x-2)(x+3)
x,=3 (3)

4.3 Intervjuerna

Intervjuerna som foljde i direkt anslutning till varje forsokstillfalle
gav inte den typ av information som forvantats. Idén var att eleverna
skulle kunna diskutera de matematiska begrepp som de hade arbetat
med under forsoket. Det visade sig att eleverna hade mycket svart
att sdga nagonting om detta. Det kan vara s att steget frén att arbeta
med ett begrepp till att diskutera sin egen forstaelse av begreppet ar
mycket stort. Den information som dndé framkom under intervjuerna
handlar i huvudsak om elevernas uppfattningar om matematik,
grafraknaren och skolan.

5. Analys och resultat

Grunden for analysen bestar i de fragestéllningar som formulerades
i kapitel 2.1:

Kan elever lira sig nagonting svart som normalt behandlas rent
algebraiskt genom att arbeta

+ visuellt, dvs. anvdnda grafiska representationer av funktioner

¢ med en grafrdknare, dvs. utnyttja modern teknik

+ med ett undersokande arbetssitt, dvs. tillsammans med liraren
leta sig fram till den kunskap och forstaelse som kravs?

5.1 Kan eleverna arbeta visuellt, kan de arbeta med grafraknare

Det vill siga kan eleverna anvinda grafiska representationer av
funktioner? Hur anvénder de grafraknaren i dessa situationer? Varfor
viljer de att anvanda grafrdknaren?
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De olika sitt som grafriknaren anvinds p& kan delas in i nigra

olika varianter:

Rita en eller flera grafer

Att rita grafer medfor inte ndgra som helst problem for ndgon
elev. De visar alla god fortrogenhet med detta.

Undersoka nollstillen

Alla eleverna borjar med att anvénda >’zoom’’-funktionen. P4 si
sitt kan de alla gissa vilken rot de undersoker sa linge som de
arbetar med andragradspolynom med heltalsnolistéllen. Nér detta
inte fungerar visar forsoksledaren eleverna *’zero’’-funktionen
som tar fram ett mycket noggrant narmevirde till ett nollstalle.
Flera elever kan direkt anvinda funktionen, andra elever behover
en kort forklaring. Alla elever anvander funktionen utan problem
vid slutet av forsoket.

Nagra elever insag att produkten av nollstillena ska vara lika
med konstanttermen i andragradspolynomet och att det darfor
racker att ta fram ena nollstéllet med rdknaren.

Numeriska berdkningar
De numeriska berdkningar som forekommer &r av tre typer:
- Undersoka om ett decimaltal (frin *’zero’’-funktionen) r ett brak.

-Undersdka om (2 +\/§) (2 — -\5)= 1 for att kontrollera
faktoriseringen i uppgift 5.

- Annat, till exempel for att berdkna (-2)2.

Motiv till att eleverna anvander riknaren varierar. For alla grupper
giller att de forsta gdngen anvinder ridknaren pa forsoksledarens
inrddan, F ber dem rita upp alla de tre aktuella funktionerna i uppgift

1.

L

Nar det géller att undersoka nolistillen varierar dock orsakerna:

Klara och Karro gor detta efter att Karro har fort fram hypotesen
att man kan hitta forstagradspolynomen genom att titta pa
andragradspolynomets nollstéllen.

Kristina och Eldina fastnar pa en extrauppgift och tar fram
rdknaren pé eget initiativ.

Jenny och Nazanin anvénder nollstillena for att faktorisera efter
det att F har fragat om det 4r mojligt, men redan i ett tidigare
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skede sag Nazanin att de hade skrivit in funktionerna fel genom
att titta pa funktionernas nollstallen.

+ Jens och Haris fastnar pd samma uppgift som Kristina och Eldina,
men de tar till grafrdknaren forst sedan F har fragat om man kan
anvénda den pé négot sétt.

» Fredrik och Johan tittar pa funktionernas nollstéllen efter en ldng
diskussion dér F visar eleverna att andragradskurvan och linjerna
skér x-axeln i samma punkter.

Nir det galler de numeriska berdkningarna sker de flesta pé eleverna
egna initiativ. Nér eleverna i uppgift 5 far fram ett decimaltal forsoker
Klara och Karro omvandla detta till ett brak med *’Frac’’-funktionen.
Fredrik och Johan &r ocksa inne pé att det kan vara ett brdk och gor
samma sak sedan F har papekat att en sddan funktion finns. Jenny
och Nazanin tycker att det verkar konstigt att (2 +43 ) (2 -3 )= 1
och kontrollerar detta med grafridknaren.

Att eleverna har nytta av de grafiska representationerna syns tydligt
flera génger under forsoket. I samtliga fall utom ett anvindes
minirdknaren for att ta fram de grafiska representationerna.
Undantaget var en skiss i samband med uppgift 7 som Jenny och
Nazanin ritade. Har foljer nagra exempel pa situationer nir eleverna
utnyttjade visualiseringar:

« Kiristina och Eldina (kapitel 4.1) ritar en funktion och utbrister
“’Men vinta, ddr den skdr x-axeln...”’

Genom att titta pa grafen kan eleverna formulera sin hypotes om
hur forstagradspolynomen ska se ut.

» Jens (kapitel 4.2) ritar andragradspolynomet pa raknaren och sager
"’Sen kollar man pd vilka stéllen ... ddr den skir x-axeln...”” Han
faktoriserar polynomet genom att avlisa parabelns nollstillen och
sétta in dessa i forstagradspolynomen.

Bade Kristina och Jens anvinder andragradspolynomets nollstéllen
for att faktorisera. Resonemanget bakom detta verkar mycket osékert.
Det skulle kunna vara si att de har en svag minnesbild av nidgot som
de har sett i laroboken eller som deras lrare har visat pa tavlan och
nir de ser nollstidllena si kopplas detta mer eller mindre
undermedvetet till minnesbilden och de *’kidnner’’ att de &dr pa ritt
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spar. Detta sétt att arbeta kan vara framgangsrikt i gymnasie-
matematiken. Ar detta ndgot som kénnetecknar elever som lyckas
bra i skolan?

A andra sida forekommer det ocksa att eleverna inte anvander de
grafiska representationerna i situationer d4 detta hade varit bade enkelt
och effektivt. Detta giller oftast da eleverna kommer i en situation
de inte riktigt kan hantera, till exempel i uppgift 6, nir de soker
andra 16sningar till uppgift 1. Nar de arbetar med uppgift 6 har de
flesta eleverna ndgorlunda klart for sig att nollstillena maste vara de
samma i andragradspolynomet som i faktoriseringen, men de verkar
ha mycket svart att anviinda den kunskapen. De atergar da till den
forsta metoden, gissa och prova, trots att flera av dem har formulerat
och anvint en metod for att faktorisera. En kort diskussion utifran
grafen till polynomet i uppgift 1 skulle direkt kunna visa eleverna att
enbart tvd nollstillen ar mojliga. Nagra elever for ocksa ett
resonemang i denna riktning, men de har mycket svart att utnyttja
sin kunskap.

Det forekommer ocksd att eleverna inte kan dra nigra egna
slutsatser genom att titta pd graferna utan att slutsatserna grundas pa
en diskussion med forsoksledaren och pa den hjéilp de far. Johans
hypotes i slutet av f6ljande situation ar ett exempel pa detta:

Nu forsoker forsoksledaren leda in eleverna pa att anvanda riknaren
och titta pa nollstillen. F ber dem beskriva graferna och de siger saker

»

som att “linjerna dr parallella”, “dom gdr diagonalt” och “dom korsar
vid x-axeln”. Genom att fraga var andragradskurvan skéir x-axeln visar
F eleverna att den skir p4 samma stillen som linjerna. D4 sdger Johan
“Man skulle kunna anvinda det till att l16sa uppgiften.”

Johans hypotes kommer forst efter det att forsoksledaren har gjort
honom uppmérksam pé att andragradskurvans nollstillen 4r desamma
som linjernas nollstéllen. Hypotesen grundas troligen till en mycket
liten del pa den grafiska representationen och i betydligt storre
utstrickning pa samtalet med F.

Att anvdnda grafriknaren for att ta fram visualiseringar av
funktioner verkar vara mycket naturligt for eleverna. Grafraknaren
bereder dem inga egentliga problem och hanteras pa ett ganska
sjalvklart sédtt. Nar det giller att utnyttja visualiseringarna ar
skillnaderna mellan eleverna betydligt storre. Vissa elever verkar
inspireras av graferna sé att de utgaende fran dessa snabbt kan komma
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med hypoteser medan andra inte verkar ha nidgon nytta alls av
visualiseringarna. Vad denna skillnad kan bero pa ar svart att séga.
Kanske kan det vara sa att grafrdknaren inte fungerar sa bra for vissa
elever, eller att visualiseringar ir s komplexa att somliga elever
helt enkelt inte kan tillgodogora sig all den information som finns i
en graf. '

5.2 Undersokande arbetssatt

I kapitel 2.2 beskrevs ett undersokande arbetssitt som bestdende av
tre huvuddelar: visualisering, hypotes och kontroll. Begreppet
visualisering och hur eleverna arbetade med detta har beskrivits ovan.
Detta avsnitt kommer att beskriva elevernas formaga att formulera
egna hypoteser med hjalp av dessa visualiseringar och hur hypoteserna
kontrollerades.

Det finns flera tillfillen nir eleverna mycket tydligt kunde
formulera egna hypoteser och de flesta hypoteser som beskrivs har
sin grund i visualiseringarna av de aktuella funktionerna. Kontroll
av hypoteserna utfordes nistan uteslutande genom att testa den
aktuella uppgiften. Det finns ocksa ett antal exempel nér eleverna
inte kunde komma med nigon som helst idé.

Ett exempel pa hur eleverna formulerar hypoteser ar nar Kristina
och Eldina kor fast pa en extrauppgift. Efter en stunds tystnad séger de:

Eldina:  Om vi ... man kollar p4 minirdknaren.
Kristina: Ja, gor det. Satt in den dar [pekar pd x*-1/3 x - 2/3]
Eldina ritar funktionen pd grafriknaren.
Kristina: Men vinta, dar den skér x-axeln, dér y ar noll ....
Eldina:  Ja, annars kan vi 16sa ut ... andragradsekvationen.
Kristina: Ja, da far vi ju samma. Vi far ju svaren direkt_ om vi gér med

raknaren.

F: Hur menar du da?

Kristina: Om vi kollar var den skér x-axeln sa far vi fram dom moéjliga x-en
vi kan ha.

Kristina formulerar hypotesen i sitt sista uttalande. Dessforinnan har
hypotesen varit underforstddd, bada eleverna verkar vara pa det klara
med vad som giller. Hypotesen verkar inte vara en direkt foljd av
visualiseringen av funktionen, men nir de far se graferna kan de
néstan direkt 16sa uppgiften som de tidigare fastnat pa. Det tyder pa
att visualiseringen hade en avgérande betydelse for att hypotesen
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formulerades. Detta samtal resulterar alltsd i att eleverna tdnker
anvinda en idé om att faktorisera genom att titta pd funktionens
nollstillen. Nar forsoksledaren fragar varfor det borde fungera kan
de dock inte styrka hypotesen med nigot resonemang, Kristina svarar
att >’det kénns ratt’’ att gora pa detta sitt. De kontrollerar hypotesen
genom att utféra multiplikationen och se att faktoriseringarna blir
korrekta. Det vill sdga de kontrollerar inte hypotesen utan enbart de
konkreta tillampningarna av hypotesen. Denna typ av kontroll ar
mycket naturlig eftersom eleverna endast ar ute efter att 16sa
uppgifterna och inte efter att formulera nagon regel eller ndgot
samband. I allmanhet kan man séga att kontrollen alltid utfoérdes pa
detta sétt, genom test av de konkreta, aktuella uppgifterna.

Alla elever i forsoket kunde formulera nadgon typ av hypotes, men
dessa var underbyggda p4 olika sitt. Formégan att formulera relevanta
hypoteser verkar §verensstimma med den matematiska forméga som
elevernas larare anser att de besitter. De elever som enligt ldraren
hade betyget MVG kunde i betydligt storre utstrackning formulera
egna hypoteser och klarade av ett deduktivt resonemang béttre 4n de
som hade betyget VG eller G. MVG-eleverna var ocksa de elever som
bast klarade av att forklara varfor metoden med nollstéllen fungerar.

5.3 Kan elever lira sig nigonting svart

Att besvara frigan om eleverna kan ldra sig ndgonting svart 4r mycket
besvirligt. Vad menas med att kunna nagot? Till vilken nivd ska
eleverna ha natt for att man ska kunna séga att de har tilldgnat sig ett
begrepp? I detta forsok kan jag peka pé ett antal situationer som
indikerar att flera av eleverna har hojt sin kunskapsniva vad giller
faktorsatsen, eller i varje fall varit i situationer som gett tillfalle till
inldrning, men det &r i stor utstrickning spekulationer som fors fram.

Eleverna med betyg MVG och VG verkar ha forstatt varfor satsen
fungerar och G-eleverna kan anvinda satsen och grafriknaren for
att utfora faktoriseringar pa nytt sitt. Grunden for dessa péstidenden
ligger 1 de beskrivningar som finns i kapitel 4. Jag anser att Kristina
och Eldina, eleverna med betyget MVG, har natt en viss forstielse
om varfor faktorsatsen fungerar. Detta grundar jag pa bland annat
Kristinas uttalande pa sidan 45:

Nir den [andragradskurvan] skir x-axeln har vi sagt att den ena delen
av den hdr [faktoriseringen] har blivit noll. Antingen f(x) eller g(x) har
blivit noll.
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Kristina menar alltsd att om polynomet p(x) har ett nollstille a, det vill
siga p(a)=0, sa ar fla)=0 eller g(a)=0. De har tidigare faktoriserat ett
polynom genom att hitta polynomets nollstdllen och skriva f{x)=(x-a)
och g(x)=(x-b), dir a och b 4r polynomets nollstéllen. De har d4 i stort
sett visat att om p(a)=0 sd &r (x-a) en faktor i polynomet p(x). Det &r
just faktorsatsen fradn hoger till vinster (se sidan 36) som Kristina
beskriver hir, dven om det 4r ganska osidkert och inte helt korrekt
formulerat. I slutet av forsoket kan ocksd Eldina motivera
forstagradspolynomets utseende nir hon siger “Motsatt tecken,
eftersom vi vill att funktionen ska bli noll”. Dessa situationer tyder pa
att Kristina och Eldina har nétt en viss forstaelse om sambandet mellan
faktorisering av andragradspolynom och nollstéillen hos andragrads-
polynom.

Nir det giller eleverna med betyget VG verkar Jenny och Nazanin
ha insett varfor faktoriseringen utnyttjar nollstdllena. Foljande
diskussion dger rum sedan eleverna har insett att andragradspolynomet
och forstagradspolynomen har samma nollstéllen, -2 och 3:

Nazanin: Andragradspolynomet dr noll. D4 ar (x+2)(x-3)=0. Blev vi klokare
av det?

Jenny: Da dr dom hir ocksa lika med noll [skriver 0=(x+2) | (x-3)=0]

Nazanin: Nej, s4 kan man nog inte gora.

Jenny: Det ér ju sa vi gér med andragradarna, vi faktoriserar.

Nazanin: Ja! Nu forstar jag varfor det blir ombytta tecken! For att 3-3 ar 0
[pekar pd (x-3)] och ...

Jenny: -2+2 ér noll /pekar pd (x+2)]

Jenny och Nazanin verkar kénna igen resonemanget fran situationer
déar de har arbetat med 16sning av andragradsekvationer med hjalp
av faktorisering. En mojlighet &r att de kopplar denna uppgift till hur
de brukar 16sa andragradsekvationer av typen x?-3x=0 genom att
faktorisera: x*-3x=x(x-3).

Lite tveksammare 4r det huruvida Haris och Jens ar helt pa det
klara med varfor man utnyttjar nollstdllena, men Jens sista uttalande 1
den andra refererade diskussionen i kapitel 4.2 kan tolkas sd. Han séger:

Man sdtter den hir [(x-3/2)] som 0 sen ocksd. Dd fdr du ju tvd stillen,
det hdr dr ju liksom en faktor, det dr ju som x-X, om du sdtter den hir
[pekar pa vénstra x-et] till noll sd far du ut den andra, vdirdet hdr [pekar
pa hogra parentesen i faktoriseringen], och sen sdtter man den andra till
0. Det hinder ju pa tvd stillen, nir den skir... y-axeln ...
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Uttalandet kan dock tolkas pa flera sitt. En mdjlighet ar att Jens
faktiskt vet hur faktoriseringar anviands vid ekvationslosning, det
vill sidga att x-y=0 <=>x=0 eller y=0. Eftersom Jens pekar pa det ena
x-et och (felaktigt) sdger att man da kan f& fram det andra, kan det
kan ocksé tyda pa en stor osidkerhet om vad som géller nér en produkt
av tva faktorer ska bli noll.

Eleverna med betyget G, Fredrik och Johan, kan anvénda
minirdknaren for att utfora faktoriseringen. Till exempel klarar de
en av extrauppgifterna utan problem. De kan dock inte siga ndgonting
om varfoér metoden fungerar.

Det ar uppenbarligen mycket svart att dra nigra sékra slutsatser
huruvida eleverna verkligen har lart sig ndgon matematik under
forsoket. I denna undersdkning kommer jag inte att gé langre &n s
hir i analysen av vad eleverna eventuellt har lart sig. Daremot vill
jag pépeka att flera elever enligt analysen i kapitel 5.1 och 5.2 har
kunnat anvinda ett undersdkande arbetssitt. Eleverna har med hjilp
av visualiseringar av funktioner pa en grafriknare kunnat formulera
hypoteser omkring sambandet mellan funktioners nollstidllen och
mojligheten att faktorisera funktioner. De har ocksd kunnat
kontrollera dessa hypoteser. Detta dr, anser jag, en god indikation pa
att eleverna faktiskt har lart sig ndgonting, eller dtminstone arbetat
pé ett sddant sétt att de har haft goda mojligheter att lara sig ndgonting.

6. Diskussion

6.1 Grafriknaren i ett undersokande arbetssatt

Vilka slutsatser kan da dras utifran det forsok som har genomforts?
Naégra iakttagelser ar fo6ljande:

» Allaelever har lart sig ndgonting under forsoket. Det kan da tyda
pé att metoden med ett undersékande arbetssétt ar positiv for
elevers inldrning, men det 4r kanske lika troligt att en ldrare ensam
med tva elever i en timme ar en viktigare orsak till framstegen.

+ Elever med betyget VG verkar vara de som kan dra storst nytta
av det arbetssatt som anvéndes i forsoket. Ar arbetssittet for svart
for elever med betyget G, eller 4r det uppgiften som ar lampligast
for elever med relativt goda prestationer i matematik? Skulle
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MVG-eleverna ha kunnat dra stérre nytta av arbetssittet om
uppgiften hade varit svérare?

 Eleverna tyckte att uppgifterna och arbetssittet var intressant och
roligt, men ingen hade gjort ndgot liknande forut. I kursplanen
for matematik (Skolverket 1994/95) stir det bland annat att
*undervisningen skall strdva efter att eleverna skall fi uppleva
tillfredsstdllelsen i att upptdicka monster och samband”. Trots
detta verkar eleverna aldrig ha stott pa fragestallningar och
arbetssitt av den typ som anvéndes i forsoket.

6.2 Elevernas uppfattning om matematik

“Jag dlskar min grafrdknare”’ siger Karro, "jag anvdnder den jamt,
utan den kinner jag mig sd osdker”. Det finns flera situationer dir
elever anvinder grafrdknaren utan att egentligen veta varfor. Motiven
kan vara till exempel att man inte kommer pa ndgot annat att gora,
att man brukar anvinda den i liknande situationer eller att man tror
att lararen vill att man ska anvédnda den. Den sista anledningen kan
vara mer frekvent d4n undersdkningen visar dd den outtalade
Overenskommelsen om hur arbetet i klassrummet ska fungera kan
vara mycket starkt. Ett exempel pé hur elever kan styras av detta dr
foljande situation:

Nir Johan och Fredrik ska 16sa uppgift 2 borjar Johan helt korrekt med
att skriva upp tva parenteser pa detta sitt: (x+ )}x- ).

Nar forsoksledaren fragar varfor han skriver olika tecken sade Johan
“Jaha!” och borjade dndra det han hade skrivit.

Johans reaktion kan vara mycket naturlig utifrdn hur hans
matematikundervisning har sett ut under de elva ar som han har vistats
i skolan. Nar en larare fragar “Varfor har du gjort sd?” ar det ofta
nigonting som &r fel. Vad 4r det som saknas nér denna fraga far en
sddan reaktion? Ar diskussionen om matematik s& ovanlig att den
bara forekommer dé det ar nagot fel?

Uttalandet om kaérleken till grafraknaren giller endast de tre
elevparen med betyget VG. Eleverna med betyg G respektive MVG
talar inte om samma beroende. Om detta dr en generaliserbar egenskap
hos elever 1 gymnasieskolan, det vill siga om de elever med betyg
VG ir de som anvinder grafriknaren mest och de som da troligen
ocksé drar mest nytta av tekniken, eventuellt pd bekostnad av G- och
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MVG-elevernas inldrning, si kan det vara av stor vikt att undersoka
effekterna av detta.

Eleverna i denna undersokning var mycket ovana att arbeta
sjalvstandigt pa det sétt som frégorna inbjod till. Flera kommentarer
under forsoket eller under intervjun stdder detta och visar dven pé
elevernas forestallningar om vad matematik dr. Négra exempel:

Haris: Det ir sd i matten, nir man riknar, det 4r huvudsaken att man far ett
resultat, inte hur man tanker. Man fragar inte hur man téanker. Vi
som gér natur vi gor bara sa dir och s dar, vi vet inte varfor.

Jenny: [Svar pd fragan “vad dr det egentligen som hinder?’’]

Det ar séna fragor man aldrig hinner friga sig pd en mattelektion,
for att dd maste man rakna ikapp och fa ritt pa uppgifterna.

Om asikterna bakom dessa uttalanden &r representativa for elever i
det svenska gymnasiet finns det anledning att diskutera upplaggning
och innehdll i matematikundervisningen. Flera initiativ har tagit i
den riktningen, till exempel har Bedomningsgruppen for studenternas
forkunskaper 1 matematik, tillsatt av hogskoleverket, kommit med
sin slutrapport *’Récker kunskaperna i matematik?’” (Hogskoleverket,
1999) dar flera frigor om matematikens roll och gymnasieelevers
kunskaper diskuteras.

6.3 Slutsats

Att undersoka matematik med hjdlp av grafer, tabeller, konkretiseringar,
algebra eller ndgot annat 4r det arbetssitt som matematiker genom
historien har anvént for att fora den matematiska teoribildningen framat.
Hypoteser om vad som kan hénda 1 olika situationer ska testas,
hypoteser som bygger pa induktiva tankegingar ska senare bevisas
med ett deduktivt resonemang. Det ar troligen att begéra for mycket
av eleverna i gymnasieskolan om det undersokande arbetsséttet man
ber dem utfora ska fungera pd samma sitt som hos historiens
matematiska genier, men det dr mycket mojligt och kanske ocksa
onskvirt att 14ta elever arbeta undersokande pa en ldgre nivd och med
en viss handledning.

Det ar svart att avgora vilken effekt elevernas arbete har haft pa
deras inldrning, men jag anser mig dnda ha fatt ett visst stod for att
ett undersokande arbetssétt med hjélp av grafritande minirdknare
ger mojlighet for elever att fa en battre forstaelse for begreppet
faktorisering och for faktorsatsen samt en storre insikt i kopplingen
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mellan grafiska och algebraiska representationer av funktioner och
ekvationer (se kapitel 5.3). Hur denna typ av arbetssitt kan anviandas
i det dagliga arbetet i matematikklassrummet och inom vilka
matematiska omrdden det passar in dr viktiga fradgor som bor bli
foremal for framtida forskning.
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Abstract

The article describes a study in which year eleven students, working
in pairs, explore factorisation of second degree polynomials using
graphical representations of functions. The students are guided into
a new way of working, where they get to work with a series of
questions using a graphing calculator. The results show that the
students pose their own hypotheses and use the graphing calculator
on their own initiative in certain situations.
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