Funktionsbegrebet og 9. klasse
elevers begrebsforstéelse

Morten Blomhgj

Elevers vanskeligheder med at tilegne sig funktions-begrebet som et teoretisk
begreb med et net af relationer til andre begreber som variabel, ligning og graf
er velkendte bade i matematikdidaktisk forskning og i undervisningens praksis. |
det danske skolesystem viser de sig mest markant ved overgangen fra
folkeskolens til gymnasiets matematikundervisning. Denne problemstilling belyses
i artiklen ud fra en empirisk undersegelse af begrebsforstaelsen hos en 9. klasse.
Analysen afdzkker fellestraek ved nogle elevers forstaelse, der viser at de har
meget vanskeligt ved at tilegne sig afgorende begrebssammenhzaenge mellem
f.eks. ligning og funktion. Analyse af to kvalitative elevinterview viser endvidere,
at elevernes forstéelse kan vaere badde sammenhaengende og modstandsdygtig
over for udfordringer, selvom den ikke er i overensstemmelse med de
objektiverede matematiske betydninger af begreberne. Artiklen fremdrager
enkelte undervisningsmaessige konsekvenser af analysen.

1. Funktionsbegrebet og matematikundervisningen

Funktionsbegrebet indtager en helt central placering i sivel skolefaget
som videnskabsfaget matematik. Funktion er det grundlaggende
objekt for den matematiske analyse og funktionsbegrebet indgér pa
afgerende made i s godt som alle matematiske discipliner. Ud fra
en intern matematisk betragtning er tilegnelse af funktionsbegrebet
afgerende for evt. videregdende studier af faget (Kleiner, 1993). Ogsa
i anvendelsessammenhznge spiller funktionsbegrebet en vigtig rolle.
I samfundslivet meder man eksempler pa konkrete funktioner. F.eks.
funktioner, der beskriver en tidsmassig udvikling. Det vere sig
grafiske reprasentationer af udviklingen i arbejdslesheden,
befolkningen i den fattige del af verden eller CO, udledningen fra de
industrialiserede lande. Eller funktionsforskrifter der bruges ved
beregning af kerselsfradrag, indkomstskat i gvrigt eller el-regningen.
Hertil kommer at den sproglige betydning af ordet funktion er under
pavirkning af anvendelsen af det matematiske begreb. Ordet funktion
har i det naturlige sprog normalt betydningen, at noget har en funktion
- en virkemade. F.eks.: Chokerens funktion er at regulere luftindtaget
til motoren. 1 aviserne og i anden offentlig kommunikation meder
man imidlertid stadig oftere ordet funktion i betydningen, at noget
er en funktion af noget andet. Funktion bliver her brugt til at angive
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en arsagssammenhang. F.eks.: Beskceftigelsen er ikke blot en funktion
af den okonomiske veekst, men afhcenger ogsd af en reekke strukturelle
forhold.

Relationen mellem pd den ene side dagligdags erfaringer, hvor
ordet funktion indgér og situationer fra hverdagslivet, der kan
modelleres ved hjelp af funktionsbegrebet og pd den anden side
elevernes tilegnelse af funktionsbegrebet 1 matematikundervisningen
er séledes af kompleks natur og dette ma forventes at spille en rolle
i lereprocessen.

Som matematisk begreb er funktionsbegrebet i meget hegj grad
indlejret i et netvark af relationer til andre matematiske begreber.
Det galder forst og fremmest begreber som variabel, ligning og graf.
Disse begrebsmaessige relationer er ofte af komplementeer karakter.
F.eks. er begrebet om en variabel, der kan antage en vilkérlig verdi
inden for en n&rmere afgranset grundmangde, en forudsatning for
tilegnelse af funktionsbegrebet samtidig med, at dette variabelbegreb
i hgj grad far sin mening fra dets anvendelse i forbindelse med
funktioner. Hertil kommer, at funktioner optraeder i og kan beskrives/
symboliseres i mange forskellige representationsformer, f.eks. ved
en ligning, en tabel, en graf eller sproglig beskrivelse af en funktionel
sammenhang mellem to variable storrelser. Endvidere findes -
allerede ndr vi betragter funktioner af en variabel - som bekendt en
uendelighed af forskellige funktioner. Funktionsbegrebet er svarende
hertil et matematisk begreb, som for de fleste mennesker krever
lang tids undervisning og personligt leeringsarbejde at begribe i nogle
af dets generelle betydninger.

Ud fra en matematikdidaktisk analyse af funktionsbegrebet er der
sdledes al mulig grund til at forvente, at der i1 folkeskolens og
gymnasiets matematikundervisning vil vere principielle matematiske
og didaktiske vanskeligheder med at stotte elevernes tilegnelse af
dette begreb. Funktionsbegrebet er derfor et naturligt valg, hvis man
onsker at studere vanskeligheder ved elevers begrebstilegnelse i
matematikundervisningen.

1.1 Funktionsbegrebet i folkeskolens matematikundervisning

I skolen er der gennem de sidste to artier sket en principiel @ndring
af matematikundervisningens indhold. Funktionsbegrebet indgér ikke
leengere som en central matematisk begrebsdannelse, der gives en
selvstendig systematisk behandling. Der arbejdes imidlertid meget
med konkrete eksempler pa funktioner - ofte i anvendelsesmaessig
sammenhang. Allerede fra 3.-4. klasse arbejder eleverne med
funktionelle sammenhange mellem variable sterrelser. Typisk leegges
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der stor vaegt pa processen, hvorunder en variabel talvaerdi forandres,
nér den underkastes forskellige regneoperationer. Der arbejdes f.eks.
meget med sdkaldte funktionsmaskiner. Ogsé koordinatsystemet
introduceres tidligt 1 skoleforlabet (2.-3. klasse) og bruges flittigt til
at afbilde funktionelle sammenhange.

Variationen i de eksempler pé funktioner, som en elev typisk mader
i sit skoleforlgb, begranser sig imidlertid til linezre funktioner, samt
9. og 10. klasse til enkelte eksempler pd omvendt proportionalitet,
andengradspolynomier og eksponentialfunktioner. De fleste
lerebeger introducerer forst funktion som et fagligt begreb sent i
skoleforlgbet, typisk pa 8. eller 9. klassetrin. Generelt er det min
vurdering, at elevernes erfaringer med at beregne og afbilde
funktioner i mange forskellige sammenhange fra undervisningens
indledende trin ikke udnyttes som grundlag for en efterfolgende mere
systematisk behandling til stette for pracisering af elevernes begreber
om variable, funktioner, ligninger og grafer pd de afsluttende
skoletrin'. Ingen af de lerebogssystemer, jeg har analyseret, legger
op til, at elevernes erfaringer fra arbejdet med funktioner i forskellige
sammenhange gennem deres skoleforleb skal danne grundlag for
en systematisk behandling af funktionsbegrebet pa de sidste klassetrin.
Arsagerne her til er mange og kan ikke udredes i denne sammenhang.
Men et afgerende forhold er den meget udbredte opfattelse blandt
matematiklerere og skolefolk i gvrigt, at et sidant sigte er alt for
ambitiest i en matematikundervisning for alle med de givne
ressourcemassige rammer.

1.2 Funktionsbegrebet i gymnasiets matematikundervisning
Siden 60'er matematikken gjorde sit indtog 1 Danmark, har specielt
gymnasiets matematikundervisning haft funktionsbegrebet som
omdrejningspunkt. Og selvom der er foregéet en betydelig udvikling
siden 60'erne, star funktionsbegrebet stadig helt centralt i matematik-
undervisningen pé det gymnasiale niveau. Eleverne prasenteres tidligt
i 1. g. forlebet for en formel definition af funktionsbegrebet. F.eks.
pa denne form:

Ved en funktion forstds en sammenkedning af to variable, den
uafheengige x og den afheengige y, sdledes at der til ethvert x svarer
preecist ét tal y. Tallet y kaldes funktionsveerdien af x ved funktionen f,
hvor f er betegnelsen for funktionen.

Mengden af de x-veerdier, der kan bruges, kaldes funktionens
definitionsmeengde og betegnes Dm(f). At funktionen keeder tallet y til
x, skrives sdledes:

v =f{x)eller f-x->y
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Ndr x gennemlober hele definitionsmeengden, gennemlober y = f(x) en
talmeengde, som kaldes funktionens veerdimengde og betegnes Vm(f).
(Jessen et al., 1994, 5.187).

Selvom den formelle opbygning af de centrale begreber fra analysen
f.eks. kontinuitet, differentialkvotient og differentiabilitet er blevet
betydeligt nedprioriteret i gymnasiets matematikundervisning det
sidste rti, har disse begreber stadig en central plads i undervisningen.
En meningsfuld behandling af disse begreber har helt klart som
forudsetning, at eleverne har en grundleggende forstaelse af
funktionsbegrebet, der gor det muligt for dem at operere med en
funktion som et objekt, der kan have eller ikke have visse matematiske
egenskaber. Det er ikke tilstreekkeligt, at eleverne pé den ene side
fra folkeskole har konkrete erfaringer med problemsituationer, hvor
funktionsbegrebet kan siges at vare implicit tilstede og pé den anden
side i gymnasiet presenteres for en matematisk definition af
funktionsbegrebet. Det er veldokumenteret, at overgangen fra en
procedurel beherskelse af f.eks. beregning og tegning af funktioner
til en strukturel forstaelse er en kognitivt kr&vende proces, der for
de fleste elever tager lang tid og forudsetter systematisk
sammenkedning mellem konkrete erfaringer med funktioner og disse
funktioners matematiske egenskaber (Kieran, 1992, s. 413), (Tall,
1992, 5.497-501).

Det kan derfor ikke undre at mange elever i gymnasiets
matematikundervisning har store vanskeligheder med at tilegne sig
afgorende begrebsmassige sammenhange, der involverer
funktionsbegrebet. Begransningerne i elevernes begrebsforstielse
viser sig bl.a. ved: at ferdigheder som ligningslesning og graftegning
ofte kun kan bringes i anvendelse i situationer, der svarer ngje til de
opgaver, eleverne har arbejdet rutinemassigt med; men f.eks. ikke
nar der arbejdes med undersogelse af sammenhangen mellem
spanding, stremstyrke og modstand (Ohms lov) i fysikundervis-
ningen; at der er problemer med at anvende forskellige reprasenta-
tionsformer for simple funktioner; at eleverne har vanskeligt ved fa
mening med begreber, der bygger oven pa funktionsbegrebet, f.eks.
differentialkvotient, den afledte funktion, stamfunktion og
differentialligning (Undervisningsministeriet, 1994&95). I de seneste
ars offentlige debat om matematikundervisningen i Danmark er
siddanne forstaelsesvanskeligheder fra gymnasiets side ofte blevet
forklaret med henvisning til, at eleverne i folkeskolen ikke har tilegnet
sig de nadvendige fundamentale begrebsdannelser og regneferdig-
heder.
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Hermed leveres "Sorteper” nedad i uddannalsessystemet uden, at
der bliver taget hul pd en didaktisk refleksion over problemernes
karakter og dets mulige drsager. For mig at se er problemerne omkring
funktionsbegrebet et klart eksempel pa, hvordan principielle van-
skeligheder ved tilegnelsen af matematiske begreber viser sig konkret
ved overgangen mellem to skoleformer. En forskningsmassig
undersogelse af problemerne i forbindelse med elevernes tilegnelse
af funktionsbegrebet kan i denne sammenhang méske bidrage til et
mere hensigtsmessigt grundlag for udviklingen af matematik-
undervisningens praksis bade i folkeskolen og gymnasiet.

2. En undersoagelse af 9. klasse elevers begrebsforstaelse.

I efteraret 1995 var jeg vejleder pa et projekt pad den naturviden-
skabelige basisuddanneise ved Roskilde Universitetscenter om
forstielse af centrale begreber og begrebssammenhange omkring
funktionsbegrebet hos eleverne i en 9. klasse 2. Som en del af dette
projekt planlagde og gennemforte projektgruppen en kvalitativ
undersogelse af elevernes forstaelse af begreberne variabel, ligning,
graf og funktion. I denne artikel gér jeg videre og analyserer en
afgrenset del af empirien fra denne undersogelse for dels at
karakterisere nogle vanskeligheder ved tilegnelsen af funktions-
begrebet som et teoretisk matematisk begreb, dels at afdaekke nogle
interessante forhold ved begrebstilegnelsen hos de enkelte elever.

2.1. Undersggelsens metode

Undersogelsen blev udfert i samarbejde med en matematiklerer og
en 9. klasse, der velvilligt stillede sig til rddighed. Som udgangspunkt
for undersogelsen udformede gruppen et opgavesa®t, som alle 22
elever besvarede individuelt i lobet af ca. 17 time ®. Grundlaget for
udformningen af opgaverne var tre forskellige kriterier for kvalitet
ved tilegnelsen af teoretiske begreber, nemlig: (1) Det er en kvalitet
ved tilegnelsen af et teoretisk begreb, at det for den enkelte bliver
indlejret i en kognitiv struktur, der omfatter et ssmmenhangende og
konsistent netvaerk af relationer til andre tidligere tilegnede begreber.
Settet rummer derfor opgaver, der kan udfordre eleverne til at
udtrykke saddanne begrebsmassige sammenhange. (2) Det er en
kvalitet, hvis begrebskonstruktionen er robust eller maske ligefrem
invariant overfor skift mellem forskellige reprasentationformer. En
funktion kan f.eks. vere givet ved en ligning med tilhgrerende
definitionsmangde, en tabel, en graf eller en sammenhang formuleret
i et naturligt sprog. Schwarz & Dreyfus (p. 260 ,1995) fremhaver
netop muligheden for at arbejde med forskellige representa-
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tionsformer som en vigtig kilde til og et afgerende kriterium for
begrebstilegnelsen. Derfor indeholder opgavesattet en raekke
opgaver, hvor eleverne skal arbejde med sammenhange mellem
ligninger, tabeller, grafer og sproglig beskrivelse af forskellige
funktioner. (3) Det er en kvalitet ved begrebsdannelsen, at begreberne
bygger pa/kan bringes i anvendelse 1 forskellige kontekster. Boaler
(1993, p.16) fremhaver, at eleverne i hgj grad inddrager konteksten
i deres forseg pa at f4 mening med en given opgave og at elevernes
anvendelse af matematiske begreber og metoder er sterkt athengig
af deres personlige fortolkning af den kontekst opgaven er formuleret
i. Derfor omfatter s@ttet nogle opgaver, der beskriver forskellige
kontekster, hvor begreberne kan anvendes. Gruppens arbejde med
udformningen af opgavesattet blev stottet dels af litteraturstudier,
dels af diskussioner med l@reren og deres vejleder. Lareren
vurderede, at nasten alle elever i1 klassen havde forudsetninger for
at arbejde med opgaverne i sttet.

Pa baggrund af besvarelserne dannende gruppen sig et forste
indtryk af elevernes forskellige forstaelse af begreber og begrebs-
sammenhange. Elevernes opgavebesvarelse blev herefter brugt som
grundlag for udvelgelse af seks elever til et kvalitativt interview.
Kriterierne for denne udvalgelse var: (1) at besvarelsen rummede
interessante forhold, f.eks. tilsyneladende modsetninger inden for
besvarelsen af enkelte opgaver eller mellem besvarelserne af
opgaverne. (2) at der i besvarelsen var spor af en sammenhangende
eller systematisk forstielse, der ikke er i overensstemmelsen med
den objektive betydning af de matematiske begreber. (3) at
besvarelsen rummede momenter, der var enestdende i forhold til
klassen 1 ovrigt. (4) at gruppen nogenlunde afspejlede den egvrige
klasse med hensyn til andelen af opgaver, der var korrekt besvaret.

P4 baggrund af opgavebesvarelserne lavede gruppen en
interviewguide til hver af de seks udvalgte elever, der skulle
interviewes. Eleverne blev interviewet enkeltvis af to eller tre
studerende under hyggelige omstendigheder (kage og sodavand)
mindre end en uge efter besvarelsen af opgavesattet. De studerende
havde ikke pé forh&nd erfaringer med det kvalitative interview som
metode, men de stottede sig til litteraturen og til meget grundige og
konkrete diskussioner i gruppen forud for interviewundersggelsen.
Interviewene blev bandet og udskrevet til efterfolgende analyse.

Om klassen skal det oplyses, at den af leereren blev vurderet som
en gennemsnits klasse hvad angar interesse for og prastationer i
matematik. Klassen, der brugte Matema (Bollerslev et al., 1976-94)
som lerebog, havde i1 8. og i starten af 9. klasse arbejdet med

Nordisk matematikkdidaktikk nr 1, 1997



Funktionsbegrebet og 9. klasse elevers begrebsforstéelse

funktioner - specielt lineare funktioner, men funktionsbegrebet havde
ikke veeret systematisk behandlet. Undersegelsen blev gennemfort i
oktober méned og klassen skulle arbejde videre med funktioner og
deres anvendelser 1 et par maneder. Undersggelsen kan altsi ikke
bruges til at vurdere elevernes udbytte af undervisningen omkring
funktionsbegrebet. Fokus for undersggelsen og for nervaerende
analyse er netop ogsa elevernes aktuelle lereproces. Om klassens
matematikleerer skal det kort navnes, at han er uddannet med liniefag
i matematik og har mange &rs erfaring med matematikundervisning
pé folkeskolens ®ldste klassetrin.

3. "y=x+5", hvad er meningen?

I dette afsnit vil jeg analysere den lille del af det empiriske materiale
fra undersogelsen, der vedrerer de skriftlige besvarelser, der knytter
sig til nedenstaende opgave fra opgavesattet. Efterfolgende uddybes
analysen af to besvarelser under inddragelse af interviewet med de
pagzldende elever. Opgaven, som var nr. 3 i s@ttet, havde folgende
ordlyd:

y=x+5
Hvad kan du sige om x i forhold til y?

Formuleringen laegger op til, at eleverne skal forsege at give en
sproglig formulering af den sammenhang ligningen beskriver. Det
er ikke tilfaeldigt og det gor formentlig opgaven svearere, at der star
x i forhold til y og ikke omvendt. Hvis eleven ser ligningen som
udtryk for en funktion, bestir opgaven i at give en sproglig beskrivelse
af en funktion. For at kunne lase ligningen som en funktion er det
nedvendigt at opfatte x og y som variable. Der er imidlertid ikke
nogen oplysninger om, hvilken grundmangde x og y skal tilhare. I
denne forstand kan man sige, at opgaven kraver, at eleven selv
foretager en fortolkning. P4 den anden side benytter opgaven en
notationsform, der har en standardfortolkning i skolens matematik-
undervisning. Ogsé den sproglige formulering af spergsmalet krever,
at eleven foretager en fortolkning. Er der tale om sammenhgrende
x- og y-vardier, der opfylder ligningen? og hvad skal man forsta
ved x i forhold til y?

20 elever svarede pa denne opgave. Analysen af disse har afdekket
fire 4 kategorier af forskellige besvarelser. I det folgende er de fire
kategorier beskrevet og fyldigt illustreret med gengivelse af
karakteristiske besvarelser.
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Type (a): Besvarelser, der angiver at x er (5) mindre end y.
Denne kategori, der omfatter seks besvarelser, indeholder det
matematisk set oplagte svar pa spergsmalet, men ogsd i denne kategori
kommer der forskellige aspekter ved elevernes tenkning frem i
besvarelserne.

(D

(2)

3)

X er 5 mindre end y.

En oplagt svarmulighed. Svaret gives i en sproglig formulering, der
svarer ngje til spergsmélets formulering. x stér sdledes forst i begge
setninger. Det fremgdr ikke af svaret om, eleven tznker pd x og y
som variable eller som bestemte ikke kendte tal.

y er altid 5 sterre end x.

Set i forhold til spergsmalets formulering er der i dette svar byttet
om pa x og y. Brugen af ordet "altid" antyder, at eleven opfatter x
og y som variable.

x er mindre end y, den er 5 mindre end y.

Besvarelsen tyder p4, at eleven forst laser den mening ind i ligningen,
at x er mindre end y, fordi der i ligningen bliver lagt noget til x. [
anden omgang konstaterer eleven, at dette noget er 5, hvorfor x ma
vaere 5 mindre end y.

Type (b): Besvarelser, der fortolker ligningen uden at svare pa
sporgsmalet.

Denne kategori deekker over fire besvarelser, der er meget forskellige
og som derfor alle er gengivet.

“

)

Jeg gérud fra at x egentlig bare er en del af y som jo er resultatet.

En interessant sproglig formulering, der tyder pa at eleven laser
mening ind i ligningen ved at fortolke den som et regnestykke. Eleven
teenker muligvis pa x og y som positive hele tal. Fortolkningen har
i hvert fald sine begrensninger, -2 kan vanskeligt opfattes som en
del af 3. Svaret tyder ikke pa, at eleven opfatter x og y som variable,
En mulighed er dog, at formuleringen af sporgsmalet har forledt
eleven til at finde pa en original fortolkning, der kunne formuleres

sprogligt.

Hvis y=2 og x=2 bliver y=7, da x+5 (2+5=7).
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Eleven prover at fi mening med ligningen og spergsmélet ved at
valge en talvaerdi til y. At x fir den samme verdi er nappe tilfeeldigt.
En mulig fortolkning er, at eleven l®ser ligningen som y=x (+5).
Sédan at udgangspunktet er y=x, hvorefter der bliver lagt 5 til x,
men lighedstegnet gelder stadigvaek, sa derfor bliver y=7. Derfor
oplever eleven heller ingen modstrid mellem antagelsen y=2 og
resultatet y=7. En sidan opfattelse kan muligvis understottes af
erfaringer med brug af lommeregner. Nar man bruger en
lommeregner kan "=" opleves som en operator - der udferes jo en
operation, nir man trykker pa "="-tasten. Det forhold, at eleven
ikke svarer pa spergsmalet, kan maske tolkes som en gryende
erkendelse af modstriden i svaret - er x og y lige store eller er y 5
storre?

(6) y=x+5=en graf
I stedet for bogstavet y, ma jeg selv satte et tal ind hvorefter
jeg sd kan beregne x.
y 2 4 6  <-vardier jeg selv har valgt
x+5 7 9 11 <-regnet ud, ud fra y vaerdier sat ind.

Eleven svarer ikke direkte pa spergsmaélet, men fortolker i stedet
ligningen. Dette kan ses som elevens forsgg pa at f4 mening med
opgaven. Ligninger af typen y=x+5 plejer at optrade 1 opgaver,
hvor man skal tegne grafen for den tilherende funktion og dette
gores ved at lave et sildeben (en tabel) over sammenherende x- og
y-vardier, der kan afsattes som punkter pa grafen. Det er muligvis
derfor eleven laver et sildeben. Eleven opfatter helt klart x og y som
variable og kan altsa fortolke ligningen som en forskrift for en
funktion, der har en graf eller som for eleven méaske er en graf. Det
er interessant, at eleven &benbart ogsd ved, at denne fortolkning
kreever, at man velger en uafthengig variabel, hvis variation man
selv kan/skal bestemme. Eleven valger y som uathangig variabel -
maske udtryk for, at eleven har erkendt, at der faktisk er frit valg -
men kan ikke fastholde dette valg ved beregningen af funktions-
tabellen, hvor det er x, der er uathangig variabel, selvom der star y
1 tabellen.

(7) x ogy er to tal vi ikke kender dog er de ikke det samme,
bade x og y kan vare bade positive og negative tal.

Her giver eleven en fortolkning af to af de symbolerne, der indgér i
ligningen, nemlig x og y. Disse fortolkes som varende to forskellige
bestemte, men ikke kendte tal. Besvarelsen tyder ikke p4, at eleven
fortolker x og y som variable. Bemarkningen "dog er de ikke det
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samme" tolker jeg pa den made, at ligningen giver en vis mening
for eleven.

Type (c): Besvarelser, der angiver at x er 5 sterre end y.
Kategorien omfatter 7 besvarelser. Jeg har fundet disse besvarelser
meget interessante, bl.a. fordi de ofte - set ud fra et matematisk
synspunkt - rummer selvmodsigelser. Netop dette forhold ger dem
imidlertid ogsa vanskelige at analysere. Jeg understreger derfor, at
de folgende analyser er udtryk for, hvad jeg anser for at vare de
mest sandsynlige fortolkninger af elevernes besvarelser.

(8

9

X er altid 5 storre end y.
Hvis man tegner en graf vil linien ga igennem +5.

Umiddelbart kunne man tro, at der her er tale om, at eleven blot er
kommet til at bytte om pa x og y i svars@tningen. Det viser sig
imidlertid, at et svar af denne type er det hyppigst foreckommende,
hvilket efter min opfattelse krever en anden fortolkning. En
mulighed er, at eleven opfatter x+5 som udtryk for at x vokser med
5. Denne fortolkning uddybes i en nermere analyse af interviewet
med denne elev i afsnit 5.1. At altid indgar i svarsztningen kan
tages som udtryk for, at eleven opfatter x og y som variable, der kan
have mange forskellige vardier. Den sidste setning viser, at eleven
forbinder begrebet graf med ligningen. Det tyder p4, at eleven kan
lese ligningen som forskrift for en funktion. Eleven ved, at grafen
for denne funktion er en linie og at "+5" har betydning for liniens
beliggenhed i et koordinatsystem. Udtrykket "ga igennem +5" er
dog noget upraecis, maske har eleven blot glemt at skrive "pa y-
aksen". Hvis det er tilfeldet, kan der siges at bestd en modstrid
mellem den sproglige formulering af ligningen og den grafiske
repraesentation af ligningen, som eleven abenbart kan forestille sig.

X 0 1 2
y 5 6 7
x er altid 5 storre end y.

Svarsatningen er identisk med den foregaende. Eleven har lavet en
korrekt tabel over sammenhgrende x og y vaerdier. Ogsa her anvendes
standardteknikken ved tegning af grafen for en funktion. Det
interessante er, at eleven ikke opdager modstriden mellem tabellen
og den sproglig formulering. En mulig tolkning er, at det er elevens
personlige mening med ligningen, der er udtrykt i den sproglige
formulering og at denne opleves som varende af en anden ikke-
matematisk karakter. Derfor sammenlignes svarsatningen ikke med
det tabellen udtrykker. I afsnit 5.2 bliver besvarelsen narmere
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analyseret under inddragelse af interviewet med den pageldende
elev.

(10) x er altid 5 et eller andet hejere, storre eller flere end y.
Eller x er altid = y+5

Her har vi igen en elev, der opfatter x som sterst, formentlig fordi
eleven opfatter ligningen, som om det er x der gges med 5.
Formuleringen af den forste s@tning tyder pé, at en variabel for
eleven ngdvendigvis ma have en enhed - ganske vist en almen enhed.
Dette opfatter jeg som et interessant trin i denne elevs tilegnelse af
variabelbegrebet. Det mest bemarkelsesvardige er dog den sidste
setning, som jeg opfatter som elevens egen fortolkning af svaret.
Her skriver eleven nasten ligningen x=y+5, men dette opleves
abenbart ikke som vaerende i modstrid med ligningen y=x+5. Ogsa
inden for elevens forstaelsesramme er der tilsyneladende en modstrid
i svaret. Ligningen x=y+5 skulle jo give anledning til det modsatte
svar jf. den fortolkning af y=x+5, der forte eleven til at formulere
den forste svarsatning. Men der er ingen spor af oplevet konflikt i
elevens svar - maske bort set fra, at der netop ikke star x=y+5.

(1 y 0 1 2 3 4 5
x 5 6 7 8 9 10
x er hele tiden 5 starre end y. x kender man, men y skal man
regne ud hvad er.

En mulig fortolkning af denne besvarelse er, at eleven ved en fejl
har byttet om pa x og y symbolerne i tabellen og derefter har kopieret
denne fejl i den sproglige beskrivelse af tabellen. En anden mulighed
er, at den sidste s@tning er gengivelse af noget lareren har sagt tit
og ofte, men som ingen mening har for eleven. Hvis det er tilfeldet
kan ogsa denne besvarelse forklares ved, at eleven opfatter ligningen
som y=x hvorefter x bliver foreget med 5.

(12) x 1 2 3 4 5 6. 12
y 6 7 8 9 10 11.. 17
x vil veere 5 starre end y (1+5=6). Felles! Mellem 5 og 7 =2
Mellem 10 og 12=2 Mellem 7 og 10=3 Mellem 12 og 15=3.

Denne elev har lavet en korrekt tabel over sammenherende x- og y-
verdier, der opfylder ligningen. I tilsyneladende dbenlys modstrid
med denne tabel konkluderer eleven, at x vil vare 5 storre y. En
mulig fortolkning kan vare, at eleven mener, at eftersom man skal
legge 5 til tallene i den overste raekke for at fa den nederste raekke,
ma man gd 5 pladser lengere frem i x-r&kken for at finde en x-
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verdi, der er ligesa stor som en given y-verdi. Den sidste s@tning i
besvarelsen kan jeg ikke fa nogen mening ud af.

(13) x vil altid vere 5 tal hgjere end y

Analyse af besvarelsen (13) bringer ikke afgerende nye momenter
frem for denne type besvarelser. Men for at fremdrage yderligere en
facet af de mulige forstaelsesformer, der kan ligge bag type (¢)
besvarelserne vil jeg n@vne, at besvarelse (13) kan bygge pa en
forestilling om, at y og x repraesentere hver sin side af ligningen.
Néar man ger balancen mellem x og y siden af ligningen op, kan
man se, at der star +5 pé x's side af lighedstegnet. Altsa er x-siden 5
storre end y-siden.

Type (D): Besvarelser, der hverken fortolker ligningen eller
svarer pa spergsmalet

Denne kategori daekker over tre besvarelser. Sammen med to blanke
besvarelser er de et udtryk for at 5 ud af 22 elever ikke er i stand til
at danne sig en mening med opgaven, som de kan udtrykke i et
skriftlig svar. Dette kan have mange meget forskellige arsager og
kan ikke analyseres yderligere pa det foreliggende grundlag.

(14) x kan blive til 5x og det kan y ikke, fordi der er "lig med"
imellem.

(15) Aner det virkeligt ikke!!! For man ved jo ikke hvad x er men
heller ikke y!

4. Samlet analyse af besvarelserne.

Overordnet er analysen af besvarelserne en dokumentation af, at
eleverne ikke nedvendigvis bruger eller udvikler en forstaelse af de
matematiske begreber, der indgar i deres aktiviteter, som er i
overensstemmelse med begrebernes objektiverede matematiske
betydning. Elevernes aktiviteter far forst og fremmest mening gennem
elevernes individuelle mentale modeller af de indgdende matematiske
begreber og fra elevernes fortolkning af situationen i gvrigt (Tall,
1992, p. 496). De store forskelle i elevernes besvarelser tyder p4, at
sddanne individuelle mentale modeller udvikles under kraftig
pavirkning af en forforstaelse og erfaringsdannelse, der ligger forud
for den aktuelle matematikundervisning.

Foruden de store individuelle forskelle er det meget interessant, at
besvarelserne fra 7 ud af 22 elever indeholder et udsagn, om at x er
S sterre end y.
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For det forste viser resultaterne, at det abenbart er kognitivt
vanskeligt for mange elever, at lse ligningen som en fastlaggelse
af en storrelsesrelation mellem to variable storrelser og at give denne
sterrelsesrelation en sproglig formulering. P4 linie hermed anforer
MacGregor & Stacey (1993, s.229) folgende som en af konklu-
sionerne pad en undersggelse af, hvilke mentale modeller der ligge
bag elevernes formulering af simple linezre ligninger.

Students should be made aware that some relationships (such as “eight
more than”) are easy to express in natural language and easy to
comprehend but must be paraphrased, reorganized, or reinterpreted
before they can be expressed mathematically.

De fleste af type (c) besvarelserne indeholder en eller anden form
for logisk selvmodsigelse. Forstiet p&4 den mdde, at eleverne tolker
symbolerne og deres egne handlinger med disse symboler pa en
modsatningsfyldt méde i deres besvarelse. Det er velkendt, at der i
leereprocessen hos den enkelte elev kan bestd modsatningsfyldte
fortolkninger af egne handlinger og erfaringer. Sddanne mod-
setninger skaber imidlertid ikke nedvendigvis kognitive konflikter
hos eleven. David Tall har i flere arbejder beskaftiget sig med dette
forhold og har indfert begrebet concept image til beskrivelsen af
bade den enkelte elevs begrebsbillede, der udvikles gennem
leereprocessen og af det totale billede af begrebet:

We shall use the term concept image to describe the total cognitive
structure that is associated with the concept, which includes all the
mental pictures and associated properties and processes ... As the
concept image develops it need not be coherent at all times ... We will
refer to the portion of the concept image which is activated at a particular
time the evoked concept image. At different times, seemingly conflicting
images may be evoked. Only when conflicting aspects are evoked
simultaneously need there be any actual sense of conflict or confusion.
(Tall & Vinner, 1981, p. 152)

Besvarelse 10 er en klar illustration af dette forhold. Eleven giver en
sproglig fortolkning af ligningen y=x+5 "x er altid 5 et eller andet
hajere..." og denne fortolkning giver eleven en symbolsk fremstilling
"x er altid = y+5", men eleven oplever tilsyneladende ingen kognitiv
konflikt. Elevens aktive begrebsbillede omfatter fortolkning af y=x+5
som forskrift for en operation, der skal udferes pé et tal x for at opné
et andet tal y, men ikke en fortolkning af y=x+5 som en ligning, der
kun er opfyldt for visse par af verdier af de to variable x og y.
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Det forhold, at der hos den enkelte elev, kan besta ikke erkendte
modsatninger i begrebstilegnelsen, ser ud til at vare et grundvilkar
for tilegnelsen af matematiske begreber. Tilegnelsen af matematiske
begreber, der er indlejret i et netvaerk af relationer til andre
matematiske begreber, krever at den lerende under tilegnelses-
processen lobende tilpasser og @ndrer allerede etablerede kognitive
sammenh&nge. Sddanne lereprocesser er imidlertid ofte sé
intellektuelt og psykologisk kra&vende, at den kognitive konstruktion
af nye begrebssammenhange kun foregar delvist og med store
tidsmassige forsinkelser.

Der er svert didaktisk, at imedegéd disse erkendelsesteoretiske
vanskeligheder ved tilegnelsen af matematik. P4 den ene side
fremtreeder matematiske begreber ofte i symbolske reprasentatio-
ner, der foregiver at have en eksakt objektiveret matematisk
betydning. Pa den anden side far matematiske begreber kun mening
for den enkelte gennem begrebernes konkrete anvendelser i
forskellige sammenhznge og gennem deres konkrete relationer til
andre begreber. Tilegnelsen af matematiske begreber er baseret pa
leereprocesser, der er forankret til konkrete kontekster. Sddanne
personlige og sociale meningstilskrivninger spiller i @vrigt ogsé en
vigtig rolle for objektiveringen og spredningen af nye matematiske
begreber i en forskningsmassig sammenhang. Begrebernes
symbolske reprasentation, der ofte savner en tilherende sproglig-
gorelse berer imidlertid ikke denne kontekstbundethed med sig. 1
en lereproces vil symbolerne for den lerende derfor ofte henvise til
andre konkrete erfaringer med de pagaeldende symboler og ikke til
objektive betydninger af de bagved liggende begreber. Manglende
erkendelse af dette forhold kan fore til den didaktiske fejislutning, at
det er de matematiske begreber og deres objektive betydninger,
eleverne arbejder med i de aktiviteter, der tilbydes i undervisningen.

I overensstemmelse hermed har flere undersagelser vist, at elever
i hej grad knytter deres erfaring og efterfolgende begrebsdannelse
til den kontekst de arbejder i - herunder de reprasentationer og
konkrete funktioner, der indgér i deres virksomhed (Vinner &
Dreyfus, 1989). Dette betyder bl.a., at begrebstilegnelse ikke kan
bedommes alene ud fra hvilke fardigheder eleverne behersker i
bestemte standard opgavekontekster.

Den aktuelle undersogelse rummer en meget klar dokumentation
af, at dette i hvert fald gelder de syv elever, der havde type (c)
besvarelser. Seks af disse elever besvarede senere 1 opgavesattet del
A 1 folgende opgave 8 helt korrekt:
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Tegn graferne for de funktioner, der er givet ved:
A) y=2x+3
B) x=4y+8

Den sidste af de syv besvarede ikke denne opgave, men besvarede
folgende opgave 2 korrekt:

Tegn grafen for den funktion, der er givet ved ligningen
28y - x =26y + 3x,

Dette viser meget klart, at beherskelsen af den ferdighed at kunne
tegne en ret linie ud fra en funktionsforskrift givet ved en ligning
ikke nedvendigvis bygger pd en matematisk sund forstaelse af
begreberne variabel, ligning og funktion. Som en konsekvens heraf
kan man tvivle pa, om trening af instrumentale faerdigheder til
beregning af og tegning af grafer for funktioner er en hensigtsmaessig
aktivitet for de formentlig mange elever i 8. og 9. klasse, for hvem
disse matematiske begreber stadig er meget uklare. Sddanne
aktiviteter tenkes ofte at tilgodese de svage elever, men i realiteten
er der risiko for at de bidrager til fasthold en svag begrebsforstaelse.
Hvis matematikundervisningen skal stotte elevernes begrebstilegnelse
er det efter min opfattelse vigtigt, at der legges vagt pa aktiviteter,
hvor eleverne har mulighed for gradvist at skabe mening med
symbolske og grafiske reprasentationer ved at bruge dem i konkrete
problemsituationer. Og at elevernes erfaringer fra sdidanne aktiviteter
bearbejdes systematisk med henblik pé at tydeliggere relationerne
til de matematiske begreber.

I overensstemmelse hermed resumerer Tall (1992, p. 501)
resultaterne af sin forskning vedrerende funktionsbegrebet pé
folgende méde:

The idea of function as a process may prove to be a suitable cognitive
root for the formal concept, but along the line of cognitive development
there are obstacles to be overcome, including the encapsulation of the
process as a single concept and the relating of this concept to its many
and varied alternative representations. It remains a large and complex
schema of ideas requiring a broad range of experience to grasp in any
generality.

5. Elevernes individuelle mentale modeller

I dette afsnit vil jeg n@rmere analysere to elevers begrebsforstielse
som den fremtraeder i deres opgavebesvarelser og i de efterfalgende
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interviews. Det drejer sig om eleverne med henholdsvis besvarelse
nummer 8 og 9.

5.1 Uddrag og analyse af interview med elev nr. 8
Den skriftlige besvarelse:

x er altid 5 storre end y.

Hvis man tegner en graf vil linien g igennem +5.

(1) Spl: ..Du skriver "x er altid 5 storre end y". Er det x der er

)

3)

4

&)

(6)

(M

®

Elev:

Spl:
Elev:

Elev:
Spl:
Elev:

Sp2:
Elev:

Spl:
Elev:

Spl:
Elev:

storre end y, eller er det det her, der er storre end y?
(peger pé x+5). Hvad tenkte du da du skrev det her?
Det her produkt er 5 sterre end y (peger pd x+5), men
det er det jo ikke. Man kan godt flytte S'eren over pé den
anden side, kom jeg til at tenke pa ... men sa ville det jo
ikke vare nogen linie mere - eller den samme linie.
Hvorfor ikke?

Hvis du tegner en linie ud fra den her (y=x+5), sé vil den
skere 1 5 pd x-aksen, men hvis man flytter 5 herover
(x=y-5), s& vil den skere i 5 pa y-aksen. Da jeg skrev det
der (besvarelsen af opgave 3), s mente jeg, at hvis man
tegner en streg, s& vil 1 g op til 5 og 2 vil gd op til 15
osv. osv., ndr man har et tal, s& skal man altid legge 5 til.

: Skal vi lige prove at fokusere pa det her? Hvis du siger

det er det her, der er 5 storre ikke? (peger pa x+5). Hvad
hvis vi ser pd x og y og kun de to ting?

Der er det det samme. Hvis x er 1, s er y ogsé 1
Hvordan kan du se det?

Det kan jeg, fordi der star kun en vaerdi pa hver side og
det er jo variable begge to og de skal jo vare lige store.
Hvis man satter den ene vaerdi til noget f.eks. 5, sa skal
den anden ogsé vere det.

Hvad betyder sa det 5-tal, der stér her (peger pa y=x+5)?
Hvis vi nu siger, at y er 1, sé er x ogsd 1 og sa legger
man sé 5 til x.

Ja. Det du mener er: Hvis der ikke star "+5", sa skal x og
y vare lige store, ikke?

Ja.

Okay. Nu stdr der "+5". Hvad kan du sa sige om dem?
Sa skal... som jeg har skrevet: x'erne skal vere 5 starre
endy.

: Hvis du skal tegne den, kan du sé forestille dig, hvordan

grafen ville komme til at se ud?
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Elev: Ja, det ville bare vare en linie, der ville gé igennem 5 pa
x-aksen.

(9) Sp3: Okay. Tror du, at du ville kunne beskrive, hvad x var
ved hjelp af de to andre -ikke ved at sette tal ind, men
udtrykke x?

Elev: Hvis man tog 5-tallet vaek, eller skal det stadigvaek veaere
der?

(10) Sp3: De skal alle tre stadigvaek vare der. Tror du, at du kunne
udtrykke x ved hjzlp af de to andre? Her er y udtrykt
(peger pa y=x+5).

Elev: Det tror jeg. Jeg kunne flytte 5-tallet over, og sa ville
x'et pludseligt veere 5 mindre end y. Hvis det er det I
mener?

(11) Sp2: Ja.Her kan man regne ud, hvad y det er (peger pa y=x+5).
Hvad sa hvis man havde y og skulle regne x ud?

Elev: Hvis der nu stod y+5=x ikke? Er det det, I mener?

(12) Spl: Jegville mene..., hvis der stod x er lig med et eller andet,
ikke. Der siger du: sd vil x pludselig veere mindre end y
og nu er det storre end?

Elev: Mmmbh (tenkepause) - ja!

(13) Spl: Det vil sige, at det ikke er ligegyldigt, om man flytter
rundt pa tingene? Eller hvad? M4 man gerne flytte rundt
pé en ligning? Vil det si endre...

Elev: Nu kom jeg lige pludselig til at teenke p4, at det... x ville
jo vare storst lige meget hvad, for hvis man nu flyttede
5 tallet over, sa ville der sté -5 (skriver x=y-5).
(14) Spl: Ja?
Elev: Sa x ville egentlig vare storst hele tiden.

Allerede 1 det forste svar udtrykker eleven en interessant personlig
forestilling. Eleven er &benbart helt klar over, at en forste grads ligning
af formen y=x+b giver anledning til en ret linie. Samtidig mener
eleven, at gyldige algebraiske manipulationer med ligningen vil
forandre den tilhgrende linie. Svar (2) understotter denne fortolkning
og viser samtidig, at eleven har en klar, men forkert opfattelse af
betydningen af ligningens sidste led "+5" for liniens beliggenhed.
Spergsmal (3)-(6) med tilherende svar abner for to alternative
fortolkninger. Enten opfatter eleven spergsmal (3) pa den méade, at
det nu drejer sig om ligningen y=x. Det er denne fortolkning
intervieweren giver udtryk for i spergsmaél (6). Eller ogsd mener
eleven, at de to variable x og y i ligningen y=x+5 faktisk skal have
samme veardi. I lyset af svar (5) er denne fortolkning bestemt ogsé
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mulige. To andre steder i interviewet - i tilknytning til andre opgaver
-giver denne elev faktisk udtryk for samme opfattelse. Man kan
forestille sig, at en siddan opfattelse kan udvikles som en overge-
neralisering af hovedreglen fra de mange ars arbejde med
ligningslesning i matematikundervisningen nemlig: Man skal altid
gore det samme pd begge sider af lighedstegnet.

Det mest interessante 1 denne sammenh&ng er dog, at en sddan
opfattelse kan vare til stede hos den enkelte elev samtidig med, at
eleven behersker en faerdighed, der gor det muligt at tegne en linie,
der er givet ved en ligning, jf. opgave 8, side 13. En mulig forklaring
er, at nogle elever ensidigt fortolker udtrykket y=x+5 som forskrift
for en funktion(smaskine), der eendrer de tal man putter ind, i dette
tilfeelde foreger dem med 5. x er det tal man putter ind og som
forandres af maskinen og efter forandringen kaldes resultatet ogsé
y. I denne fortolkning er det naturligt at lade x og y have samme
startveerdi - de er jo sa at sige lige ubekendte til at starte med og de er
jo ogsd ens, nar de kommer ud af funktionsmaskinen. Denne
fortolkning styrkes af elevens besvarelse af en anden opgave fra
opgavesattet. Opgaven lod sddan:

Opgd: x 1 2 5 7 10
y 4 5 8 10 13

Hvad kan du sige om x-vardierne 1 forhold til y-vardierne?

Svar: y-vardierne er 3 storre end x-vardierne.
Fx. kunne ligningen vare x=y+3

Dette svar er helt i overensstemmelse med den forstielse eleven
udtrykker 1 interviewet. Analogien mellem en maskine som en
indretning, der forarbejder de rdvarer man putter i den, og en funktion
kan give anledning til den forkerte opfattelse, at funktionen forandrer
vardien af den uathangige variabel. Som tidligere navnt kan en
udstrakt brug af lommeregner til for eksempel beregning af
funktionstabeller ogsé teenkes at pavirke elevernes forstaelse i retning
af at fokusere pa denregneproces, der skal gennemfores for at beregne
funktionsvaerdien for en given vardi af den uafthangige variabel.
Om det er sddanne forhold, der gor sig galdende for den aktuelle
elev, kan jeg naturligvis ikke udtale mig om pé det foreliggende
grundlag. Men en kraftig fokusering pa de operationelle aspekter af
funktionsbegrebet rummer i hvert fald en fare for, at elevernes
forstaelse af en funktion som et objekt, der kan gores til genstand for
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forskellige former for matematiske undersegelser, ikke udfordres
og udvikles tilstrakkeligt.

Netop dette aspekt - at kondensere et matematisk objekt ud af en
operationel viden - af begrebstilegnelse har Sfard (1991) behandlet
indgaende. Hun argumenterer for, at de operationelle aspekter af
matematiske begreber ganske vist bade historisk og i tilegnelsespro-
cessen ofte géar forud for de strukturelle aspekter. Men hun
understreger samtidig, at det sidste skridt i begrebstilegnelses-
processen, hvor de matematiske objekter og deres strukturelle aspekter
kommer i fokus, er helt nadvendig for tilegnelsen af matematik. Hun
kalder denne proces for reification (Sfard, 1991, s.18). For mig at se
er n@rvarende analyse af elevernes forstdelse af funktionsbegrebet
en klar understregning af behovet for eget opmearksomhed pa dette
aspekt af matematiktilegnelse.

Lad os vende tilbage til interviewet ved spergsmal (9). Her sigter
intervieweren pa at udfordre elevens skriftlige svar pa den oprindelige
opgave. I svar (10) fastholder eleven imidlertid forestillingen om, at
algebraiske manipulationer med ligningen har betydning for hvilke
par af x- og y-veerdier, der passer i ligningen. Og det er forst gennem
dialogen omkring spergsmal (11)-(14), at eleven erkender
selvmodsigelsen i denne forestilling. Som konklusion nér eleven frem
til, at x er storst, uanset hvordan ligningen skrives. Interviewet gr
desvearre ikke lengere i forbindelse med denne opgave.

Det principielt interessante ved denne elev er det forhold, at eleven
péd den ene side er i stand til at lgse standardopgaver vedrerende
tegning af rette linier og p& den anden side har grundlaeggende forkerte
opfattelser af centrale begreber, der oven i kobet viser sig at vaere
sammenhangende og modstandskraftige overfor den udfordring, det
er at formulere sig i et interview. Eleven oplever tilsyneladende pa
intet tidspunkt af interviewet tvivl om rigtigheden af det oprindelige
skriftlige svar.

Det er efter min opfattelse en vigtig didaktisk pointe, at der er stor
risiko for, at arbejdet med standardopgaver vedrerende den rette linies
ligning vil veere meningslest for denne elev, fordi det ikke vil udfordre
elevens begrebsforstéelse. | en matematikundervisning med megen
vaegt pad opgaveregning er det langt fra givet, at lereren opdager
sddanne begrebsmassige problemer og selvom lareren bliver
opmerksom pa enkelte elevers problemer, krever det betydeligt
fagligt, didaktisk og paedagogisk overskud at udfordre den enkelte
elevs begrebsforstaelse pa en relevant made. En mulighed kunne
f.eks. vaere at bede eleven afmarke de punkter i et koordinatsystem,
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hvor y-koordinaten er 2 sterre end x-koordinaten og efterfalgende
udfordre eleven til at udtrykke denne sammenhang i en ligning

(y-x=2).

5.2 Uddrag og analyse af interview med elev nr. 9
Den skriftlige besvarelse:

x0 1 2
y5 6 7
x er altid 5 sterre end y.

(1) Spl: Opgave 3. Prov at skrive en ligning op, der hedder:
y=7+x. (Eleven skriver ligningen.) Og sa sporger jeg
ligesom i opgave 3: Hvad kan du sige om x i forhold til
y?

Elev: x er 7 storre end y

(2) Spl: Iopgaven siger du ogsa, at x er 5 storre end y. Hvordan
kommer du frem til det?

Elev: Fordi der star +5 pé hajre siden, der star ikke -3 bagefter,
eller sddan noget, s& den ma vere 5 starre.

(3) Spl: Hvis nu der havde stéet -5 1 stedet for, hvad si?

Elev: S4 ville den vaere 5 mindre.
(4) Spl: OK, kan x vaere alt muligt her?
Elev: Ja fordi vi ved ikke, hvad y er.
(5) Spl: Kan du beskrive, hvad x er? Skriv det eller sig det?
Elev: Hvis man legger x+5 sammen sa giver det y.......nej, y
er S storre end x, hvis man regner det ud, fordi 2+5=7,
hvis x er lig 2, plus 5, det er 7.

Ogsa her er der altsé tale om en elev, der har svaret, at x er 5 storre
end y (type c). Stillet overfor en ny opgave af helt samme form
(y=7+x) fastholder eleven, at det er x der er storst. Af svar (2) fremgar
det for mig at se, hvilken fortolkning af ligningerne, der ligger til
grund for elevens svar. Efter helt samme model som vi s hos den
foregdende elev, fortolkes ligningen som en funktionsmaskine, der
oger x'ernes vaerdi med henholdsvis 5 og 7 i de to ligninger. Derfor
ma x vare sterre end y. Svar (3) viser at denne fortolkning fastholdes,
hvis der traekkes et tal fra x pa hgjre side af ligningen.

Svar (4) antyder, at eleven har en klar opfattelse af, at der er en
athengighed mellem x og y. Dette udnyttes i spergsmal (5) til at
eftersporge et udtryk for x. Eleven nér imidlertid ikke at svare pa
dette spoergsmaél, jf. svar (5). Ved genlasningen af ligningen y=x+5
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far den en helt ny mening for eleven, nemlig at x+5 er det samme
som (har samme vardi) y. Herefter kan eleven uden videre fastsla,
at det er y, der er 5 storre end x. Eleven afprover straks den nye
indsigt ved at indsatte 2 for x i ligningen.

Jeg finder to interessante forhold ved dette interview. For det forste
understotter det den fortolkning jeg udviklede til analyse af det
foregdende interview. Og styrker derved grundlaget for at soge efter’
mulige arsager til udvikling af en sddan forstaelse hos eleverne. Jeg
vil pege pa brugen af funktionsmaskiner og den staerke vaegt der
laegges pa procesaspektet ved beregning af funktionsvardier i skolens
matematikundervisning som en mulig &rsag. Men det skal
understreges, at formalet med denne artikel er at afdekke nogle
faellestrek ved elevernes forstielse og ikke at sgge deres mulige
arsager. Hertil kreves helt andre undersogelser.

For det andet er interviewet interessant, fordi det viser, hvad der
kan veere en relevant didaktisk udfordring af begrebsforstéelsen hos
en elev. Det der bringer eleven videre er, at eleven leser ligningen
igen med henblik pé at rinde ud af, hvordan x kan isoleres af ligningen.
Elevens lasning accentuerer modsztningen mellem den mening, som
eleven i sin l&sning af ligningen tilskriver "=" og elevens foregiende
svar. Eleven oplever kun en kort kognitiv konflikt. Naesten momentant
kan den nye mening med ligningen bruges til at give et nyt svar pé
den oprindelige opgave. Et svar som eleven oven i kebet selv kan
verificere. Arcavi (1994, p.26) fremhaver netop meningsgivende
leesning af symboludtryk som et vigtigt middel til lering og han
inkluderer en sddan kompetence som et vigtigt element i sit begreb
om symbol sense.

Det er naturligvis ikke muligt at give en opskrift pa, hvordan man
som lerer kan stotte, at sddanne situationer opstadr. Men nogle
nedvendige omstendigheder kan dog anferes. For det forste er det
naturligvis afgerende, at lereren har muligheder for - i form af tid
og faglige og pedagogiske forudsatninger - og interesse i at vinde
indsigt i den enkelte elevs begrebsforstaelse. For det andet mé laereren
ud fra en sidan indsigt kunne udfordre eleverne ud fra klargjorte
faglige intentioner for elevernes lering.

6. Didaktiske konsekvenser

Hvis man anerkender, at lering for den enkelte elev bygger pé
personlig konstruktion af kognitive strukturer, og dermed at laring
har en subjektiv side, sd opstar der et grundleggende dilemma i
undervisningen, nr eleverne skal tilegne sig bestemte objektive -
eller objektiverede - betydninger af et teoretisk begreb. Dilemmaet
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star mellem den personlige subjektive og den faglige objektive side
af leringen (Eriksen , 1993). Betydningen af de teoretiske begreber
og deres indbyrdes sammenhang kan ikke overfores direkte til eleven,
fordi eleven handler og tolker ud fra sin egen forstdelse. Nar det
drejer sig om matematiske begreber med et n#t afindbyrdes relationer,
er det pa den anden side umadeligt naivt at tro, at eleven selv kan
konstruere begreber, der svarer til de faglige objektive begreber.

Efter min opfattelse peger analysen i denne artikel pa, at dette
dilemma star serligt skarpt, nar det drejer sig om komplicerede
teoretiske begreber som variable, ligning og funktion. Analysen har
vist, at der for nogle elever kan vare betydelig afstand mellem pa
den ene side de objektive matematiske begreber, der er malet for
elevernes lering, og pd den anden side de begreber og begrebs-
sammenhange, som eleverne opbygger gennem deres matematiske
aktiviteter. Eleverne kan i matematikundervisningen udvikle effektive
procedurer til losning af de opgaver, de bliver stillet overfor uden, at
deres begrebsforstaelse bliver udfordret. Der er derfor risiko for at
de aktiviteter, der tilbydes 1 skolens og senere i gymnasiets matematik-
undervisning, for mange elevers vedkommende kun i steerkt
begranset omfang vil bidrage til udvikling af deres begrebsforstaelse.
Resultatet kan blive, at begreberne for nogle elever ikke bliver
tilstrekkeligt afklaret til, at de kan bruges til at strukturere deres
erfaringer fra arbejdet i matematikundervisningen eller fra andre
sammenhange eller som fundament for overliggende matematiske
begrebsdannelser.

Som en undervisningsmassig konsekvens af denne analyse vil jeg
pege péd behovet for at styrke to former for dialoger i matematik-
undervisningen. Dels dialoger der med udgangspunkt i den enkelte
elevs forstéelse soger at udfordre begrebsforstaelsen hos den enkelte
med henblik pd at statte tilegnelse af begrebernes objektive
matematiske betydninger. Dels dialoger, hvor lereren ud fra en felles
erfaringsbaggrund seger at udvikle klassens fzlles faglige viden til
at omfatte de centrale betydninger af de matematiske begreber, der
arbejdes med i undervisningen.
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The concept of function and the conceptual under-
standing of Danish 9th graders

Abstract:

The students' difficulties with acquiring the concept of function as a
theoretical concept with a network of relations to other concepts
such as variable, equation and graph are well known both in research
and in the practice of mathematics instruction. In the Danish school
system these difficulties are especially conspicuous in the transition
from mathematics instruction in the "folkeskole" (grade 1.-10.) to
the gymnasium (upper secondary level). This article illuminates these
learning difficulties by means of an investigation of the students
understanding of functions in a 9. grade class. The analysis shows
common features for some of the students understanding, that form
epistemological obstacles for the acquisition of important concept
relations for example between function and equation. Analysis of
two qualitative interviews shows that the students' understanding can
be both coherent and resistant to challenge without being in
consistence with the objective meaning of the mathematical concepts.
Some didactical implications are drawn out.
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Noter:

! Denne vurdering bygger pa en analyse af tre af de mest anvendte
leerebogssystemer, nemlig: Sigma fra forlaget Malling Beck,
Matematiktimen fra forlaget GAD & Grafisk og Matema fra forlaget
Gyldendal. Samt pd egne iagttagelser af matematikundervisningen
pa 8.-9. klassetrin i forbindelse med udviklingsarbejder og skolebesog
inden for de sidste 8 &r.
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2 Projektet blev udfert af syv studerende: Karen T. Andersen, Sidse
Dahlin og Stine M. Hansen, Kirsten G. Laursen, Laila L. Pedersen,
Stine V. Rasmussen og Lars Richter. Rapporten fra projektet:
Forstdelser af Funktionsbegrebet - en kvalitativ undersogelse af en
9.klasse indeholder den fulde empiriske dokumentation. Rapporten
(Andersen et al., 1995) kan lanes pa biblioteket ved Roskilde
Universitetscenter.

3 Eleverne blev orienteret om formalet med undersggelsen af de
studerende en uge inden de fik opgavesattet og det blev understreget,
at besvarelserne kunne vare anonyme og at de ikke ville indgd i
bedemmelsen af elevernes standpunkt. Det blev tilstraebt, at eleverne
ikke folte tidspres under besvarelsen af opgavesattet og de der
enskede det fik mulighed for at arbejde videre med opgaverne i den
efterfolgende matematiktime. Eleverne blev bedt om at kommentere
deres besvarelser s& grundigt som muligt.
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