Modeller for konstruktivistiska
inldrningsaktiviteter och
utvardering

Lenni Haapasalo

Artikelns syfte ar att ge en teoretisk grund fér och presentera resultat fran det s
kallade MODEM-projektet (Modeller for Didaktiska och Empiriska problem i Ma-
tematikundervisningen) vid Jyvdskyld universitet, Projektet har utvecklat och tes-
tat inldrningsmiljéer som ger eleverna mdjlighet att pa ett systematisk satt bygga
upp matematisk kunskap. Sérskilt undersékies olika faser i elevernas begrepps-
bildning och vad som hdnder ndr man konfronterar eleverna med olika former av
matematisk information (verbal, symbolisk, i form av bilder). Resultaten visar, att
elever som undervisats i éverensstdmmelse med projektets modell fér begrepps-
bildning nddde betydligt bétire resultat n elever som undervisats med konven-
tionella metoder i skolan. De olika faserna i inldrningsprocessen visade sig utgé-
ra en anvéndbar ram ocksa fér utvirdering av elevernas prestationer.

Nagra utméirkande drag hos konstruktivismen

Konstruktivismen, i synnerhet den s kallade “radikala konstruktivis-
men” (se t. ex. von Glasersfeld, 1989), vagar ifrdgasitta forekom-
sten av objektiv kunskap. Den mest centrala idén ir att eleven gene-
rerar en personlig bild av verkligheten, en bild som eleven stindigt
bygger ut och nyanserar som ett resultat av sitt vixelspel med om-
givningen. Den konstruktivistiska synen pé inldrning innebir en ra-
dikal brytning med dldre tiders syn pa ldroplaner och undervisning.
Foretradarna for den konstruktivistiska inldrningssynen betonar de
processer som ger eleven ny matematisk kunskap och ifragasitter
matematikundervisning som forsoker formedla ett pa forhand givet
matematikinnehall.

Moderna pedagogiska stromningar i t. ex. England och USA inne-
héller konstruktivistiska element, vilket man kan se av exempelvis
NCTM:s (1989, 1991) nya visioner for skolmatematiken. Det tycks
bli allt vanligare i skolan att man skapar konkreta inldrningssituatio-
ner med hjilp av en f6ljd av problem som i figur 1. Den bakomlig-
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gande tanken &r den, att eleverna skall ldra sig matematik och sam-
tidigt se matematikens betydelse i vardagslivet genom att uppgifterna
relateras till konkreta vardagssituationer. Elevernas uppgift kan vara
att till exempel planera sin egen frukost med hjilp av tillginglig
information om livsmedel, nédringsvirden, vitaminer m.m. (pro-
blem 1). Det dr uppenbart att eleverna kan utveckla sitt matematiska
kunnande ocksé i samband med forsok att 16sa problem av detta slag.
De lér sig procedurer eller metoder for hur man exempelvis berdk-
nar delar av helheter (procedur 1), kanske nagra kidnnetecken for ett
nytt begrepp (t. ex. om brak: begrepp 1) osv. Andra problem (pro-
blem 2-3) kan vara forknippade med procedurer och begrepp av na-
got annat slag (t. ex. decimaltal och procent: begrepp 2-3, med olika
procedurer 2-8).

PROBLEM 1 PROBLEM 2 PROBLEM 3
Begrepp 1 Begrepp 2-3 Begrepp 2-3
Procedur 1 Procedurer 2-5 Procedurer 6-8

Figur 1. En modell for situationsbundna inldrningsmiljoer skapade via en féljd av konkreta problem.

Det dr intressant att fundera 6ver vilken begreppsutveckling de kon-
struktivistiska ansatserna kan leda till. Om filosofin bakom den radi-
kala konstruktivismen accepteras, ansluter man sig ocksa till tanken
att det inte finns nagon objektiv omvirld och att eleven inte kan in-
hiamta objektiv kunskap. Om man ser det hela ur elevens synvinkel,
sd menar de radikala konstruktivisterna att det enda verkliga vetan-
det dr elevens egen tolkning av den situation eleven befinner sig i
och elevens forestillningar om de begrepp som anvénds dér.

I laroplanens malformuleringar kan man knappast ga lingre én till
en ‘vag konstruktivism’. Efter avslutad kurs maste alla elever uppfatta
atminstone de viktigaste matematiska begreppen (till exempel brak)
i viss mén pa samma sitt. Eleverna skall kunna anvinda dessa begrepp
1 sin kommunikation och for att kunna 16sa vanliga vardagsproblem.
Léraren och andra som planerar for elevernas inldrning maste darfor
fran forsta borjan ha som maél att hjalpa dem att konstruera anvénd-
bar och kulturellt livskraftiga kunskaper i anslutning till elevgrupp-
ers social konstruktioner. Det gar inte att utga enbart fran elevens
egna konstruktioner.

Kan den radikala och den vaga konstruktivismen forenas? Fragan
dr svAr att besvara. Annu svarare 4r det att beskriva de sociala pro-
cesser som inverkar pé kunskapsstrukturerna och kunskapens natur.

Nordisk matematikkdidaktikk nr 1, 1995



Modeller fér konstruktivistiska inldrningsaktiviteter och utvérdering

Det skulle kanske vara mera dndamailsenligt att anvinda begrepp
som ‘lokal’ i stillet for ‘radikal’ konstruktivism och ‘global’ hellre
an ‘vag’ konstruktivism. Nér eleverna lir sig rikna med t. ex. brak,
maste man utifrdn den konstruktivistiska handledningsfilosofin
acceptera att de i denna process har individuella (lokala) uppfatt-
ningar och mentala modeller, som de med tiden korrigerar i 6nskad
riktning. Men dessa modeller maste trots allt ha en viss motsvarighet
i allménna forestillningar — historiskt och kulturellt globala — och i
sista hand i matematiska begrepp och definitioner.

I det foljande beskrivs den “’systematiska konstruktivismen”, dvs.
den didaktiska princip som ligger till grund for MODEM-projektet.
Tanken bakom MODEM har varit att ge eleverna mojlighet att
generera matematisk kunskap med hjilp av element bade fran den
radikala och den vaga konstruktivismen. Eftersom matematiken sjalv
ir systematisk, kan den “’systematiska konstruktivismen” ge en kun-
skapsteoretisk grund for planering av inldrningsmiljoer.

Modeller for aktiviteter enligt den “’systematiska
konstruktivismen”

Figur 1 visar en karikatyr av kontextbundna inldrningsmiljoer enligt
en radikalkonstruktivistisk modell. Man kan kritisera en undervis-
ning som ordnas enligt denna modell. Hur skall man till exempel
genom en sadan undervisning kunna garantera att eleven ldr sig mate-
matiska begrepp och kunskapsstrukturer (dvs. begreppsmaéssig kun-
skap) och inte enbart situationsbundna procedurer? Procedurerna
eller det tekniska kunnandet star for algoritmer av olika slag (t.ex.
kalkyler, ekvationslosning osv.), bdde sddana som é&r beroende och
icke beroende av kontexten.

En grundldggande idé bakom den systematiska konstruktivismen
i MODEM-projektet &r att gora atskillnad i undervisningen mellan
begrepp, procedurer och matematiska satser. Dessa tre fOreteelser
har sina egna matematisk-logiska krav. Darfor kréver inldrningen pa
de tre omradena mentala processer av skilda slag, &ven om vissa
allminna probleml6sningsprinciper dr gemensamma och hinsyn alltid
maste tas till inldrnings- och utvecklingspsykologiska aspekter
(figur 2).

Figur 3 illustrerar hur det kan ga till att konstruera matematiska
kunskapsstrukturer inom ramen for MODEM. Det viktigaste ir att
eleven far mojlighet att sjdlv bygga upp sddana strukturer i anslut-
ning till begreppsbildningen. For att sé skall ske, indelas inldrnings-
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processen i faser. I samband med begreppsbildningen har eleven méj-
lighet att tilldigna sig tekniskt kunnande i form av procedurer som
ansluter till begreppet i fraga.

I olika faser av begreppsbildningen gor eleven “lokala konstruk-
tioner”, som kan vara av mycket radikal karaktir (i von Glasersfelds
mening). Det 4r inte n6dvéndigt att liraren korrigerar sadana tanke-
modeller dven om de ar felaktiga. Eleven kan i stéllet forséttas i situa-
tioner som kan ge upphov till kognitiva konflikter som gor att eleven
sjilv korrigerar sina modeller. i andra sidan bor eleven under en
langre inldrningsprocess (som 1 figur 3) ha mojlighet att forma till-
rackligt allméngiltiga “globala konstruktioner”, vilket bland annat
innebir att eleven blir fullt medveten om de behandlade begreppens
centrala innehall.

For att gora en rimlig och tillrdckligt entydig tolkning av ett be-
grepp maste eleven kunna koppla ihop begreppet med representatio-
ner i verbal och symbolisk form och i form av bilder. Sannolikt dr
det av stor betydelse for begreppsbildningen pé vilket sitt eleven
utvecklar de nddvindiga forestéllningarna och andra representatio-
ner som behdvs vid anvidndning av begreppet (se figur 4). Sarskilt
viktiga for begreppsbildningen ér de verbala representationerna. Over-
huvudtaget ser spriket ut att vara av stor betydelse i konstruktivisti-
ska inldrningsmilj6er. Spraket har ju bade en kulturell och en kogni-
tiv kvalitet, som anvinds i néstan allt kunskapsinhdmtande och som
ir en grundldggande forutsittning bade for individens och samhil-
lets utveckling.

De olika faserna i begreppsbildningen och deras didaktiska funk-
tion skulle vara betjdnta av en utforlig presentation. Av utrymmes-
skil begrinsas den foljande framstéllningen till en kort redogorelse
for det viktigaste innehéllet.

L orienteringsfasen (O) tolkar eleven situationen med hjélp av sina
tidigare mentala modeller (figur 4). Eleven utgér ofta frdn mycket
naiva forestédllningar och uppfattningar. Lararens uppgift &r att pla-
nera inldrningsmiljoer, dér eleven far foradla sina tidigare mentala
representationer till méngsidigare tanke- och handlingsmodeller. I
sjdlva verket kan det vara nyttigt att medvetet utsitta eleven for logisk-
kognitiva konflikter, som tvingar eleven att reflektera 6ver begrepps
innebord och att aktivt koppla relevanta attribut (kéinnetecken) till
begreppen ifriga. P4 sé siitt leder orienteringsfasen direkt 6ver till
begreppsdefinitionsfasen (D), dér eleven eller elevgruppen fixerar
de relevanta kénnetecknen for begreppen.
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Figur 3. Uppkomsten av kunskapsstrukturer vid
undervisning i dverensstimmelse med den
systematiska konstruktivismen.
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I identifikationsfasen (I) har eleven mojlighet att identifiera attribut
som dr forbundna med olika uttryck eller representationer for
begreppet. Uppgifterna skall ge eleven mojlighet att véxla inom och
mellan representationsformer: verbal, symbolisk eller bildform (graf).
Identifikationsfasen innehaller sex uppgiftsgrupper och omfattar bade
enkla och svarare uppgifter (se Haapasalo, 1991, s 7;1992a, s 78, 89-
91). Figur 5 forestéller en identifikationsuppgift (IGG; grafisk-gra-
fisk) av enklaste typ och en mera komplicerad (IGS; grafisk-sym-
bolisk).

I produktionsfasen (P) skall eleven producera begreppsattribut
utifran givna attribut, som kan ha samma eller olika form. Uppgifter
av nio slag behovs, (se t. ex. Haapasalo 1991, s 8; 1992b, s 79-80,
91-93) . Figur 6 forestiller en grafisk-grafisk uppgift (PGG) av detta
slag.

1 befistandefasen (F) har eleven mojlighet att befasta och tillimpa
begreppet, skaffa fler attribut och konstruera procedurer (se t. ex.
Haapasalo, 1992a, s 81-87, 94-97; 1992b, s 15-18). Uppgifterna i
denna fas kan ocksé kriva informationsbehandling av mer kompli-
cerad natur (se figur 7).

Empirisk forskning inom MODEM-projektet

Traditionellt har elevers begreppskunskaper testats med hjalp av me-
kaniska rdkneuppgifter. I sammanfattningen av projektets resultat
kommer vi att se, att dessa uppgifter dr osdkra vardemitare pa sada-
na former av kunskaper. Inom ramen for projektet konstruerades ett
test utifrdn den modell 6ver systematisk begreppsbildning som pre-
senterats i det foregdende. Testet gjorde atskillnad mellan identifi-
kations-, produktions- och tillimpningsnivderna i begreppsbildnings-
processen. Samtliga femton uppgiftsvarianter pé identifikations- och
produktionsnivan ingick i testet (Haapasalo, 1991, s 93-97; 1992a,
s 89-97; 1992b, s 90-95).
Har dr nagra exempel pa frdgor som undersoktes:

(i) Vilka uppgifter dr mest tillforlitliga vid métning av begrepps-
kunskaper?

(i) Hur stor betydelse har de olika faserna for begreppsbildningen?

(i) Hur bra har eleverna tillagnat sig begreppen pa olika nivéer
(fran 1 till F)?

(iv) Hur ser sambanden ut mellan de olika nivderna?
(v) Vilken betydelse har olika representationsformer for
begreppsbildningen?
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Figur 5. Exempel pa identifikationsuppgift av enkel (grafisk-grafisk, IGG) och mer komplicerad art
(grafisk-symbolisk, IGS).

| DEM=2.10FIM

“] 1FFR=0.70FIM
- : - Hurménga :
5 A . francar
| o  2DEM?
e .

Figur 6. En grafisk-grafisk produktionsuppgift, PGG. Figur 7. En uppgift for att befiista begrepp.

(vi) Vilka samband finns mellan olika uppgiftstyper?

(vii) Ger studier enligt MODEM biittre resultat &n konventionell
skolundervisning?

(viii) Vilka attityder har eleverna till studier enligt MODEM?

(ix) Vilken beredskap har eleverna for konstruktivistiskt
ordnade aktiviteter och vilken é&r lérarens roll?

(x) Hur stora ir skillnaderna i studieresultat mellan olika
skolor och klasser? Mellan flickor och pojkar?

(xi) Vilka brister finns det i elevernas tinkesitt?

(xii) Finns det ndgot samband mellan elevernas prestationer och
betygen i matematik?
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Forskningsproblemen valdes sé att resultaten skulle bli virdefulla
for det finska laroplansarbetet i matematik. Datainsamlingen genom-
fordes i tre etapper. Avsikten med MODEM 1 (Haapasalo, 1991)
var att méta hur eleverna behérskade de vanligaste grundbegreppen
for linjara funktioner och att f ett matt pa deras formaga att tillimpa
dessai vardagliga situationer. Malgruppen (n = 447) bestod av grund-
skolelever i allmén kurs, mellankurs och fordjupad kurs i arskurs 9*
och av gymnasieelever i arskurs 2. Den viktigaste delen i MODEM
1 var dock en utprovning (n = 268) av ett datorstyrt undervisnings-
program**, som kunde leda eleven genom samtliga faser i begrepps-
bildningsprocessen i varierande ordningsfoljd. Vilken fas som helst
eller vilken uppgiftstyp som helst kunde uteldmnas. Malet var att
undersoka de olika fasernas och uttrycksformernas betydelse for be-
greppsbildningen. [ anslutning till denna utprévning studerades ock-
sa datorns betydelse for inldrningen och elevernas instéillning till in-
larningsmiljoer av detta slag. Samtidigt kunde elevernas beredskap
att arbeta med olika metoder undersokas.

I MODEM 2 (Haapasalo,1992b) undersoktes inldrning av bréak.
Inom ramen f6r experimentet undervisades elever i arskurs 4 i grund-
skolan (n = 55) enligt den systematisk-konstruktivistiska modellen,
medan en kontrollgrupp (n = 94) fick konventionell undervisning.
Problemldsningsprocessen i experimentgruppen undersoktes genom
att undervisningen och arbetssétten observerades i processens olika
faser.

I MODEM 3 (Haapasalo,1993) undersoktes inldrning av decimal-
tal och enhetsbyte i arskurs 5. Experimentgruppen (n = 56) bestod
av samma elever som ett ar tidigare deltagit i MODEM 2. Kontroll-
gruppen omfattade 138 elever i arskurs 5. I det foljande presenteras
forskningsresultaten i sammandrag. Resultaten frén de tre undersok-
ningarna ar nistan identiska.

Inléirning av grundliggande begrepp i anslutning till
linjira funktioner (MODEM 1)

I denna undersokning observerades forst undervisningen i skolan.
Observationerna visade, att storsta delen av aktiviteterna i den kon-
ventionella undervisningen kretsade kring ndgra stereotypa benam-
ningar och symboler (se t. ex. Haapasalo, 1991, s 19-20). Eleverna

*  Numera finns inga nivakurser i grundskolan i Finland.

** Lasare som si onskar, kan bestilla undervisningsprogrammet i friga genom att
siinda tre disketter till forfattaren.
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hade sma mojligheter att skapa kritiska och relevanta attribut till de
anvinda begreppen. Arbetet med de verbala representationerna gick
ofta ut pa att upprepa och lira sig regler utantill. Elevernas arbete
med symboler handlade mest om mekaniska rutiner. Framstéllning i
form av bilder var bristfillig. De larde sig inte heller att relatera de
olika representationsformerna till varandra, utan uppfattade dem som
oberoende av varandra. Oftast stannade de for enskilda kénnetecken
och forstod inte uppgiften i sin helhet. Figur 8 ger exempel pé vanliga
och felaktiga 16sningar som konventionellt undervisade elever visade
upp i sluttesten. I MODEM-gruppen forekom sédana fel i mindre
utstrackning. Resultatet visar, att inte ens trianing med hjilp av ett
stort antal uppgifter av symbolisk karaktir nodvandigtvis leder till
att eleverna beharskar uppgifter av detta slag.

X =-3 ¢«——> y= 3 X
x 2
y=3x Figur 8. Exempel pa felaktiga

losningar i ett sluttest i drskurs 9
och i gymnasiet efter konventionellt
ordnad undervisning.

2y =3x y+3x=0 Uppgiften var att identifiera
ekvationer som representerade
samma linjdra funktion.

Figur 9 visar hur eleverna behirskar begreppet ‘gradient’ pa olika
nivaer i arskurs 9 i grundskolan (tre nivagrupper), i arskurs 2 i gym-
nasiet (tva nivigrupper) och i MODEM-undersokningen. MODEM-
gruppen bestod av elever i arskurs 8 i grundskolan och hade enligt
ett diagnostiskt test inte nagra forkunskaper pa omradet. Gruppen
studerade begreppet under endast tva lektioner som f6ljde det under-
visningsprogram som beskrivits. De 6vriga elevgrupperna hade fatt
konventionell undervisning under flera manader.
MODEM-gruppens resultat var bittre 4n resultaten for eleverna i
allmin kurs i &rskurs 9 och néstan lika bra som mellankursens resul-
tat. MODEM-gruppen var den enda av de testade elevgrupperna som
ovat identifikationsuppgifter. Samtidigt presterade gruppen bittre pa
produktions- och tillimpningsuppgifterna dn pa identifikationsupp-
gifterna. Detta resultat kan tolkas som ett bevis for att identifika-
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tionsfasen dr ett viktigt steg pa vigen mot begreppsforstielse pé ho-
gre kognitiv niva. Nar det giller att g frin symbolisk till symbolisk
form var MODEM-gruppens resultat ocksd mycket battre dn i for-
djupad kurs i &rskurs 9.

Resultaten ger ocksé anledning till andra intressanta iakttagelser.
En observation vi gjorde var att elevernas begreppskunskaper och
formaga att tillimpa sina kunskaper inte utvecklas i takt med den tid
som satsas pa traning av dessa fardigheter i skolan (se t. ex. resulta-
ten for gymnasiet i figur 9).

Inom MODEM-gruppen undersoktes de olika fasernas betydelse
for begreppsbildningen. Denna granskning visade att elever som hade
arbetat forst med produktionsfasen och dérefter med identifikations-
fasen, 16ste produktionsuppgifter betydligt simre 4n elever som ar-
betat i omvind ordning. De f6rras resultat pa tillimpningsuppgifter-
na i testet var ocksa sé@mre, och de tyckte att uppgifterna var svéra
och trakiga. Svarigheterna och den negativa attityden syntes tydligt
under lektionerna. Begreppsbildningen stordes tydligen av att iden-
tifikationsfasen eliminerades eller flyttades fram. Daremot hade det
inte ndgon inverkan pa elevernas prestationer i det kognitiva testet
att produktionsuppgifterna eliminerades helt. Atgirden hade till och
med en positiv effekt pé elevernas attityder till studierna.

Resultatet dr uppseendevickande med tanke pa att de finska lidro-
bockerna inte innehaller nagra identifikationsuppgifter och bara nagra
fa av de nio mojliga typerna av produktionsuppgifter som beskrivits
i det foregdende. Undersokningen avslojar alltsa ménga brister i skol-
undervisningen, i elevernas arbetsrutiner och mentala processer. Elev-
ernas svaga prestationer forklaras delvis av ldroplanen, som kan an-
ses forsvara begreppsbildningen pa grund av att de begreppsattribut
(se figur 4) som ldroplanen tar upp fordelas 6ver olika arskurser, och
dir behandlas 16sryckta fran sitt sammanhang.

Inléirning av brak (MODEM 2)

Efter att ha ldrt sig de naturliga talen kan eleven ha svart att forsta,
att ett tal kan betyda manga olika saker pa en och samma gang: ett
visst antal helheter, en helhet med ett viss antal lika stora delar, ett
visst antal delar av en helhet etc. Det matematiska begreppet ‘brak’
ar forbundet med begreppet ‘delning’, som 1i sin tur 4r kopplat till
procent och procentrékning.

Inom ramen for MODEM 2 var det klart att elevernas begrepps-
bildning skulle kriva lang tid och att det var frdga om en process
som maste planeras med omsorg. Det dr inte mojligt att hir beskriva
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Figur 9. MODEM-gruppens (drskurs 8) resultat efter tva lektioners systematisk-konstruk-
tivistisk undervisning och resultaten i drskurs 9 (tre nivagrupper) i grundskolan och i
drskurs 2 (tvd nivdgrupper) i gymnasiet efter konventionell undervisning. Sifforna anger
medelpoding for de olika uppgiftsgrupperna.

experimentets arbetsplan, men ndgra anmarkningar skall ges som en
introduktion till den f6ljande resultatredovisningen.

Begreppet brak betraktades till att borja med bara som ett objekt-
begrepp, det vill sdga som ett uttryck beskrivet i verbal och symbo-
lisk form och i form av bilder, sida vid sida i 6verensstimmelse med
MODEM-projektets systematisk-konstruktivistiska modell. Orien-
teringen inleddes med verbaliseringar av olika problemsituationer i
vardagslivet. S4 smaningom tillkom uttryck eller representationer i
form av bilder och symboler. Det visade sig att alla elever hade egna
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naiva, men fungerande uppfattningar av brék, ofta i form av verbala
representationer. Eleverna kunde ge egna forslag till definitioner av
brak med siffror, men de uppfattade dnnu inte brdk som ral. De kre-
ativa processer som anvéindes gav goda mojligheter att forverkliga
ett av matematikundervisningens metamal: att klassificera, forma och
presentera egna tankar, definiera etc. (se Haapasalo, 1993b).

Orienterings- och definitionsfaserna tog ett par lektioner i ansprak.
Sedan foljde identifikations- och produktionsfaserna och slutligen
efter cirka 10-15 lektioner befastandefasen. Nu gavs eleverna moj-
lighet att lédra sig begreppet brék som tal och som operativt begrepp
(t. ex. “en tredjedel av en fotboll och en tredjedel av en tennisboll &r
olika mycket”). Jamforelserna var motiverande och gjorde det mdoj-
ligt att planera problemsituationer, dér eleverna konstruerade situa-
tionsbundna rikneoperationer. P4 s sitt gavs eleverna mojlighet att
knyta sina egna mentala representationer till rdkneoperationerna.
Mekaniska riknerutiner forekom nistan inte alls. Trots detta var in-
larningsresultaten Overraskande goda.

Det kognitiva sluttestet inneholl for varje verbal tillimpningsupp-
gift en motsvarande mekanisk uppgift. Experimentgruppen 16ste bade
de mekaniska uppgifterna och tillimpningsuppgifterna betydligt batt-
re dn kontrollgruppen. Inom kontrollgruppen hade testuppgifterna i
mekanisk riakning en mycket lag reliabilitet. I experimentgruppen
ddremot var bade tillimpningsuppgifterna och de mekaniska upp-
gifterna reliabla métt pa elevernas begreppskunnande. I figur 10 har
experiment- och kontroligruppernas resultat jamforts pd& omradena
for tillampad rikning och motsvarande mekanisk aritmetik. Resulta-
ten visar att det inte 4r réttvist att kritisera matematikundervisningen
bara for att eleverna inte kan 16sa tillimpningsuppgifter. Det ser ut
som om eleverna inte skulle ldra sig vare sig matematiska strukturer
eller matematisk tdnkande.

Eleverna i kontrollgruppen behévde passande kontextuella for-
muleringar for att 16sa uppgifterna korrekt. Sa var fallet i synnerhet
vid ridkneoperationer med olikndmniga brik. I experimentgruppen
var situationen omvind. Eleverna i denna grupp l6ste mekaniska upp-
gifter till och med bittre &n motsvarande verbala uppgifter.

Resultaten tyder pa att lirobdckernas och den konventionella skol-
undervisningens satsning pa rutinfirdigheter inte ger 6nskat resul-
tat. Kontrollgruppens prestationer tyder pd, att man maste forhalla
sig kritiskt till undersékningar dir begreppskunskaper har testats med
enbart mekaniska uppgifter. MODEM-gruppens bittre resultat visar,
att det 4r viktigt att skapa inldrningsmiljoer som stimulerar eleverna
att placera in ocksa aritmetiska operationer i meningsfulla samman-
hang.
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Figur 10. Resultat pé omrddena for tillimpning och motsvarande mekanisk aritmetik. (MODEM-
gruppens resultat till vénster i bild, kontrollgruppens till higer). Sifforna anger medelpodng for de olika

uppgiftstyperna.

MODEM-projektets problemorienterade inldrningsmiljoer gav ock-
sa goda mojligheter att undersoka elevernas beteende i problemsitu-
ationer. De vanligaste orsakerna till elevernas svarigheter i problem-
l6sningsarbetet var att de inte kom p4 eller kunde verkstilla [dsnings-
idén. Eleverna bad ldraren eller andra elever om hjilp. Malet i expe-
rimentet var att eleverna skulle klara sig framét pa egen hand och att
ldraren skulle halla sig i bakgrunden. Detta lyckades ocksd ganska
bra, men lirarna méste hela tiden bekdmpa sin spontana vilja att hjilpa
eleverna i ett for tidigt skede eller att fraga fér mycket. I borjan var
en del elever aggressiva och fragade ldraren, varfor han inte under-
visade dem. Efter nigra manader var situationen den omvinda: Var-
for kan vi inte sjdlva fa komma fram till 16sningen?

Inkiirning av decimaltal och enhetsbyte (MODEM 3)

MODEM 3 handlade om decimaltal (Haapasalo, 1993). Forsokets
ldroplan gjordes upp enligt samma principer som i friga om rikning
med brik. Decimaltalen férbands med mitning, och ‘noggrannhet’
var ett centralt begrepp fran forsta borjan. Inldrningsmiljoer planera-
des, dir eleverna skulle
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— mita ett och samma foremal med olika instrument
— tdnka dver vad noggrannhet innebir i olika sammanhang

— forsta, att métning alltid dr en relativ sak (i den mening som
barnet uppfattar “relativitet”)

— tinka efter hur man kan ge uttryck &t métningsresultatet.

Pa samma gang kunde effekten av olika infallsvinklar undersokas.
Det visade sig att bendmningarna® deci, centi och milli direkt kunde
anviandas som synonymer till tiondel, hundradel och tusendel.
Begreppsbildningen vare sig stordes eller blev l1angsammare av det.
Tvirtom lirde sig eleverna enhetsbyte pa kopet. Liksom i friga om
brak var det viktigt att inte genast tolka mitningsresultatet som ett
tal; det var bara ett uttryck med en viss noggrannhet. I orienterings-
fasen ingick dirfor typiska, vardagliga problemsituationer, dir
eleverna 6vade mitning med manga olika instrument. Numera finns
det mycket goda mojligheter att anvianda bade analoga och digitala
mitinstrument, dir noggrannheten litt kan varieras. Redan i borjan
av orienteringsfasen framgick det att eleverna inte hade nigra som
helst svarigheter med noggrannhetsbegreppet, som vid konventionell
undervisning anses vara ett av de svaraste begreppen pa lagstadiet.
Eleverna konstruerade ocksa egna “instrument” som de kunde
anvinda vid identifikationstraningen och nér de vixlade mellan olika
representationsformer. Alla mdjliga instrument (olika linjaler, termo-
metrar, pulsriknare, klockor, mitglas, provror, hushallsmatt)
anvindes, som kunde tinkas konkretisera bade mitningen och
representationsformerna med bilder och symboler. Identifikations-
och produktionsfaserna omfattade cirka 10-15 lektioner varefter be-
fastandefasen tog vid. Under denna fas fick eleverna lara sig avrund-
ning, rikna med decimaltal, enhetsbyte, anvindning av decimaltal i
problemsituationer och i samband med procentrakning. I 6verens-
stimmelse med den systematisk-konstruktivistiska modellen utveck-
lade eleverna sjilva de procedurer som anvindes. Exempel pé inldr-
ningsmaterial finns i t.ex. Haapasalo, 1992a, s 74-97. Inte heller i
MODEM 3 férekom mekanisk rakning mer &n till namnet. Trots det
16ste experimentgruppen de mekaniska uppgifterna i slutprovet minst
lika bra som kontrollgruppen, som hade undervisats konventionellt
och trinats i mekanisk rdkning med hjilp av lidrobocker. Resultaten
ir i ménga avseenden analoga med utfallet av MODEM 2 (rékning

* Dessa uttryck forekommer inte som separata ord i svenska (eller i andra sprik),
vilket tyder pa att enhetsbyte inte Kirs in som begreppsmiissig kunskap, utan som separata
procedurer i samband med olika enhetsbyten.
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med brak). I en uppfoljningsundersokning kring enhetsbyte efter ett
ar hade forsoksgruppen fortfarande bittre resultat dn kontrollgrup-
pen. De enskilda eleverna i experimentgruppen uppvisade en storre
homogenitet med avseende pé de uppgiftsspecifika resultaten.

Resultat fran tre delstudier i ssmmanfattning

Begreppsbildningen visade sig vara en tidskrdavande process, dir det
dr didaktiskt fruktbart att hantera orienterings-, definitions-, identi-
fikations-, produktions- och befistandefaserna var for sig. I synner-
het identifikationsfasen dr av stor betydelse for begreppsbildningen
och bidrar till att gora inlarningsmiljon positiv for eleverna. I denna
fas dr elevernas kommunikation livlig och deras arbetsmotivation
hog. En elevgrupp i MODEM 1, som forst arbetade med identifika-
tionsfasen och direfter med produktionsfasen, presterade mycket
bittre resultat pa produktions- och tillampningsuppgifter &n en annan
elevgrupp, som gick igenom samma faser i motsatt ordning.

De olika faserna i begreppsbildningsmodellen utgér ocksa en méang-
sidig ram for métning av elevernas begreppskunskaper. Produktions-
uppgifterna mitte begreppskunskaperna med den allra hogsta relia-
biliteten, dven om dessa uppgifter visade sig vara svéra for eleverna.
De verbala uppgifterna hade den hogsta reliabiliteten, i synnerhet de
uppgifter dir eleverna fick vixla fran verbal form till verbal form.
Identifikationsuppgifterna hade klart ldgre reliabilitet, med undan-
tag av uppgifterna mellan verbala former. Uppgifter i verbal form
hade en klart hogre korrelation med andra uppgifter i testet &n de -
som inneholl bilder eller symboler.

Mekaniska riakneuppgifter och enkla tillimpningsuppgifter visade
sig mycket opalitliga vid métning av begreppskunskaper, i synner-
het uppgifter med brékrikning.

Resultaten pa identifikationsuppgifterna hade ett mycket hogt sam-
band med resultaten pd produktions- och tillimpningsuppgifterna.
Likasa var sambandet hogt mellan produktions- och tillampnings-
uppgifterna. Diaremot var sambandet nédstan obefintligt mellan
tillimpningsuppgifterna och de uppgifter som forutsatte att eleverna
behirskade motsvarande aritmetiska operationer.

Inldrningsmilj6er av systematisk-konstruktivistisk art ser ut att ge
betydligt battre inldrningsresultat &n konventionell skolundervisning,
och eleverna dr mycket positiva till sidana miljéer. Enligt ldrarna i
experimentet 6kade elevernas malmedvetenhet, uthallighet och kon-
sekvens i arbetet, och effekterna 6verfordes ocksa till andra skolam-
nen. I sluttestet behirskade experimentgruppen det begreppsomrade
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som varit foremal for inldrning betydligt béttre &n kontrollgruppen.
Resultatet var detsamma i flertalet deltest och pa de enskilda uppgif-
terna.

Den systematisk-konstruktivistiska undervisningen forbittrade
bade flickornas och pojkarnas prestationer pa nistan alla omraden,
men pa sa sitt att flickornas forsprang minskade med tiden. Pojkar-
na tycktes med andra ord dra storre nytta av undervisning av det
ifragavarande slaget (Haapasalo, 1992, s 52-58).

Av de olika uttrycksformerna var den verbala representationen
svérast for eleverna. A andra sidan mitte de verbala uppgifterna elev-
ernas begreppskunskaper mer reliabelt &n uppgifter pa det bildomra-
det och det symboliska omradet. Experimentgruppen inom MODEM
hade betydligt bittre resultat 4n kontrollgruppen pa flertalet uppgif-
ter. Det var betydligt svarare for eleverna att viixla inom en och sam-
ma representationsform &n att ga frén en form till en annan. I identi-
fikationsfasen kunde ndgon sadan skillnad inte konstateras. Av de
enskilda representationsformerna behirskade eleverna inte nigon en-
skild form konsekvent bra eller daligt. Den sannolika orsaken till
detta &r, att eleverna behandlar information pa manga olika sitt. Skill-
naderna mellan elever kan vara mycket stora. De mentala processer-
na varierar ocksa fran situation till situation. Sittet att bendmna be-
grepp har ocksé stor betydelse for inldrningen, vilket kunde ses tyd-
ligast i MODEM 1 (se Haapasalo, 1991, s 79).

Analyserna av de konventionella lirobockerna och lektionerna
visade att innehdllet i hog grad bidrar till ytliga begreppskunskaper
hos eleverna och att undervisningen var mycket stereotyp. Darfor
var det inte dverraskande att kontrollgruppens elever hade ménga
felaktiga uppfattningar om centrala begrepp i1 skolmatematiken.
Elevernas svaga prestationer i de mekaniska uppgifterna var 6ver-
raskande. Sddana uppgifter ingick i stor méngd i larobockerna, men
trots det hade kontroligruppen betydligt samre resultat i till exempel
rakning med brak an MODEM-gruppen, som undervisades utan
lirobdcker och utan drill med mekaniska uppgifter.

I anslutning till den datorstédda undervisningen visade det sig att
flickorna hade betydligt mindre erfarenhet av datorer och var mer
dngsliga for denna form av inldrning 4n pojkarna. Flickornas ridsla
riktade sig mer mot datorprogrammet &n mot sjilva datorn. Flickor-
na tyckte i hogre grad dn pojkarna att den datorstodda inldrningen
var rolig och intressant i jamforelse med vanlig undervisning.

Miingden erfarenhet av datorer och betygen i matematik hade inte
ndgot samband med elevernas instillning till den datorstédda under-
visningen. Intrycket av experimentet &r, att det 4r mdjligt att ordna
inldrningsmiljoer av systematisk-konstruktivistisk art och att oka
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elevernas arbetsberedskap ocksa med hjilp av dator. Men den dator-
stddda undervisningen ser inte ut att ge béttre resultat eller mer posi-
tiv instillning till undervisningen. Det visade sig ndmligen att en
grupp elever som arbetade utan dator med exakt samma uppgifter
som datorgruppen presterade lika goda resultat och hade en lika po-
sitiv instéllning till sin studiemiljo som de med datorstod.

Forskningsresultatens implikationer for liroplanen

De tre begreppsomraden som undersoktes genom MODEM 1-3 vi-
sade sig vara mycket svara for eleverna i och med att deras begrepps-
bildning inte nddde produktions- och tillimpningsnivaerna. Studier
i overensstimmelse med MODEM ser likval ut att ge klart béttre
inldrningsresultat 4n konventionellt bedrivna studier. Men detta for-
utsétter att ldraren sitter sig in i den konstruktivistiska inldrningsfi-
losofin. En annan viktig forutséttning dr att laromedlen och lararut-
bildningen utvecklas.

Begreppsbildningen inom MODEM vad giller rikning med brak
och tal i decimalform nadde planenligt upp till produktionsfasen.
Men trots att material av ny typ fanns tillgéngligt for alla delfaser,
hade lararna vissa svérigheter att planera inldrningssituationerna ut-
ifrdn detta material. Experimentgruppens goda resultat ocksé i me-
kanisk rakning visar, att den symboliska matematiken kan reduceras
radikalt till forman for begreppsinlirning och problemldsning. Be-
greppsinldrningen borde ske kontextuellt i stillet for att tyngdpunk-
ten ldggs pa aritmetiska eller algebraiska rutiner. Detta forutsitter
att de mest stringa behavioristiska mélsittningarna i laroplanen av
typen “léra sig att ldsa och beteckna brak” ersitts med processmal.
En prototyp finns i Haapasalo 1992b, s 83:

Inldrningsmiljoerna skall arrangeras sa att eleven samtidigt har mojlig-
heter att praktiskt, i form av bilder samt i verbal och symbolisk form
gora uttolkningar av begreppet brak. Inlarningsmiljoer och studiemate-
rial baseras pa sadana kognitiva strukturer som eleven redan kan an-
vanda i problemldsningssituationer som intresserar eleven. Huvudvik-
ten i den begreppsliga orienteringsfasen ldggs vid elevens formaga att i
bild och verbalt ge uttryck at olika delar av en helhet. Utvecklingen
sker successivt och tar sikte pa att eleven lir sig anvidnda symboliska
uttrycksformer.
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Models for learning activities and assessment from a
constructivist perspective

Abstract

Constructivist ideas accentuate active mental processes of the pupil
involved in trying to build a picture of reality and trying to change it
in social interaction with others. Obviously therefore it seems to be
fashionable to learn mathematics in everyday situations. However,
when trying to provide children with opportunities for mathematical
constructions we have to provide them with opportunities to learn
concepts and structures, not only context oriented knowledge and
routines. In the author‘s MODEM -project (Model Construction for
Didactic and Empirical Problems of Mathematics Education) learn-
ing of mathematical concepts has been investigated within ‘syste-
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matic constructivism‘. This means that mathematical concept build-
ing is seen as a process in which the phases of orientation, definition,
identification, production and reinforcement are systematically
involved. This phases, connected with the different kinds of repre-
sentations (verbal, symbolic, graphic) form the framework of the
theory. The article introduces a model for constructing and asses-
sing of mathematical knowledge from this point of view.

Author

Lenni Haapasalo is associate professor of mathematics and science
education at the Department of Teacher Education, University of
Jyviskyld, Finland.

Address

Department of Teacher Education, University of Jyviskyla,

P.O. Box 35, FIN-40351 Jyviskyld, Finland

4 )
Forfattaren till denna artikel har nyligen skrivit en bok pa fin-
ska om hur man kan utveckla undervisningen efter konstrukti-

vistiska kunskapsteorier:

Haapasalo, L. (1994). Oppiminen, tieto & ongelmanratkaisu [Inlér-
ning, kunskap och problemlosning]. Jyviskyla: Medusa-Software.

For mer information eller bestéllning, kontakta:

Medusa-Software, Alakoskentie 22,
SF-40800 Vaajakoski, Finland.
E-mail: Lenni@tukki.jyu.fi

Nordisk matematikididaktikk nr 1, 1995

65



