Introduksjon av algebra
i matematikkbaker for
ungdomstrinnet i Norge

TOM RUNE KONGELF

| denne artikkelen presenterer vi funnene fra en analyse av introduksjonskapitlet i
algebra i seks ulike lzerebgker. Introduksjonen til bokstaver som symbol for variab-
le storrelser varierer med hensyn til klassetrinn, mengde og kontekst. Gjennom en
induktiv kvalitativinnholdsanalyse karakteriserer vimangelfulle sider ved kapitlene.
Hovedfunnene er at variabelaspektet ikke kommer tydelig frem, og at eni liten grad
benytter mulighetene til 3 bygge videre pa talleere. I tillegg inneholder lzerebgkene
feilaktige formuleringer, illustrasjoner og matematiske resonnement, som legger
forholdene til rette for utvikling av misoppfatninger.

Med leerebok mener vi den tradisjonelle fysiske klassetrinns-spesifikke
boken som brukes til undervisning og leering av matematikk i skolen.
Internasjonalt har leerebgker fatt gkt oppmerksomhet de siste tidrene,
og i matematikk kan det eksemplifiseres ved TIMSS’ analyse av 318 leere-
beker fra nesten 50 land i 1995. Leerebaker i matematikk spiller en viktig
rolle over alt i verden, men i folge Schmidt m.fl. (1996) spiller den en
ekstra viktig rolle i Norge. Alseth, Breiteig og Brekkes (2003) gjennom-
gang av .97 (KUF, 1996) og en rapport fra Utdanningsdirektoratet (2005)
om leremidler i Norge stotter i stor grad Schmidt m. fl. (1996). Lerebo-
kens rolle er alene verdt en analyse, men hvis vi legger til muligheten for
selv den minste forbedring og multipliserer det med antall elever, leerere
og foreldre som bruker dem, indikerer det et stort forbedringspotensial
totalt.

Leereboken er ofte primeerkilden til matematikkleereren, i tillegg til
legitimerende og styrende for innholdet og progresjonen i undervisnin-
gen (Freeman & Porter, 1989; Robitaille & Travers, 1992; Bierhoff, 1996;
Roj-Lindberg, 1999; Fan & Kaeley, 2000; Schmidt m.fl., 2001; Pepin &
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Haggerty, 2001, 2002; Johansson, 2006). Reys, Reys og Chavez (2004, s.1,
var oversetting) beskriver det som at "valget av leerebok bestemmer ofte
hva leererne vil undervise i, hvordan de vil undervise, og hvordan elevene
deres vil leere”. Schoenfeld (1988) hevder at selv om god undervisning
kan kompensere for eventuelle svakheter i lerebgkene, er det mye som
tyder pd at dette ikke er tilfelle. Chavez-Lopez (2003) hevder at antall
sider innenfor hvert emne er bestemmende for hvor mye tid leereren
bruker pé stoffet og for elevenes prestasjoner. Lereboken har ogsé en
funksjon som oversetter av matematikk for elevene, leererne og forel-
drene. I tillegg spiller den en viktig rolle i implementeringen av leere-
planen, som i enkelte tilfeller kan avvike betraktelig fra den intenderte
planen (Goodlad m. fl., 1979; Schmidt m.{l., 2001).

Sammenlignet med det internasjonale gjennomsnittet utgjer under-
visningen hvor leereren forklarer til hele klassen en forholdsvis liten del
i Norge. Norske elever arbeider derimot mye alene med oppgaver i leere-
bokene og forklarer svarene sine lite (Grenmo, Bergem, Kjernsli, Lie &
Turnmo 2003; Danielsen, Skaar & Skaalevik, 2007; Grenmo & Onstad,
2009). Utdanningsdirektoratet (2005, s.23) understreker laerebgkenes
viktige rolle nir den pastar at "[...]| hvis det generelt anskes forandringer
i norsk skole, ma ogsa leerebgkene forandres”. Pehkonen (1995) hevder at
undervisningen kan bli pévirket av nye leerebgker, noe som var tilfelle i
Finland pa 1980-tallet.

Frem til og med ar 2000 hadde Norge et eget senter for leeremiddel,
Nasjonalt leeremiddelsenter, med autorisasjon til & godkjenne leerebgker.
I dag har Norge et nasjonalt senter for matematikk, Matematikksente-
ret, uten en slik autorisasjon. I teorien betyr det at hvem som helst kan
skrive og publisere en laerebok for skolen. Siden nedleggelsen av Nasjo-
nalt leeremiddelsenter har det veert lite forskning pa grunnskolebgker i
matematikk i Norge, bortsett fra Alseth m.fl. (2003) og Kongelf (2011).
Ved & sammenligne formuleringene i leereplanene M87 (KUF, 1987) og
L.97 (KUF, 1996) identifiserte Alseth m.fl. (2003) fem gjennomgripende
punkt. Studien bestod av en innholdsanalyse og en oppgaveanalyse, hvor
begge tydet pd det samme. Endringene i forhold til punktene ble funnet
igeometri, men ikke i algebra, og med det tydet pa at leerebokforfatterne
bare delvis hadde klart & implementere det nye. I forlengelsen av studien
til Alseth m.fl. (ibid.) er forskningsspgrsmalet virt

hva er karakteristisk for introduksjonskapitlene i algebra i seks
leerebeker for ungdomstrinnet i Norge?

I'studien er introduksjonskapitlene i algebra definert til & veere kapitlene
ide seks respektive leereverkene som introduserer bokstaver som symbol
for variable storrelser for forste gang.
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Hva er algebra?

P4 grunn av ulike tolkinger og vektinger av algebraens historie er det
ikke mulig 8 enes om en felles definisjon av algebra. Hva som kan sies &
veere essensen, kan vi allikevel f4 et inntrykk av om vi ser pa historiske
beskrivelser av algebra (Lins, 1990; Kieran, 1996, 2004; Jakobsson-Ahl,
2006). En mulighet er & firedele algebraen i operasjonell symbolisme,
tenkemadte, generalisert talleere og strukturer. Algebra som operasjonell
symbolisme handler blant annet om at vi har brukt symbol pé ulike méater
opp gjennom tiden, hvor vi finner den klassiske tredelingen av represen-
tasjonsformen som retorisk, synkopert og symbolsk. Kieran (1990) er en
av dem som mener at en del kognitive prosesser som er involvert i leerin-
gen av algebra har paralleller til den historiske utviklingen av algebrasom
et symbolsystem. Denne formen for det genetiske prinsippet (Mosvold,
2001) finner vi tydeligere i L97 (KUF, 1997) og LK06 (UFD, 2005) enn i
MB87 (KUF, 1987).

Det er ikke noen uttalt enighet hva algebraisk tenkemate er, men for-
skere som Charbonneau (1996), Kieran (1996, 2007) og Lee (2001) drefter
dette. En av de viktigste sidene ved algebraisk tenking er betydningen
av generalisering. Mason (1996) mener at dersom elevene blir vant med &
generalisere frastarten av, vil algebra opphere & vaere et problem. Genera-
lisering er blant annet det 4 oppdage likheter, 4 repetere, 8 klassifisere og
a kategorisere. Slike aktiviteter kan sees pd som en mate 8 minimere opp-
merksomheten pé, og som Mason (1996) mener er selve rottene til algebra.

Algebra som generalisert talleere er trolig det synet som dominerer i
leering og undervisning av elementeer algebra i dag (Lee, 2001). Wu (2001)
uttrykker at generalisert talleere handler om to ting, abstraksjon og gene-
ralisering. I folge Sfard og Linchevski (1994) kan den elementzere alge-
braen bli beskrevet som generalisert talleere i henhold til en operasjonell
og strukturell dualitet. De skiller mellom en operasjonell og strukturell
oppfatning og mener at algebraen utvikler seg gjennom en rekke mer
og mer avanserte overganger fra operasjonell til strukturell oppfatning.
Det vil si at uttrykk som i talleeren blir oppfattet som en prosedyre, kan
bli oppfattet som et objekt i algebraen, som igjen kan bli del av en storre
prosedyre og dermed bli oppfattet som et nytt og sterre objekt (Bjgrne-
stad, Kongelf & Myklebust, 2013). Sitatet fra leereplanen om at "algebra i
skolen generaliserer talrekning ved at bokstavar og andre symbol repre-
senterer tal” (UFD, 2005, s.3) gjor at vi forventer algebra som generalisert
talleere i leerebgkene.

Det fjerde synet pé algebra er som strukturer. Her tar vi utgangs-
punkt i strukturelle likheter, ikke bare generaliseringer fra de kjente
tallstrukturene, men ogsé avbildninger knytt til funksjonsbegrepet. En
algebraisk struktur er en mengde med tilhgrende binsre operasjoner.
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Denne formen for algebra blir of te kalt abstrakt algebra, og er ikke vanlig
a mote for pa universitetsniva.

Hva er algebra i lzereplanen?

P& samme maéte som det er problematisk & enes om en definisjon pa
algebra, er det heller ingen enighet om hva algebra er i skolen. Kendal og
Stacey (2004) uttrykker at det ikke eksisterer kun en méte & undervise og
neerme seg algebraen p3, og at det ikke er mulig a lage en liste overinnhold
som beskriver skolealgebraen. De konkluderer med at algebra er for stort
til & passe i leereplanen, slik at det er helt ngdvendig for hvert land & velge
ut hvilket innhold emnet skal ha. Oppfattelsen av algebra i skolen har
variert bade over tid og i leereplaner (Sutherland, 2002; Kendal og Stacey,
2004), som kan eksemplifiseres ved Jakobsson-Ahls (2006) beskrivelse
av skolealgebraen i Sverige fra 1960 til 2000. Skolealgebraen har blitt
beskrevet som et eget emne, som en del av den moderne matematikken,
som et verktgy i problemlgsning og som en kompetanse. Algebra ble
behandlet som et eget emne i skolen fra farste halvdel av 1900-tallet, hvor
innholdet stort sett var det samme og preget av formell manipulasjon
(Donoghue, 2003). Etter andre verdenskrig ble matematikken moderni-
sert og sett pa som vitenskapen om formelle strukturer, hvor mengdelae-
ren sammen med funksjoner og algebraiske strukturer stod sentralt. P&
1960- 0g 1970-tallet var tiden inne for & fokusere mer pé anvendt matema-
tikk. Algebraen fikk da plass som verktey i problemlgsning. I dag finner
vi eksempel pé algebra uttrykt som en kompetanse (Crawford, 2001; Niss
& Jensen, 2002; MacGregor, 2004; Kieran, 2004). Slike kompetansebe-
skrivelser finner vi ogsd i den norske leereplanen ved at "Problemlaysing
hoyrer med til den matematiske kompetansen” (UFD, 2005, s. 2), hvor vi
kjenner igjen én av Niss & Jensens (2002) atte delkompetanser.

De fire synene pa skolealgebraen ber ikke betraktes som motsetnings-
fylte, men heller som komplementare. I LK0O6 (UFD, 2005) finner vi
synene igjen i algebraens ulike roller. De fem hovedomradene pa ung-
domstrinnet er alle klassiske matematiske emner som spiller roller som
egne emner, hvor algebra er satt i ssmmenheng med tall. At algebra ogsa
kan sees pa som et verktay i problemlgsning finner vi eksemplifisert i
kompetansemalet ”[...] bruke|...] tal og variablari[...| praktisk og teoretisk
problemlaysing|...]” (UFD, 2005, s. 8). Algebra som en kompetanse finner
vi ikke direkte belegg for i leereplanen, men siden problemlgsning er en
del av den matematiske kompetansen, og problemlgsning er et kompe-
tansemal i algebra, er det mulig & se spor av algebra som kompetanse ogsa.
Det vil si at vi finner spor av tre av de fire synene i leereplanen.
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Algebraens store virkeomrade og ulike roller (Costello, 1991; Bell, 1995) far
naturligvis konsekvenser for forfatternes prioriteringer, elevenes leering
og lerernes undervisning. Wheeler (1996) uttrykker det slik:

[...] we want students of algebra to come to know how to use it to
solve problems, to model situations, to handle functions, and to
make generalizations. Choosing one of these as a starting point
affects how the others can be reached. (Wheeler, 1996, s.325)

Sitatet setter en ramme for studien vér nar vi skal karakterisere introduk-
sjonskapitlene i algebra. Leereplanen har satt algebra sammen med tall,
og uttrykker at "Algebra i skulen generaliserer talrekning ved at boksta-
var eller andre symbol representerer tal. Det gjev have til 4 beskrive og
analysere mgnster og samanhengar. Algebra blir og nytta i samband me
hovudomrada geometri og funksjonar” (UFD, 2005, s. 3). Dette tolker vi
som at en skal ta utgangspunkt i talleere og introdusere algebra gjennom
a studere monster og tallmessige sammenhenger. Algebramanipulasjon
kommer da etter at en har arbeidet med & skape mening til bokstavene,
gjennom for eksempel monsteroppgaver. Det er denne tolkingen vi har
av leereplanen.

En annen tolking er at en skal introdusere algebra som regning med
bokstaver pa lik linje som regning med tall. Arbeidet med algebramani-
pulasjon kan da komme for en har arbeidet med menster. Disse to tolk-
ningsmulighetene er radikalt ulike i den betydningen av at forstnevnte
legger forholdene til rette for en induktiv tilneerming hvor behovet for
bokstaver kommer som en naturlig konsekvens av gnsket om & uttrykke
seg generelt. Bokstavene blir da ferst og fremst introdusert som symbol
for noe som varierer. Vi kan siat det er selve variabelaspektet i variabelbe-
grepet som er i fokus. Velger en 4 introdusere variabelbegrepet gjennom
algebramanipulasjon, er det ikke like naturlig & fokusere pa variabelas-
pektet fordi en er mest opptatt av & manipulere uttrykk. Den siste set-
ningen i sitatet gjor at vi ikke forventer at leerebokene bruker funksjoner
som inngangsport til algebra, til tross for at det ble gjort i Norge med M87
(KUF, 1987), og fortsatt gjares i en rekke land i dag (Kieran, 2007). Det
at bokstavenes roller er kontekstavhengig, som uavhengige og avhengige
variable i funksjonssammenheng, y = 2x + 6, som ukjente i likninger,
2x + 6 = 0, og som generaliserte tall i generaliseringer, 2, 4,6, §, ..., 2n, gjor
det ngdvendig med en tydelig introduksjon til bokstaver som symbol for
variable stgrrelser. Algebra ble i L97 (KUF, 1996, s.156) beskrevet som et
temasom "[...] krever spesiell oppmerksomhet fordi det i noen grad bryter
med tidligere tenkemater”. Sitatet omhandler diskontinuiteter mellom
talleere og algebra (Bjornestad, Kongelf & Myklebust, 2013), og innehol-
der blant annet Kiichemanns (1981) kategorier for elevers oppfatning av
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bokstaver, inklusiv misoppfatningen om bokstav som objekt. Elever som
har denne misoppfatningen, kan tenke at a stér for objektet appelsin,
og med det kunne argumentere for at 2a + 3a = 5a fordi 2 appelsiner og
3 appelsiner er det samme som 5 appelsiner. Innholdet i sitatet fra L97
(KUF, 1996) er like aktuelt for dagens leereplan (UFD, 2005).

Metodologi
Metode

Studien er basert p4 en induktiv kvalitativinnholdsanalyse, "[...| aresearch
method for the subjective interpretation of the content of text data
through the systematic classification process of coding and identifying
themes or patterns” (Hsieh & Shannon, 2005, 5.1278). Gjennom menings-
sokende og tolkende undersgkelser har den kvalitative innholdsanalysen
gitt oss muligheten til & karakterisere introduksjonskapitlene i algebra pa
en subjektiv, men vitenskapelig méte. Funnene er et produkt av vare fer-
digheter, kunnskaper oganalytiske evner. Vihar brukteninduktivanalyse
fordi vi ikke kjente til tilsvarende studier. [ analysen har de ulike katego-
riene oppstétt fra selve datamaterialet gjennom en rekke undersgkelser
og sammenligninger. De fire hovedkategoriene er av generell karakter
og basert pd sammenfallende enkelttilfeller i de ulike leerebgkene.

Innholdsanalysen startet med at vi valgte ut de respektive kapitlene,
som introduserte bokstaver som symbol for variable starrelser for forste
gang, som analyseenhet. Det var i algebrakapitlet i fire 8. klassebgker og
ien 9. klassebok, og i funksjonskapitlet i en 8. klassebok. Det neste var
a forsta datamaterialet. Etter flere og flere gjennomlesninger ble vi mer
og mer fortrolige med materialet, og vi kunne starte med & organisere
de kvalitative dataene. Gjennom en &pen koding hvor vi skrev ned egne
kommentarer i margen for hver nye gjennomlesning, dannet vi et grunn-
lag for 8 kunne opprette mer generelle beskrivelser systematisert i kate-
gorier. Vi overforte kommentarene, som stod i margen pa leerebgkene, til
Word-dokument. Disse dannet grunnlaget for den forste genereringen
av kategorier, som bestod av kommentarer med tilnermet likt innhold.
Vi leste deretter igjennom leerebgkene pa ny med disse kategoriene som
referanse for 8 kunne gruppere delkategorier som utgjorde en storre felles
kategori. Ved & gruppere datamaterialet pd denne maten reduserte vi
antall kategorier ved & samle observasjoner som var tilneermet like, men
like viktig var det at denne klassifiseringen innebar en kontinuerlig sam-
menligning mellom ulike deler av materialet som ikke horte til samme
kategori (Bryman, 2008). De endelige kategoriene som gjor oss i stand til
a gi en karakteristikk av introduksjonskapitlene i algebra er:
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1. Lager ikke forbindelser til talleere
a) i utregninger
b) om notasjoner

2. Tilrettelegger for utvikling av misoppfatninger gjennom
a) regler
b) kontekster og forklaringer

3. Variabelaspektet kommer ikke tydelig frem i
a) kontekster
b) forklaringer

4. Feil bruk av multiplikator og multiplikand i oversettinger mellom
situasjoner beskrevet med tekst og matematiske symbol.

Nar det gjelder den kvalitative innholdsanalysens gyldighet og palite-
lighet, er forstnevnte gitt siden det vi skal analysere er deler av innhol-
det i de fysiske lerebokene. For & vise péliteligheten vil vi presentere en
rekke autentiske tekstutsnitt og beskrive analysen som ligger til grunn
for kategoriseringen. Nér det gjelder gyldighet knytt til innhold har
vi brukt en erfaren matematikkleerer og matematikkdidaktikker til &
undersgke funnene i en tilfeldig valgt leerebok. Resultatet var i hay grad
sammenfallende.

En utfordring ved kvalitative innholdsanalyser er at de er mer kom-
plekse, og i langt mindre grad standardiserte og formulerte, enn tradi-
sjonelle kvantitative innholdsanalyser (Elo & Kingsa, 2008). I tillegg har
funnene ofte et format som ikke er like forenelig med plass og ordbe-
grensninger i vitenskapelige artikler. For & imgtekomme dette har vi
veert selektive i presentasjonen av funnene. Vi har valgt & presentere de
typiske funnene, kategoriene, i tabellform sammen med utvalgte auten-
tiske eksempler. For 4 vise rikholdigheten i datamaterialet, har vi valgt &
eksemplifisere enkelte ikke-typiske funn ogsa.

Studien var kan plasseres innenfor segmentet leerebok — matematikk i
Rezat og StriRers (2013, s. 471) didaktiske tetraeder, som beskriver meto-
dologiske tilnaerminger i matematikkdidaktikken. Studien kan videre
plasseres innenfor et algebradidaktisk perspektiv.

Utvalg av leereboker

Vi har tidligere gitt en karakteristikk av heuristiske tilnermingsmater i
seks leereverk brukt pad ungdomstrinnet i Norge (Kongelf, 2011). For & f&
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et mer sammensatt bilde av disse, er de samme leereverkene valgt nér vi
né skal gi en karakteristikk av introduksjonskapitlene i algebra. I lere-
verket Kode X (Christensen, 2007) er introduksjonen i 9. klasse, mens i
de andre, Faktor (Hjardar & Pedersen, 2006), Nye Mega (Guldbrandsen,
Melhus & Lochsen, 2006), Tetra (Hagen, Carlsson, Hake & Oberg, 2006),
Sirkel (Torkildsen & Maugesten, 2006) og Grunntall (Bakke & Bakke,
2006), er det i 8. klasse. Alle lerebgkene er skrevne av norske forfattere,
bortsett fra Tetra som er en oversetting fra svensk.

Datainnsamling

Alle sidene i introduksjonskapitlene er analysert bortsett fra gvingsopp-
gavene. Det er kun én leerebok som benytter samme navn pa kapitlet, tall
og algebra, som lereplanen bruker pad hovedomradet. Fire av seks introdu-
serer bokstaver som variable stagrrelser gjennom et algebrakapittel, mens
én gjor det gjennom et funksjonslerekapittel kalt sammenhenger. Antall
sider i Kode X (Christensen, 2007) skiller seg ut, som i stor grad kan for-
klares ved at dette leereverket ikke har algebrai 8. klasseboken (se tabell 1).

Tabell 1. Datamaterialet

Lerebok Kapittelnavn Antall sider
Faktor 1 Tall og algebra 26
Kode X 9A Algebra 114
Nye Mega 8B Algebra 36
Tetra 8 Algebra 41
Sirkel 8B Sammenhenger 54
Grunntall 8 Algebra 24

Funn og diskusjon

Ser vi pé leerebgkene sammen med kategoriene, genererer det en infor-
mativ matrise av data (tabell 2). Matrisen viser blant annet at Faktor 1
(Hjardar & Pedersen, 2006) inneholder eksempler pd alle kategoriene
bortsett fra 1 a), som handler om at en ikke lager forbindelser til talleere
i utregninger. Vi legger ellers merke til at 1b), lager ikke forbindelser til
talleere om notasjoner, og 3b), variabelaspektet kommer ikke tydelig frem
i forklaringer, finnes i alle bakene. For & f3 et mer innholdsrikt bilde av
matrisen, ser vi pa eksempler pa de ulike kategoriene. Vi starter med et
tekstutsnitt som forst og fremst eksemplifiserer 1a), men som ogsd viser
hvordan 2 b) og 2 a) kommer til uttrykk (se figur 1).
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Tabell 2. Matrise bestdende av laereboker og kategorier

Kategori Leerebok
Faktor]1 Kode X 9A Nye Mega8B Tetra8  Sirkel 8B Grunntall 8
+ + +

1a)
1b)
2a)
2b)
3a)
3b)
4

+ +

+ + + 4+

+ + + 4+ o+ o+
+ o+ + 4+ o+ o+
+ + + + o+

=+

Lager ikke forbindelser til tallcere i utregninger

Vi deler teksten opp i to deler, hvor figur 1 viser 1a) og 2b), og figur 2 viser
2a). Teksten utgjor det forste motet med & forenkle algebraiske uttrykk.
Variabeluttrykkene er alle illustrerte med terninger, hvor eksempelvis
3a + 2a er illustrert med henholdsvis tre og to terninger. Det blir ikke
gitt noen videre forklaring pé hvorfor 3a + 2a = 5a, bortsett fra at dette
er en sdkalt tenk og snakk-oppgave, som er definert som noe elevene
skal diskutere seg i mellom. Muligheten med & lage en forbindelse til
talleere, og det elevene kan om multiplikasjon som gjentatt addisjon,

Regneregler for uttrykk
som inneholder variabler

Mari jobber med &lgebra pé skolen.
En dag har hun regnet slik i boka si:

Ja+2a=5a ~ ”
Yat a=Sa %
atatatla=ba ' .
a+a+a+a+a=59‘ ‘

Hva er det Mari har gjort?

Figur 1. Eksempel fra Nye Mega 8B (Guldbrandsen m.fl., 2006, 5.37)
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benyttes ikke av leereboken. I1lustrasjonen med terninger er en form for
konkretisering av det riktige svaret, 54, som en finner om en adderer
tallfaktorene og beholder variabelen. Til tross for at illustrasjonen isolert
sett kan hjelpe til med selve utregningen, bryter den radikalt med ideen
om bokstaver som symbol for variable storrelser. Fremstillingen kan
gi neering til den klassiske misoppfatningen bokstav brukt som objekt
(Kiichemann, 1981). Den misoppfatningen kan elevene ha med seg fra
arbeidet i talleere, hvor de kan ha sett skrivematen 1 m = 100 cm, mens
andre kan fa den gjennom det vi kaller for fruktsalatalgebra. Fruktsalat-
algebra har ofte sitt utspring i at en i undervisningssammenheng opple-
ver et behov for 8 konkretisere hvordan en trekker sammen algebraiske
uttrykk. A antyde at a kan sta for et objekt, som appelsin, kan gjere at
det virker logisk at 3a + 2a er det samme som 5a fordi "3 appelsiner og
2 appelsiner er det samme som 5 appelsiner”. Selv om leereboken ikke
direkte uttrykker at a star for objektet terning, kan illustrasjonen fore
til at det virker fornuftig & argumentere med at siden "3 terninger pluss
2 terninger er det samme som 5 terninger”, da ma 3a + 2a = 5a. P4 neste
side i leereboken blir regneregelen presentert gjennom et utsagn som
kan veere med pa & forsterke misoppfatningen hvor en ser pa bokstav
som objekt (figur 2).

Med variabler har vi samme regneregler
med pluss og minus som med tall:
Sa+2a=T7a

5a—2a=3a

Figur 2. Regneregel fra Nye Mega 8B (Gulbrandsen m.fl., 2006, 5.38)

Lereboken forsgker & knytte regneregler for variabler til kunnskaper
om regneregler for tall, men tilknytningen blir bare i form av ord og
ikke en matematisk forklaring. Den matematiske forklaringen pa hvorfor
vi kan addere tallene og la den felles variabelen st er den distributive
loven,3a + 2a = (3+2)a = 5a, eller alternativt multiplikasjon som gjentatt
addisjon,3a +2a=3-a+2-a=a+a+a+a+a=5a=5a.Lereboken
bruker ingen av disse og det er mulig 4 tolke at regneregler for konstanter
og variabler ikke er like nér vi tilsynelatende lar variabelen sta og bare
adderer tallene. Utsagnets upresise formulering, og manglende matema-
tiske forklaring og tilknytning til talleere, legger forholdene til rette for
misoppfatningen bokstav brukt som objekt.
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Lager ikke forbindelser til tallcere om notasjoner

Neste eksempel (figur 3) viser en leerebok som starter med & lage tydeli-
gere forbindelse til talleere, men som i praksis forlater den umiddelbart
gjennom & presentere en annen lgsningsmetode som lgsning 1. Tekstut-
snittet er kategorisert som bade 1a) og 1b), men skal her forst og fremst
eksemplifisere 1b).

Regne sammen ledd
Regnereglene vi har for tall, gjelder ogsa for regning med bokstaver.

Vivetatt 3+3+3+3=4.3
Da er: a+a+a+a=4-a

Vi slgyfer multiplikasjonstegnet mellom et tall og en bokstav slik at 4 - a skrives 4a.
Vi slayfer ett-tallet foran en bokstav. Det betyr at 1a=a.

EKSEMPEL
Trekk sammen 5x + 4x. Trekke sammen batyr det samme som & regne ut.
LOSNING 1
Bx + dx = 9x Nér vi har 5 x-er og 4 x-ar, har vi til sammen 9 x-er.
e Vi adderer tallene foran x-ane.
LOSNING 2
Ex 4 4% = Synes du at det er litt vanskelig & regne sammen

direkte, kan du bruke en ekstra mellomregning.

XX +X+X+X X+ X+ X+ x=9x
% Exbetyr5-x=x+X+X+X+X

Figur 3. Eksempel fra Grunntall (Bakke & Bakke, 2006, 5.219)

Tekstutsnittet er forste gang leereboken viser hvordan en regner ssmmen
variabeluttrykk. Introduksjonsteksten starter med & lage en forbindelse
til talleere og multiplikasjon som gjentatt addisjon, 3+3+3 +3=4-3,
for variabeluttrykket 4- a. Dette er en kjent didaktikk som er i trdd med
leereplanen, men ser vi videre pa eksemplet og hva som presenteres som
lgsning 1 og 2, blir forbindelsen kraftig svekket. Grunnen til det er at
det er lgsning 2, og ikke 1, som benytter seg av forbindelsen til tallere.
At denne lgsningen blir presentert som lgsning 2, gjor at den ikke fér
samme status, noe som forsterkes gjennom utsagnet "Synes du at det er
litt vanskelig & regne sammen direkte, kan du bruke en ekstra mellom-
regning.” Lasning 1 fremstér som den smarte og effektive metoden som
forklares ved at "Vi adderer tallene foran x-ene”. Denne effektive, men
semantisk fattige metoden, er en metode som elevene for eller siden vil
leere seg. Det didaktiske spgrsmalet er ikke om de skal leere denne, men
nériundervisningsforlgpet det bor skje? I denne leereboken er svaret med
en gang. Det vil si at etter kun ett eksempel forventes det at en er klar for
en ikke-triviell regning med variable storrelser.
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Det konkrete eksemplet pa delkategori 1 b) befinner seg i den siste set-
ningen for eksemplet i form av "Vi sleyfer ett-tallet foran en bokstav.
Det betyr at "1a = a.” ” Laereboken velger her ikke & forklare hvorfor la
er a ved for eksempel & knytte det til talleksempel: 1-2=2,1-3=3, ..,
1-:50=50, ..., 1'n=n.

Tilrettelegger for utvikling av misoppfatninger

Det neste tekstutsnittet (figur 4) er farst og fremst et eksempel pa delka-
tegori 2 b), men inneholder ogsa element fra 3 a) og 3 b).

Det kan veere greit & bruke en tallinje for ikke & g i surr i de positive og
negative fortegnene i et uttrykk. Har det forste leddet negativt fortegn, betyr
det at leddet er negativt, det er mindre enn 0. Star det et negativt fortegn inne
i et uttrykk, betyr det at vi skal trekke fra dette leddet.

Vi skal regne ut dette uttrykket:

-2a+b+a-2b
Forst sorterer vi g-ene og s4 b-ene. +
~
~20+a+b-2b L
54
Bokstavleddet —2a er nepativt, det vil si mindre i
enn 0. Vi bruker tallinja og begynner i punktet 34
—2a. Nar vi skal legge til, hopper vi oppover. 24
+a gir ett hopp oppover. Vi lander pa —1a, som er T ERTS
det samme som —a. Vi skriver —a som det ferste oL 9
| i ;
eddet | svaret o olar b+
Det neste leddet er +b. Vi begynner i punktet 16 0(—% 21
og skal trekke fra 2b. Nar vi trekker ifra, hopper vi -3+
nedover. Vi lander pa —1b, som er det samme -4+
som =b, og skriver —b som det andre leddet, S5+
_6 L

Svaret blir altsd: —a—b

Figur 4. Eksempel fra Kode X (Christensen, A. S., 2007, 5.18)

Teksten handler om & forenkle uttrykk i delkapitlet "Uttrykk med nega-
tive fortegn”, hvor leereboken prover 4 besvare spersmaélet ”[...] hva skjer
nér du har bokstavuttrykk med negative fortegn?”. Laereboken bruker
en tallinje som konkretisering, der tallinjen blir presentert bide med tall
og bokstaver, hvor -1a er plassert pd samme plass som -1 og -1b. Det vil si
at dersom illustrasjonen skal gi en matematisk mening, mé vi ikke bare
forutsette ata = b, menogsaata=b=1

Teksten skiller ikke tydelig mellom regnetegn og fortegn. Den bruker
ordet fortegn uavhengig om det er som binert eller singulert minus.
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Det finner vi eksemplifisert i setning nummer to og tre. Siden dette
er i introduksjonsfasen, forventer vi at leereboken presenterer addisjon
og subtraksjon av positive algebraiske uttrykk for negative uttrykk. Vi
forstar derfor eksemplet som at det egentlig tar for seg subtraksjon av
positive algebraiske uttrykk.

Den forste setningen forteller at konkretiseringen skal hjelpe oss til
a forenkle regnearbeidet med algebraiske uttrykk. Den andre setningen
starter med et utsagn som kun er riktig om vi forutsetter at leddet er kon-
stant, og det er det ikke. Leddet -2a kan uttrykkes som negativt, men det
betyr ikke ngdvendigvis at verdien er mindre enn 0. Laereboken uttryk-
ker seg trolig slik fordi det skal passe inn i konkretiseringen med tallinjen.
Dette sees pé som et tilfelle hvor det er konteksten som legger forhol-
dene til rette for utvikling av misoppfatninger knytt til variabelbegrepet.
At det algebraiske uttrykket -2a er positivt sé lenge a < 0 og negativt sd
lenge a > 0, er en viktig del av variabelbegrepet som laereboken ikke tar
hensyn til. Den tredje og siste setningen i det forste avsnittet er heller
ikke med pé & klargjore forskjellen mellom binzrt og singuleert minus,
som igjen gjeor det unedig problematisk senere & forklare subtraksjon av
negative bokstavuttrykk, som 2a - (-a) = 2a + a. -2a blir enda en gang
definert til & veere mindre enn O, og né forsgkt konkretisert i form av et
punkt pa tallinjen. Skal vi ta tallinjen péa alvor ser vi at punktet for -2a
er ssmmenfallende med punktet -2 og med det ma konkludere med at a
ikke varierer, men er lik 1. Dette er en uheldig konsekvens av gnsket om
a prove 3 konkretisere enkel algebraregning gjennom en utradisjonell
konkretisering med tallinjen. I forklaringen av utregningen av -2a + a
uttrykker en seg inkonsekvent i forhold til tidligere, hvor + a far rollen
som en operasjon og ikke som et fortegn lengre. Dette forsterkes i neste
setning gjennom "+a gir ett hopp oppover.” Bevegelsen med hopp girinn-
trykk av at det skjer noe, en opererer, mens tolkingen av +a som fortegn
er mer som noe statisk pa tallinjen. Videre velger boken ikke 8 gi noen
forklaring pé hvorfor -la er det samme som -g, til tross for at dette er
forste gangen notasjonen brukes. Videre blir +b presentert som et ledd,
nar det egentlig er kun b som er leddet. +b blir heller ikke presentert som
"ett hopp oppover” pa lik linje med +a. Boken gir med det et inntrykk av
at det er forskjell pa +a og +b i form av om de representerer hopp eller
ikke. +b blir omgjort uten noe form for kommentar til 1b og konkreti-
sert med det sammenfallende punktet 1 pa tallinjen. Til slutt far uttryk-
ket 2b rollen som subtrahend nér det uttrykkes at en ”[...] skal trekke fra
2b”. Denne subtraksjonen blir konkretisert pa tallinjen gjennom & hoppe
to nedover. Svaret, -a - b, blir til slutt paradoksalt ikke konkretisert pa
tallinjen til tross for at hele forklaringen er bygd opp rundt den.
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Feil bruk av multiplikator og multiplikand

Eksemplet i figur 5 er det forste etter at leereboken har presentert forme-
len for omkretsen til et kvadrat som O = s + s + s + 5. Det blir presentert
tolesninger i form av hvordan Marie og Daniel tenker. Maries tenkemate
er bruk av formelen, som akkurat er presentert, mens Daniels tenkemate
er det som utgjer det nye. I Daniels oversetting fra problemsituasjonen
til det matematiske symbolspraket er multiplikator og multiplikand ikke
bare bytt om i forhold til tolkingen av multiplikasjon som gjentatt addi-
sjon, men ogsd i forhold til multiplikasjon med maleenheter og normal
rekkefolge pa faktorene i formler, her O = 4s.

EKSEMPEL

Hvor stor omkrets har et kvadrat med side lik 6 cm?

Marie tenker slik: Daniel tenker slik:
Hvis s = 6 cm, blir omkretsen: Hvis 5 = 6 cm, finner jeg omkretsen slik:
fam+bam+6em+Ham 6cm-4

Figur 5. Eksempel fra Sirkel 8B (Maugesten & Torkildsen, 2006, s.124)

Variabelaspektet kommer ikke tydelig frem

Bokstaven x blir introdusert gjennom et tilsynelatende praktisk eksem-
pel om alder, men analysen var avdekker spesielt to ting (se figur 6). Det
forste er mangelen pé logisk progresjon. Ved & ta utgangspunkt i prob-
lemet som skal lgses, hvor gammel Hanna er om Bent er 10 ar, trenger
vi ikke et generelt uttrykk for Hanna sin alder i form av x + 3. Slik som
eksemplet er lagt opp, vil de aller fleste kunne lgse problemet umiddel-
bart uten noe behov for noe nytt. Det andre er at premissen i sparsmalet
vedrgrende Hanna sin alder, "Hvis Bent er 10 4r, [...]", star i konflikt med
at en rett etter pa uttrykker at en kan tenke seg at x star for alderen til
Bent og at x kan variere. Sammen med at det gir lite mening & hevde at
alderen til Bent i dette konkrete eksemplet varierer, gjor dette at varia-
belaspektet ikke kommer tydelig fram. Konteksten gjor at bokstaven
opptrer mer som en ukjent enn som en variabel. Vi forstar at alderen
til en person vi ikke kjenner kan veere hva som helst, men det er ikke
tydelig hva en egentlig mener nar en uttrykker at alderen til en konkret
person her og nd kan variere. Det er méten forfatterne presenterer kon-
teksten pa her, som gjor dette utfordrende. Ser en pa dette sammen med
progresjonen kan en pastd at eksemplet er lite egnet som inngangsport
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Uttrykk med variabler

Jog or tre 8r aldrs
enn deg.
Jeg er x &r gammal,

Hvis Bent er 10 ar, hvor gammel er Hanna da?

Hanna er tre ar eldre enn Bent,

Hvis vi tenker oss at x er et tall som stér for alderen til Bent, s& er alderen til
Hanna

x+ 3

Bokstaven x er her et symbol for et tall som kan variere, Det betyr at det kan
ha farskjellige verdier. Vi sier at bokstaven er en variabel.

Hvis Bent er 10 ir, 58 er ¥ = 10. Da er alderen til Hanna

10+ 3=13
Hvis Bent er 11 ar, 54 er x = 11. Da er alderen til Hanna
M+3=14

Figur 6. Eksempel fra Faktor (Hjardar & Pedersen, 2006, 5.185)

til hvorfor vi trenger bokstaver som symbol for variable storrelser. Det
inntrykket forsterkes gjennom avslutningen hvor en presenterer to spe-
sialtilfeller av Hanna sin alder ut i fra to ulike premiss, hvor Bent er hen-
holdsvis 10 og 11 &r. Progresjonen i dette eksemplet kan karakteriseres
som at en beskriver en situasjon, stiller et sparsmal som en umiddelbart
kan svare p4, presenterer det nye fagstoffet gjennom et generelt uttrykk
som brukes til & svare pa spersmalet en allerede vet svaret pa. Det vil si
at det nye, bokstaver som symbol for variable storrelser, ikke trengs for &
kunne lgse det egentlige problemet.

Figur 7 viser et nytt eksempel pd manglende tydelighet av variabelas-
pektet. Leereboken starter med 4 definere en variabel, for den presenterer
to kvadrat med sidelengder pd henholdsvis 3 og x. Omkretsen blir regnet
ut ved hjelp av multiplikasjon som gjentatt addisjon i bade tall- og bok-
stavuttrykket. Notasjonen 4x presenteres umiddelbart uten forklaring,
"Vi skriver ikke multiplikasjonstegn mellom et siffer og en variabel”. Vi
forstar dette som mellom tall og variabel, siden sifrene i tallsystemet
vart er de ti innbyrdes forskjellige symbolene vi bruker for & uttrykke
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Uttrykk med én variabel

En variabel er noe som kan variere, noe som kan ha ulike verdier.
Ofte skriver vi variabelen som en bokstav.

ri 3 Omkrets: 3 + 3+ 3 + 3
. =4-3=12

X Omkrets: x + & + % +x i skriver ikke multiplikasjonstegnet
=4 :x =4x mellom et siffer og en variabel.

I det lille kvadratet vet vi ikke hvor lang siden er, den kan variere.
Vi kaller den x. Kvadratets omkrets blir da 4x.
Uttrykket for kvadratets omkrets er 4x.

Omkretsen av alle kvadrater kan skrives som uttrykket 4x.
Verdien til x er lengden av siden. Nir du skal finne omkretsen av
et bestemt kvadrat, setter du inn lengden av siden i stedet for x.

Et kvadrat som har side b har omkretsen 4 - 5 = 20.
Vi sier at verdien av uttrykket 4x er 20.

Figur 7. Eksempel fra Tetra (Hagen m.fl., 2006, s.90)

ethvert tall med. Illustrasjonene viser videre at det minste kvadratet er
det med sidelengde x og det uttrykkes at "I det lille kvadratet vet vi ikke
hvor lang siden er, den kan variere”. Siden dette er det forste matet med
bokstaver som variable tallstorrelser, er det pa sin plass 8 kommentere
teksten. Vi som allerede kjenner variabelbegrepet, vil veere i stand til &
forstd hva som er det egentlige matematiske innholdet her. Men for dem
som ikke har det, kan det veere vanskelig & se for seg at sidelengden kan
vere hvilket som helst tall, ndr en skriver at sidelengden i det lille kva-
dratet kan variere. Slik som setningen er bygd opp, ved at vi ikke vet hvor
lang siden er, og med kun ett illustrert spesialtilfelle, gjor at sidelengden
opptrer mer som en ukjent enn som en variabel. Vi m& ogsa ta i betrakt-
ning at vi ser ett konkret lite kvadrat hvor sterrelsen blir sammenlignet
med ett annet konkret kvadrat med sidelengde 3. Vi er ofte opptatt av
figurer og det vi lett kan se, og det vi forst og fremst ser her er ett lite
kvadrat som vi ikke kjenner lengden til. Det er ikke trivielt 8 kunne klare
a se pa det lille kvadratet som en illustrasjon for ethvert kvadrat, altsd
et generelt kvadrat, etter bare & ha sett ett kvadrat rett for. Riktignok
uttrykkes detlengre ned at "Omkretsen av alle kvadrater kan skrives som
uttrykket 4x”, men linken mellom dette og illustrasjonen er ikke tydelig.
I tillegg er formuleringen om det lille kvadratet med pé & henvise til ett
konkret kvadrat og ikke et generelt kvadrat.

Hittil har vi presentert funn som er typiske for leerebgkene, men vi
gnsker ogsé & vise enkelte ikke-typiske funn som kan veere med pa & gi
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et mer utfyllende bilde. Vi starter med inkonsekvent skriveméte for den
variable.

Ulike skrivemdter for den variable

Lareboken starter med & skrive den variable med stor bokstav uten
kursiv, deretter liten bokstav med kursiv og til slutt liten bokstav uten
kursiv (figur 8, 9, 10).

EKSEMPEL

Fredrik er tre &r eldre enn broren sin, Mads.

a) Sén opp i en tabell hvor gammel Fredrik er hvis Mads er 3 &r, 5 ar, 7 &r og 10 &r.
b) Lag en formel som viser sammenhengen mellom alderen til Fredrik og Mads.

L@SNING
a)

Mads" alder i antall &r | Fredriks alder i antall ar

3+3=6 | Viadderer 3til
5+3=8 | alderen til Mads.

~1 o

7+3=10
[1043=13

=]

b)
F=M+3 Vi setter opp en formel som viser at vi
: sy : finner Fredriks alder (F], ved & addere 3 til
nar F star for Fredriks alder,
ot YT alderen til Mads (M).

og M stér for Mads" alder.

Figur 8. Eksempel fra Grunntall (Bakke & Bakke, 2000, 5.214)

Eksemplet i figur 8 er lerebokens introduksjon til variabelbegrepet, hvor
variablene er skrevet med ukursiverte store bokstaver, F og M. At lere-
boken bruker stor bokstav for Fredriks alder kan delvis forklares ved at
vi ofte bruker stor bokstav for den avhengige variabelen i matematiske
formler. Hvorfor den bruker stor bokstav for alderen til Mads, lar seg
ikke forklare pd samme mate. Personnavn blir som kjent skrevet med
stor forbokstav, og det at leereboken bruker store bokstaver for alderen
til Fredrik og Mads kan gjore at en heller tenker pé personene Fredrik og
Mads, enn alderen til dem. En legger da forholdene til rette for misopp-
fatningen bokstav brukt som objekt. Leereboken folger heller ikke vanlig
praksis siden den utelater kursiv skrift pa den variable, og med det bidrar
til at forskjellen mellom bokstav brukt som forkorting av personnavn og
bokstav brukt som variabel ikke blir tydelig. I resten av delkapitlet brukes
det konsekvent stor bokstav uten kursiv for den variable, mens i det
pafelgende delkapitlet er det smé kursiverte bokstaver (figur 9).
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Verdien av et uttrykk

MNér vi har at uttrykk eller en formael, kan vi sette inn tall og regne ut verdien. Fra
tidligere kjenner du sikkert formelen for arealet og omkretsen av et kvadrat der
siden er s.

=

‘ Arcalet: s- 5
‘ Omkretsen: s+ s+ 5+5=4-5

5

Dersom vi vet hvor lang siden s er, kan vi finne arealel og omkretsen ved a bylle
ut s med sidens lengde og regne ul.

Figur 9. Eksempel fra Grunntall (Bakke & Bakke, 2006, s.215)

Den variable sidelengden blir her korrekt skrevet i kursiv og har nd
fatt den ordinaere notasjonen i form av liten bokstav. Formelen for
omkretsen er ogsé forklart gjennom den korrekte gjentatte addisjonen,
s+ s+ s+s=4-s Variabeluttrykket 4-s er ikke skrevet forkortet som 4s,
som kan veere med pd & fremheve det matematiske innholdet i uttrykket.
Vimerker oss at en om den variable skriver at ”[...] siden er s”. Ved 4 skrive
at s er siden og ikke sidelengden, er en med pa & tilrettelegge for misopp-
fatningen bokstav brukt som objekt. Nar en skriver at siden er s, er det
lett & tolke s som et navn pé linjen, pa lik linje med navnet pa en person.
Uttrykksmaten "Dersom vi vet hvor lang siden s er [...]"” forsterker dette.

P& den neste siden i leereboken er den variable fortsatt skrevet med
liten bokstav, men nd ikke med kursiv skrift lenger (figur 10).

EKSEMPEL

Regn ut verdienav2-a+bnara=2ogb=3.

LOSNING

2:-a+b=

2.243= Vi erstatter a og b med verdiene (tallene)
A gy som a og b har, og regner ut.

Figur 10. Eksempel fra Grunntall (Bakke & Bakke, 2006, s.215)

Notasjonen med & skrive de variable uten kursiv blir gjort i resten av
kapitlet, bortsett fra pa to figurer og ett tilfelle hvor den variable er spesi-
fisertiantall cm. I disse tre tilfellene star den variable i kursiv. Selv om det
er mulig 8 se en form for menster i nar leereboken velger kursiv og ikke-
kursiv, og stor og liten bokstav, blir dette ikke kommentert. I trykt skrift
er det vanlig & skrive den variable i kursiv, og vi ser p4 den manglende
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konsekvente notasjonen som et illustrerende eksempel pé leerebgkenes
lite tydelige fremstilling av den variable spesielt, og algebraen generelt.

Det siste eksemplet er et sjeldent tilfelle av hvordan leting etter
menster kan fore frem til et variabeluttrykk.

Monster som utgangspunkt for et variabeluttrykk

Eksemplet (figur 11) tar utgangspunkt i et menster, beskrevet geometrisk
og med tall, som grunnlag for det generelle algebraiske uttrykket. Eksem-
plet er med pé & synliggjore forbindelser mellom tall og algebra gjennom
leting etter megnster, og med det ligger forholdene til rette for leerepla-
nens gnske om at algebra skal "generaliserer talrekning” (UFD, 2005,
s.3). Algebraen kommer her som en naturlig konsekvens av et gnske om
a uttrykke seg generelt. Konteksten og progresjonen fra det spesielle til
det generelle legger forholdene til rette for at elevene selv er med pa 4 gi
mening til, og forstd, hvorfor vi trenger bokstaver som symbol for varia-
ble storrelser. Dette didaktiske aspektet svekkes kraftig gjennom valget
med 8 plassere eksemplet til slutt i kapitlet, og med det blir en avslutning
og ikke en introduksjon til algebra.

A finne tallmgnstre: fyrstikkfigurer

Eksempel
Niér vi lager figurene, O @ m
ser vi at vi md legge til

5 fyrstikker for 4 fi neste  "184r1 aarts T 2

S T |
Vi fir denne tabellen: nummer | fyrstikker
Fra figur 5 til figur 10 fir vi en gkning pa . 6

5 - b fyrstikker = 25 fyrstikker. Figur 2 11
nummer 10 har altsd 51 fyrstikker. 3 16
Fra figur 10 til figur 30 far vi en gkning pa 3 =

20 - 5 fyrstikker = 100 fyrstikker.

Figur nummer 30 har altsd 151 fyrstikker. 5 26

Nér vi studerer tallfglgen, ser vi at

En multiplikasjon av
n og 5 kan vi skrive 5n,
uten multiplikasjonstegn.
Legg merke til at vi
skriver tallet farst,

i figur nummer 1 er antall fyrstikker 1-5 + 1
i figur nummer 2 er antall fyrstikker 2+ 5 + 1
i figur nummer 3 er antall fyrstikker 8 - 5 + 1

i figur nummer 4 er antall fyrstikker 4 - 5 + 1

i figur nummer 5 er antall fyrstikker 5+ 5 + 1

i figur nummer n er antall fyrstikkern - 5 + 1 = 5n + 1

Figur 11. Eksempel fra Tetra (Hagen m.fl., 2006, 5.99)
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Oppsummering av funn og refleksjon

Funnene vare tyder pa at det er til dels manglende samsvar mellom leere-
planens fortolkede intensjon og leerebgkenes fremstilling nér det gjelder
hvordan bokstaver brukt som symbol for variable sterrelser blir intro-
dusert. De manglende samsvarene arter seg pa flere méter, men felles
for lerebokene er at algebraen i liten grad generaliserer talleeren, som i
folge Mason (1996) er den viktigste siden ved algebraisk tenking, og nek-
kelen til at algebra ikke forblir et problememne. Den manglende sam-
menhengen til tall blir forsterket gjennom eksempel hvor progresjonen,
konteksten og forklaringen gjor at variabelaspektet ikke kommer tydelig
frem. Mangelfulle sammenhenger kan relativt enkelt unngas ved at leere-
bokene benytter seg av en rekke spesialtilfeller med tall som grunnlag
for det generelle uttrykket med bokstaver. Vi gnsker & eksemplifisere
dette gjennom 4 endre eksemplet om alderen til Hanna og Bent i figur 6
(Hjardar & Pedersen, 2006, s.185).

Tenk deg en jente som heter Hanna, og en gutt som heter Bent, som vi
ikke kjenner alderen til. Det eneste vi vet er at Hanna er 3 &r eldre enn
Bent. Ved & bruke denne informasjonen ensker vi 4 finne et uttrykk
for alderen til Hanna. Vi tenker oss at dersom Bent er 10, da m4 Hanna
vaere 10 + 3. Dersom Bent er 11, da m3 Hanna veaere 11 + 3. Dersom Bent
er 15, da mé Hanna veere 15 + 3. Vi setter det opp i en oversiktlig tabell.

Bent Hanna
10 10+3
11 11 +3
15 15+3

Antall 4r som Bent er, vet vi ikke, men vi vet at det er ett tall. Siden vi
ikke vet hvilket tall det er, kan vi kalle det for x. Dersom Bent er x 4r, hva
kan vi da si om alderen til Hanna? Bruk tabellen og se etter et manster
som kan hjelpe. Vi ser da at alderen til Hanna er Bent sin alder pluss 3.

Bent Hanna
10 10+ 3
11 11+3
15 15+3
X x+3

102 Nordic Studies in Mathematics Education, 20 (3-4), 83-109.



INTRODUKSJON AV ALGEBRA I MATEMATIKKB@KER

Viharné laget oss et uttrykk, x + 3, som viser alderen til Hanna, til tross
for at vi ikke vet alderen til Bent.

Dette er nytt for elevene, og som de ikke kan svare umiddelbart p3,
noe som gjor at det er lettere 4 gi mening til og overbevise elevene om
hvorfor vi trenger bokstaver som symbol for variable storrelser. Boksta-
ven kommer her som en konsekvens av et gnske om & uttrykke seg gene-
relt. I var alternative fremstilling tar vi pd alvor Masons (1996) tanker
om & gé fra en rekke tallmessige spesialuttrykk til et generelt algebraisk
uttrykk, og med det vektlegger bokstav brukt som generalisert tall.

For fem av de seks analyserte leerebgkene kan den manglende sam-
menhengen mellom tall og algebra forklares gjennom de to tolknings-
mulighetene hvor menster og tallmessige sammenhenger kommer enten
for eller etter algebramanipulasjon. For leereboken som introduserer den
variable gjennom funksjoner, og med det er mer i trdd med M87 (KUE,
1987) enn LKO06 (UFD, 2005), kan det sees pa som en materialisering av
Kendal & Staceys (2004) pastand om at det ikke eksisterer kun en mate
dnerme seg algebraen pa. Det manglende samsvaret mellom leerebgkene
og dagens leereplan korrelerer med Alseth m.fl. (2003) sitt algebrafunn
i lerebokene fra L97-perioden (KUF, 1996), og er et nytt eksempel pé at
den implementerte leereplanen avviker fra den intenderte planen. Det
inntrykket forsterkes ved at eksempler som inneholder menster, som
Hagen m.fl. (2006, s.99), plasseres til slutt i kapitlet. En mulig forklaring
pa det er at algebra tradisjonelt sett har hatt et sterkt manipulasjonsfo-
kus, men det kan ogsa forklares ved at menster kun blir nevnt i kompe-
tansemalene etter 7. trinn og at algebra vanligvis ikke er et eget emne
for i 8-. eller 9. klassebgkene. I tillegg er leerebgkene for ungdomstrinnet
ofte skrevet av andre forfatteren enn pd mellomtrinnet. I praksis kan
det bety at monster, som er beskrevet etter 7. trinn, ikke tas hensyn til
nér en skal skrive leerebgker for 8.-10. trinn. Forfatterne skriver forst og
fremst ut fra kompetansemalene etter 10. trinn, og der stér det ingenting
om mgnster. Funnene vare gir gkt naering til forslagen 9-12 i rapporten
om matematikk i norsk skole anno 2014 (Utdanningsdirektoratet, 2014,
s.96), hvor det foreslas kompetansemal etter 8. og 9. trinn, mer detaljerte
kompetansemal og styrking av algebra i leereplanen.

Nar det gjelder de fire historiske beskrivelsene av skolealgebraen,
opptrer den forst og fremst som et eget emne i de seks leerebgkene.
Emnet bestar primeert av formell manipulasjon med bokstavuttrykk,
hvor det vies lite oppmerksombhet til hvorfor en kan manipulere. Lere-
bokene benytter i begrenset grad mulighetene til & bygge videre pé elev-
enes kunnskaper i tallere, som igjen forer til at algebraen fremstar som
langt mer isolert enn den trenger & veere. Det inntrykket forsterkes ved at
leerebgkene introduserer forkortede skrive- og utregningsméater med en
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gang, samt at det er kun én leerebok som bruker samme navn pa introduk-
sjonskapitlet, tall og algebra, som leereplanen bruker pa hovedomradet.

Wheelers (1996, s.325) pastand om at den valgte introduksjon far
konsekvenser for hvordan de andre sidene av algebraen kan nés, gjelder
selvfolgelig for de analyserte leerebgkene ogsd. Leerebgkenes fokus pa
manipulasjon, og manglende generaliseringer fra talleeren, legger ikke
forholdene til rette for verken variabelaspektet, bokstavenes kontekstav-
hengighet eller hvorfor vi trenger bokstaver som symbol for variable stor-
relser. Hovedomrédet tall og algebra innbyr til en induktiv tilneerming
hvor bokstavene kommer som en naturlig konsekvens av gnsket om &
uttrykke seg generelt. En slik tilneerming vil ogsa veere med pé & dempe
misoppfatningen bokstav brukt som objekt, fordi bokstavenes rolle blir
forst og fremst som symbol for noe som varierer.

Konklusjon

Introduksjonen til bokstaver som symbol for variable sterrelser varie-
rer med hensyn til klassetrinn, mengde og kontekst. Samtidig har leere-
bokene det til felles at de i liten grad benytter mulighetene til & bygge
videre pa og dra sammenligninger til talleere. Algebra fremstér som et
isolert emne til tross for at det er satt sammen med tall i leereplanen.
Innholdet er i hovedsak algebramanipulasjon, hvor en i liten grad legger
opp til begrunnelser for notasjon og hvorfor en kan bedrive manipula-
sjon. Konteksten og progresjonen i eksemplene gjor at variabelaspek-
tet blir lite tydelig. I tillegg finner vi feilaktige formuleringer, illustra-
sjoner og matematiske resonnement, som legger forholdene til rette for
utvikling av misoppfatninger. Algebrakapitlene fremstar i sin helhet
som lite pavirket av intensjonen med hovedomrédet tall og algebra, og av
algebradidaktisk forskning og utvikling.

Studien har gitt ny kunnskap om hvordan norske ungdomsskolebgker
introduserer algebra. Den har vist hvordan mangelfulle ssmmenhenger
til talleere relativt enkelt kan unngés ved & benytte mer induktive frem-
stillinger hvor en eksemplifiserer en rekke spesialtilfeller med tall som
grunnlag for det generelle med bokstaver, som i eksemplet om alderen
til Hanna og Bent (Hjardar & Pedersen, 2006).

Studien kan brukes som delforklaring pa svake norske algebrare-
sultater pa nasjonale og internasjonale tester, og setter spgrsmélstegn
ved lerebokforfatternes tolking av hovedomradet tall og algebra i
leereplanen.
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Abstract

In this paper we present findings from an analysis of the chapters intro-
ducing algebra in six mathematics textbooks used in lower secondary
schools in Norway. The introduction of letters as symbols for variables
varies with respect to grade, quantity and context. Through an induc-
tive qualitative content analysis we characterise insufficient aspects of
the different chapters. The main findings are that the variable aspect is
not clear, and that the textbooks hardly use the opportunities to build
on arithmetic. In addition we find erroneous formulations, illustra-
tions and mathematical reasoning, which facilitates the development of
misconceptions.

Nordic Studies in Mathematics Education, 20 (3-4), 83-109. 109



110 Nordic Studies in Mathematics Education, 20 (3-4).



