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Modellerings betydning
for tilegnelsen af
matematiske begreber

Morten Blomhgj

For at illustrere betydningen af virksomhed med matematisk modellering for elever-
nes tilegnelse af matematiske begreber i den elementaere matematikundervisning
giver artiklen dels en teoretisk diskussion, dels en preesentation af nogle af over-
vejelserne bag og resultaterne af et udviklingsarbejde vedrgrende modellering af
dynamiske systemer ved hjeelp af differensligninger og regneark. Udviklingsarbejdet
har omfattet undervisningsforlgb i matematikundervisningen pa 9. og 10. klassetrin
i den danske folkeskole. Under forlgbene har eleverne arbejdet med at opbygge,
analysere og kritisere matematiske modeller. Analysen har vist, at elevernes virk-
somhed med modellering indeholder et veesentligt potentiale i forhold til elevernes
tilegnelse af de matematiske begreber, der indgar i virksomheden. Artiklen bygger
pa et udviklingsarbejde, der er en del af en Ph.D.-afhandling med titlen "Samspil
mellem teori og praksis i matematikkens didaktik”.

Modellering i den elementaere matematikunder-
visning — hvorfor det?

Internationalt er inddragelsen af modeller og modellering uden tvivl
de sidste tyve ars mest markante fellestraek ved udviklingen i curricu-
la for matematikundervisningen. I Danmark har modellerne siledes
inden for de sidste fem ar fundet vej ind i bekendtggrelser og undervis-
ningsvejledningerne for matematikfaget i gymnasiet (Undervisnings-
ministeriet [Um], 1988), 1 den almene voksenundervisning (Kultur-
ministeriet, 1990) og i folkeskolen (Um, 1990). Forud for og sidelg-
bende med denne udvikling, har der i det matematikdidaktiske milj@
varet en omfattende international debat vedrgrende begrundelserne
for og indretningen af en matematikundervisning, der har modeller
og modellering som et centralt element. Niss (1980, 1987, 1989) og
Blum (1991) giver et review af denne debat.

Debatten har imidlertid ingenlunde fort til en afklaring af spgrgs-
malet om, hvilken rolle modeller og modellering kan og bgr spille
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i matematikundervisningen pa de forskellige niveauer. Snarere har
debatten fort til erkendelse af problemfeltets kompleksitet. Komplek-
siteten kan illustreres ved listning af fglgende fem problemfelter, der
ngdvendigvis ma vare involveret i en belysning af modellers rolle
og placering i matematikundervisningen:

(1) Det erkendelsesteoretiske overvejelsesfelt — spgrgsmal vedr. mate-
matiske begrebers natur og vaesen

(2) Det peedagogiske og psykologiske overvejelsesfelt — spgrgsmal
vedr. undervisnings- og l@reprocesser 1 matematik

(3) Demokratiaspektet — spgrgsmal vedr. matematisk kompetence
som element i en almen demokratisk kompetence i et moderne
hgj-teknologisk samfund

(4) Implementationsproblemet — vanskelighederne med at bryde og
udvikle undervisningstraditionen i matematik

(5) Det edb-meessige overvejelsesfelt — spgrgsmal vedr. brugen af edb,
herunder specielt mulighederne for at arbejde med forskellige
repraesentationer af matematiske sammenhange.

Netop derfor anser jeg spgrgsmalet om modellers rolle og placering
i matematikundervisningen for at vare et centralt omrade i den ma-
tematikdidaktiske forskning.

Det udviklingsarbejde!, der danner baggrund for denne artikel,
er tilrettelagt og gennemfgrt med henblik pa at skabe situationer i
matematikundervisningen pa 9.-10. klassetrin, hvor eleverne selv-
stendigt kan opbygge, analysere og kritisere matematiske modeller.
I det fglgende refererer jeg til en sadan virksomhed med termen
modellering.

I denne artikel vil jeg imidlertid begrense mig til at diskutere
tilretteleggelsen og resultaterne af udviklingsarbejdet i forhold til
felgende begrundelse for at inddrage modellering 1 den elementere
matematikundervisning:

Arbejde med opbygning, analyse og kritik af simple matematiske
modeller kan give grundlag for elevernes tilegnelse af teoretisk ma-
tematiske begreber, og til at disse begreber bliver en integreret del
af elevernes viden og kunnen.

Dette valg ma ikke tages som udtryk for, at jeg anser de andre

! Udviklingsarbejdet er realiseret i samarbejde med tre matematiklerere: Vibeke Nielsen,
Mgrdrupskolen, samt Anna Laursen og Kirsten Faxedahl, Trergdskolen. Endvidere har Ole
Bredo, Danmarks Pedagogiske Institut, deltaget i udviklingsarbejdet som psykolog og Viggo
Sadolin, Danmarks Larerhgjskole, har medvirket som matematiker. Udviklingsarbejdet er
detaljeret beskrevet i (Blomhgj, 1992a).
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begrundelser, der sedvanligvis fremha@ves som argumenter for at
inddrage modeller og modellering i matematikundervisningen (se
f.eks. Niss, 1989, s 23-24) som mindre vigtige — bestemt ikke. Men
nar det gelder den elementare matematikundervisning er modelle-
rings betydning for elevernes tilegnelse af matematiske begreber mere
grundleggende end flere af de gvrige begrundelsesargumenter.

Det gzlder for det fgrste for argumentet (Niss, 1989, s 23), der
havder at arbejdet med modeller kan give et vigtigt bidrag til udvik-
lingen af en modelleringskompetence, der er potentielt anvendelig
i uddannelses- og erhvervssammenhange. En af forudsatningerne
for, at eleverne kan udvikle en praktisk anvendelig modellerings-
kompetence, er nemlig, at eleverne tilegner sig matematiske begreber
og metoder pa en sddan made, at de selvstendigt kan anvende dem
som modelleringsredskaber — ogsd i situationer der er nye for dem.

Lad os for det andet se pa argumentet (Niss, 1989, s 23) om, at
arbejdet med modeller og modellering kan give et vigtigt bidrag til
elevernes udvikling af en generel kritisk dgmmekraft overfor opstil-
ling og anvendelse af matematiske modeller. Hvis et sadant sigte skal
tilgodeses —ogsa i den elementare undervisning — kraever det, at der i
undervisningen kan skabes situationer, hvor eleverne kan fa lejlighed
til at analysere og kritisere anvendelsen af simple matematiske model-
ler, hvad enten de selv har opstillet dem eller ej. En grundleggende
forudsatning for en sadan virksomhed er, at eleverne er i stand til
skelne mellem modellen, der evt. er representeret symbolsk (f.eks.:
P =P g) og det system, der modelleres og som udggr konteksten for
den konkrete interpretation af modellen, hvor symbolerne fortolkes
med henvisning til systemets objekter (f.eks. fortolkes P_som prisen
for g kg kartofler og P, som kiloprisen). Eleverne kan imidlertid kun
fastholde en sddan adskillelse, hvis de har en — i det mindste begyn-
dende — teoretisk forstaelse af de begreber, der indgar i modellen.

Jeg hevder med andre ord, at grundlaget for, at eleverne kan fa
mulighed for at kritisere opstilling og anvendelse af matematiske mo-
deller er, at der i undervisningen arbejdes med modellering af simple
sammenh@nge under anvendelse af matematiske begreber, der i for-
vejen indgar i undervisningen. Netop herved kan elevernes arbejde
med modellering give et vigtigt bidrag til tilegnelse af de matematiske
begreber der kommer i spil i sadanne modelleringssituationer. En og
samme elevvirksomhed kan séledes anskues bade ud fra elevernes
tilegnelse af bestemte matematiske begreber og ud fra deres arbejde
med modellering, der har en teoretisk forstaelse af disse begreber
som forudsatning. Dette udggr en leringsmassig komplementaritet,
der ma spille en vigtig rolle i overvejelserne af modellering i den
element@re matematikundervisning.
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Situationen i den danske folkeskole

Nar det gelder den elementere matematikundervisning, er det specielt
pakravet, at beskaftigelsen med modeller og modellering ses som
en integreret del af elevernes tilegnelse af matematisk viden, der er
potentielt brugbar overfor virkelighedens problemer. Inddragelsen
af modeller i den danske folkeskole er imidlertid sket i forbindelse
med en generel bestrabelse pa at integrere edb i de enkelte skolefag.
11990 udsendtes saledes en ny supplerende undervisningsvejledning
vedrgrende faget regning/matematik og edb. Denne indeholder et helt
kapitel om problemlgsning og modeller (Um, 1990, s 17-23). Heri
leegges der op til, at eleverne fortrinsvis skal arbejde med edb-model-
ler (modeller, der er implementerede i feerdige edb-programmer).

En typisk undervisningsaktivitet kunne i denne forbindelse vare et
forlgb, hvor eleverne introduceres til et edb-program, der kan simulere
udviklingen af Danmarks befolkning ud fra bestemte modelantagel-
ser. Eleverne foretager forskellige modelkgrsler, og eksperimenterer
herunder selv med modellen ved at @ndre pa udvalgte model-para-
metre. Endvidere arbejder de med at fortolke programmets output
(tabeller og grafer) i forhold til spgrgsmal om udviklingen i befolk-
ningens stgrrelse og sammensatning under forskellige forudsatninger
(Malmberg, 1987) og (Larsen mfl, 1992, s 14-20).

En sadan fortolkning af, hvad det skal betyde at arbejde med mo-
deller i folkeskolens matematikundervisning vil klart blive under-
stgttet af, at den almindelige holdning blandt matematiklerere er, at
opbygning og behandling af matematiske modeller i undervisningen
kraver enten avanceret matematisk teori (mindst gymnasieniveau)
eller datalogiske hjelpemidler. Hvis praksis omkring inddragelsen af
modeller udvikler sig ensidigt i denne retning vil undervisningen ikke
kunne tilgodese det kritiske sigte, der i undervisningsvejledningen
anfgres som en begrundelse for inddragelsen af modeller i skolens
matematikundervisning:

Arbejdet med edb-modeller i skolen kan somme tider forega ved brug
af feerdige modeller, hvor eleverne ikke har haft nogen indflydelse pa
udformningen. Det er imidlertid afggrende, at de i undervisningen ogsa
mgder eksempler pd modeller, hvor de kan tage del i overvejelserne
over modellens opbygning, séledes at de pa grundlag af et fgrstehénds-
kendskab til modellen kan tage kritisk stilling til dens anvendelses-
muligheder i forelagte problemlgsningssituationer (Um, 1990, s23).

Som det antydningsvis fremgér af citatet anses elevernes forstaelse af
den matematik, der indgér i modellerne for at vere en forudsetning
for, at de kan forholde sig kritisk til modellerne.
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Den anden side af komplementariteten, (at modellering kan bidrage til
elevernes tilegnelse af matematiske begreber) er derimod fuldstendigt
fravaerende 1 edb-vejledningen. Her er der 1 hgj grad tale om erkendte
vanskeligheder. Selvom der pa 7.-10. klassetrin bruges megen un-
dervisningstid (omend vasentligt mindre end tidligere) pa begreber
som “proportionalitet” og ’den rette linies ligning” er det kun de
allerfaerreste elever, der bliver i stand til at anvende disse begreber
til modellering af fenomener fra dagligdagen uden for skolen eller
fra andre skolefag. Disse vanskeligheder viser sig sarligt tydeligt
ved overgangen fra folkeskolen til gymnasiet. Skolesystemets erken-
delse af vanskelighederne viser sig bl.a. ved, at der til de afsluttende
skriftlige prgver i matematik aldrig stilles opgaver, hvor eleverne selv
skal matematisere en sprogligt formuleret sammenhang, endsige selv
ggre antagelser som muligggr en matematisering.

Modellering som grundlag for tilegnelsen af matema-
tiske begreber.

Saledes motiveret, at jeg i denne artikel beskaftiger mig med model-
lerings betydning for tilegnelsen af matematiske begreber, vil jeg i
de to fglgende afsnit fremfgre henholdsvis et didaktisk og et erken-
delsesteoretisk argument for, at modellering kan spille en vigtig rolle
1 tilegnelsen af matematik.

Et didaktisk argument

Serligt fra den erkendelsesteoretisk orienterede indleringspsykologi
har der kunnet hentes stgtte til kritikken af den traditionelle opfattelse
af lering 1 matematik. Sterkt inspireret af konstruktivismen er det
inden for denne del af indleeringspsykologien efterhanden en grundan-
tagelse 1 studiet af lereprocesser, at viden og kognitive strategier
konstrueres af den laerende selv (Lerman, 1989). Paul Cobb (1988)
skriver om denne antagelses forhold til studiet af lereprocesser i
matematik:

This widely held assumption has a solid epistemological foundation
and is generally consistent with literature that documents students’ cog-
nitive delevopment in specific areas of mathematics, particularly their
misconceptions (s 87).

Hvis man vil uddrage didaktiske konsekvenser for matematikunder-
visningen af den konstruktivistiske opfattelse af lering, rejser der sig
imidlertid en r&kke vanskelige undervisningsmassige problemer.
Lad mig her n&vne to af de vigtigste:
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(1) Hvordan kan lereren tilretteleegge undervisningssituationer,
der kan stgtte en sadan personlig begrebskonstruktion for alle
elever?

(2) Hvordan kan undervisningen bidrage til, at der pa grundlag af de
enkelte elevers lering opbygges en felles faglig lering i klassen,
der er i rimelig overensstemmelse med det tilsigtede?

I tilknytning til (1) er det afggrende, at udgangspunktet for en per-
sonlig konstruktion af matematiske begreber er den lerendes egne
handlinger samt tidligere erhvervet viden og erfaringer. Nar eleverne
mgder til matematikundervisningen, har de omfattende erfaringer
og viden vedrgrende en lang rekke fa&nomener, der kan beskrives,
analyseres og beherskes ved hjelp af matematik. Sadanne erfa-
ringer stammer savel fra andre skolefag som fra dagliglivet uden for
skolen, men det er karakteristisk, at de ikke har karakter af faerdige
matematiske begrebsdannelser. Det krever derimod en omfattende
undervisningsindsats at realisere sadanne erfaringer som grundlag
for elevernes konstruktion af matematiske begreber.

Hvis elevernes erfaringer skal udnyttes som grundlag for deres
personlige konstruktion af matematiske begreber, ma der derfor i
undervisningen skabes situationer, hvor elevernes erfaringer ved
lererens mellemkomst kan forbindes til matematiske begreber og
relationer. I denne sammenhang er matematisk modellering — taget
i begrebets bredeste betydning — efter min opfattelse et s@rdeles
vigtigt didaktisk redskab.

Ser vi pa (2), tegner der sig et &gte dilemma for en matematikunder-
visning, der bygger pa en konstruktivistisk opfattelse af lering. Pa den
ene side skal lereren gennem sin undervisning fremme opbygningen
af en felles teoretisk faglig viden, der er i rimelig overensstemmelse
med sigte og mal for faget i skolen. Pa den anden side ma lareren
— for at give grundlag for elevernes personlige konstruktion af viden
—1sin undervisning tage udgangspunkt i den enkelte elevs erfaringer.
Det er klart, at dette dilemma strammer til, hvis det officielle méal med
undervisningen detaljeres, og hvis elevernes baggrund, opfattelser
og indstilling dehomogeniseres. Paul Cobb (1989) henfgrer dette
dilemma til betydningsforskelle vedrgrende begrebet “matematisk
viden” nar det analyseres ud fra en erfaringsmassig, henholdsvis
en kognitiv kontekst. Som en tredje vinkel pa analysen af begrebet
“matematisk viden” opererer Cobb med en antropologisk kontekst.
Her betragtes matematisk viden som eksisterende i det sociale samspil
mellem mennesker og viden bliver hermed noget, der i dette samspil
udvikles gennem drgftelser, forhandlinger osv. Dette rummer en
didaktisk interessant mulighed for at hdndtere det omtalte dilemma
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ved i undervisningen at laegge hovedvagten pa konstruktion af en
feelles faglig viden gennem den sociale proces i klassen.

Hvis der i arbejdet med modellering leegges vaegt pa vekselvirk-
ningen mellem pa den ene side elevernes faglige forudsatninger
og den matematiske opbygning af modellen og pa den anden side
elevernes erfaringer og nye indsigter vedrgrende det pagzldende
virkelighedsomrade, kan modellering vare et nyttigt arbejdsredskab
for leereren i handteringen af dette dilemma.

Tilsvarende synspunkter fremsattes af Wyndhamn (1992), der ud
fra en konstruktivistisk synsvinkel analyserer betydningen af adskil-
lelsen mellem den matematik, eleverne bruger i hverdagslivet, og den
matematik, de mgder i matematikundervisningen. Han argumenterer
for, at arbejdet med modellering kan skabe den ngdvendige forbin-
delse mellem matematikken i de to miljger. Modellering kan herved
blive et redskab til at overkomme parallelisme-problemet.

Et erkendelsesteoretisk argument

Steinbring har i ”Routine and meaning in the mathematics class-
room.” (1989) bl.a. behandlet spgrgsmalet om elevernes tilegnelse
af matematiske begreber. Steinbring betragter et objekt (en genstand
for undervisning, f.eks. en eller flere opgaver knyttet til en felles
kontekst) og de symbolske reprasentationer, som eleverne benyt-
ter til representation af deres handlinger med objektet og deres
resultater af disse handlinger. Pointen er, at det eller de begreb(er),
som lareren gennem undervisningen sigter pa, at eleverne tilegner
sig, opbygges i eleven i kraft af et netverk af relationer, som eleven
oplever mellem objekt og symbol. Steinbring fremhaver, at mate-
matikundervisning ofte tager form af at relatere aktuelle symbolske
representationer til et givet anvendelsesomrade for derved at indgve
operative manipulationer med symbolerne. T@nk f.eks. pa den tradi-
tionelle undervisning i procentregning og regning med brgker. Netop
derfor er det overordentlig vigtigt, at man i undervisningen bevidst
sgger at adskille anvendelsessiden fra reprasentationssiden af den
matematiske viden.

Nar det drejer sig om matematisk modellering er det intenderede
objekt for elevvirksomheden et system som skal modelleres. En
sadan virksomhed vil ngdvendigvis involvere en rakke matema-
tiske begreber, der kan vaere mere eller mindre i fokus i forhold til
lererens planlegning. Det centrale er imidlertid, at hvis eleverne i
undervisningen kommer til at arbejdet med opbygning, analyse og
kritik af simple matematiske modeller, vil de ogsa udvikle de princi-
pielle foruds@®tninger for at tilegne sig en rekke vigtige matematiske
begreber.

Nordisk matematikkdidaktikk nr 1, 1993



Modellerings betydning for tilegnelsen af matematiske begreber

Dette syn pa det leeringsmaessige potentiale i modelleringsvirksomhed
deles af den schweiziske gruppe omkring B. Vitale, der bl.a. har udfgrt
empiriske studier af elevers modelleringsvirksomhed 1 LOGO-om-
givelser (Vitale, 1991).

For us, ’model-building” goes much deeper than either ’giving an expla-

nation” or “making a procedural analysis” of observed phenomena and

ways of thinking. ..... several psycho-cognitive components intervene
in the description of this activity: in particular, the recognition by the
pupil of the need (or, at least, the interest) of a model for the solution of

a problem; the capability of verbal, gestual and graphical representations

of the underlying process; the explicit choice and the clear definition of

the relevant variables, parameters and functional dependencies, needed

for the mathematical description (Gurtner & Vitale, 1991, p. 2).

Det er imidlertid oplagt, at et sadant sigte med modellering i den
elementere matematikundervisning stiller store krav til lereren. For
det fgrste kraever det en stor didaktisk indsats at skabe situationer,
hvor eleverne rent faktisk selv arbejder med modellering. For det
andet er det vanskeligt for l&reren, der som sin overordnede hensigt
med virksomheden naturligt nok har selve modeldannelsen, at fast-
holde intentioner vedrgrende elevernes tilegnelse af de matematiske
begreber, der indgar i elevvirksomheden. For det tredje kreever det
et fagligt overskud og overblik at udnytte situationer, der opstar i
en sadan modelleringsvirksomhed, som stgtte for de enkelte elevers
tilegnelse og afklaring af indgaende matematiske begreber. Hertil
kommer at lzreren er forpligtet til at sgge at almenggre de enkelte
elevers erfaringer som grundlag for opbygning af en falles faglig
viden for hele klassen.

Hvis man tager intentionen for folkeskolens matematikundervis-
ning om, at undervisningen skal bidrage til, at eleverne erhverver sig
en potentielt brugbar viden, som de kan anvende ogsa i situationer,
der er nye for dem — og ikke blot instrumentale feerdigheder som kun
kan bringes i anvendelse overfor bestemte standard problemer — er det
imidlertid pékrevet at vi forsgger at imgdega disse vanskeligheder
med forsknings- og udviklingsmassig indsats.

Udviklingsarbejdets faglige indhold og organisering
Udviklingsarbejdet har omfattet gennemfgrelsen af 2 undervisningsfor-

2 Udviklingsarbejdet er forlgbet i tre faser: (1) det forberedende samarbejde med lzrerne;
(2) gennemfogrelsen af undervisningsforlgbene; (3) evaluering af udviklingsarbejdet. I
Blomhgj (1992b) er udviklingsarbejdet beskrevet som eksempel pé en forskningspraksis
inden for matematikkens didaktik, der har samspillet mellem udviklingen af didaktisk teori
og matematikundervisningens praksis som overordnet sigte.
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lgb 4 4-7 lektioners Vari%hed ien 9. og to 10. klasser samt et forlgb
i yderligere en 9. klasse~. Det faglige indhold i udviklingsarbejdet
kan kort beskrives som modellering af dynamiske systemer ved
hjelp af differensligninger, der kan beregnes 1 et regneark. Efter 4
lektioners forudgaende introduktion til regnearket infaREGN , blev
eleverne af deres larer presenteret for en problemstilling, der skulle
danne udgangspunkt for deres arbejde med modellering”. Fglgende
emner/problemstillinger blev behandlet i udviklingsarbejdet: Tal-
fglger (flere forskellige problemstillinger, primart introduktion til
regnearket), Lineare funktioner (flere forskellige problemstillinger),
En bil bremser, Vindenergi, Afkgling, Afbetalings- og opsparings-
ordninger (flere problemstillinger). Efter lererens prasentation af
problemstillingen arbejdede eleverne i grupper pa 2-3 elever, der
hver havde en computer til radighed. Til stgtte for elevernes arbejde
var der i samarbejde med l@rerne udarbejdet elevtekster til de enkelte
problemstillinger*. Disse tekster blev givet som lektier forud for de
enkelte forlgb.

I forhold til modellerings betydning for elevernes tilegnelse af
matematiske begreber bygger valget af fagligt indhold pa, at eleverne
pa skolens @ldste klassetrin har forudsatninger for selv at fortolke
og opstille differensligningsmodeller for simple dynamiske systemer
(ogsa omfattende koblede processer), i en iterativ notationsform. Ek-
sempelvis kan en opsparingsannuitet beskrives ved ligningen:

NyK=K+r-K+1,

hvor K er den aktuelle saldo, Ny K er saldoen efter den naste termin,
r rentefoden pr. termin og [ er det faste indskud pr. termin. Efter en
kort introduktion til regnearket infaREGN kan eleverne selv imple-
mentere sadanne differensligningsmodeller ved hjelp af formelkopi-
ering, saledes at de kan analysere modellerne f.eks. med hensyn til
variation i parameter- og begyndelsesveardier. Nar vi hertil leegger
at de problemstillinger, der indgar i udviklingsarbejdet i hgj grad
vedrgrer fenomener, som eleverne i forvejen har erfaringer med/vi-
den om, far vi et grundlag for en modelleringsvirksomhed, der kan

3 Tudviklingsarbejdet anvendte vi regnearket infaREGN, der er udviklet af Viggo Sadolin,
Danmarks Larerhgjskole (Sadolin, 1991). Dette regneark udmarker sig ved let adgang til
formelkopiering med markning af celler, der ikke skal opdateres (séledes implementeres
modelparametre) og til grafisk fremstilling af sammenhangen mellem sgjle-/rekkepar.

4 Flere af emnerne er bearbejdet i forskellige typer af elevtekster. Tilsammen representerer
teksterne en differentiering med hensyn til: grad af abenhed i spgrgsmalene; i hvilken grad
eleverne selv skal matematisere; samt i hvilken grad eleverne skal fremskaffe og udnytte
viden fra andre fagomréader i arbejdet med problemstillingerne. Elevteksterne er senere
bearbejdet og indgér nu i (Sadolin & Blomhgj, 1992).
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stgtte tilegnelsen af centrale matematiske begreber, der i forvejen
indgar i skolens matematikundervisning. I forhold til elevvirksom-
heden 1 udviklingsarbejdet har det fgrst og fremmest drejede sig
om begreberne: (u)ath@ngig variabel, parameter, funktion, itera-
tion, koordinatsystem, grafisk afbildning, lineare funktioner, lineaer
vakst, heldningskoefficient, procentuel vaekst, fremskrivningsfaktor,
parablen, og annuitet.

Jeg understreger at udviklingsarbejdet som sagt ikke er tilrettelagt
med henblik pa at stgtte tilegnelse af netop disse begreber. Sigtet med
udviklingsarbejdet var at skabe situationer, hvor eleverne rent faktisk
med modellering for herved at kunne studere en sadan virksomheds
betydning dels for elevernes udviklingen af en kritisk dgmmekraft
overfor anvendelsen af matematiske modeller, dels for deres tileg-
nelse af matematiske begreber — som det er emnet for denne artikel. I
afsnit 5 giver jeg en analyse af elevvirksomheden med henblik pa at
klarggre hvilke principielle vanskeligheder, der er forbundet med at
realisere leringspotentialet i en saidan modelleringsvirksomhed. Fgrst
er det dog pa sin plads at give en kort redeggrelse for det empiriske
grundlag for denne analyse.

Det empiriske grundlag for analysen af elevvirksomheden

Udviklingsarbejdet har omfattet i alt 35 lektioner, heraf har forfatteren
medvirket som deltagende observatgr i 32 lektioner. Endvidere har
Ole Bredo og Viggo Sadolin medvirket som deltagende observatgrer
i henholdsvis 20 og 15 lektioner. Der er herved blevet tilvejebragt
et solidt empirisk grundlag for analyse af elevernes virksomhed,
bestaende af: observatgrholdets generelle iagttagelser af arbejdet
1 klasserne; deres registrering af nogle af de dialoger, som de hver
iser havde med eleverne eller som de overhgrte under arbejdet i
klasserne; det materiale (udprint af skermbillede, tegnede grafer,
og skriftlige besvarelser af opgaver fra elevteksterne), som eleverne
selv producerede under forlgbene; de rapporter over arbejdet med
problemstillingen ”Afkgling”, som den ene 10. klasse afleverede;
elevernes mundtlige kommentarer under og ved afslutningen af de
enkelte forlgb; lerernes kommentarer under og efter forlgbene; samt
deres udtalelser ved de afsluttende evalueringsmgder.

Resultater fra analysen af elevvirksomheden

I forhold til emnet for denne artikel har analysen af elevvirksom-
hed resulteret i to forskellige typer af resultater. For det fgrste har
erfaringerne fra udviklingsarbejdet vist, at det kan lade sig ggre at
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gennemfgre undervisningsforlgb i matematikundervisningen pa fol-
keskolens 9.-10. klassetrin, hvor nasten alle elever bliver engageret
1 en modelleringsvirksomhed, der indeholder et stort l&eringsmassigt
potentiale bade i forhold tilegnelsen af matematiske begreber og i for-
hold til opbygningen af en kritisk dgmmekraft overfor anvendelsen af
matematiske modeller. For det andet har analysen af elevvirksomhed
afdekket en rekke didaktiske og indl@ringspsykologiske vanskelig-
heder ved at realisere dette leringspotentiale. Nar vi kommer til be-
tydningen af modelleringsvirksomhed for den enkelte elevs tilegnelse
af konkrete matematiske begreber, giver alene udviklingsarbejdets
tidsperspektiv (10-12 lektioner 1 hver klasse) kraftige begrensninger
pé, hvilke konklusioner, der kan drages pa grundlag af empirien.

I analysen af empirien fra undervisningsforlgbene har det vist
sig, at elevvirksomheden kunne karakteriseres pa en frugtbar made
ud fra fglgende fire domaner. Dom@nerne er beskrevet ved henvis-
ning til elementer i modelleringsprocessen og ved den dominerende
betydning af begrebet "model”. (Blomhgj, 1992a, kap 6). Det drejer
sig om:

Et virkelighedsdomeene, hvor elevernes arbejde vedrgrer forsta-
else og diskussion af et problem, der i elevernes bevidsthed
eksisterer ogsd uden for matematikundervisningen. I forhold
til modelleringsprocessen reprasenterer dette domane model-
leringsprocessens udgangs-punkt, “Problemet”. En model er
her et middel til opnaelse af felles erkendelse af og til kommu-
nikation om et problemfelt”.

Et opgavetekstdomeene, hvor eleverne arbejder med en opgave in-
den for den kontekst, der definerer opgaven. I relation til model-
leringsprocessen vedrgrer dette domane Systemet”. En model
er her "antagelser og forestillinger om bestemte for eleverne mere
eller mindre velkendte f&anomener”.

Et formeldomeene, hvor elevernes arbejde vedrgrer forstaelse eller
frembringelse af en formaliseret beskrivelse af opgaven (syste-
met) i f.eks. differensligningsnotation. Dette domane knytter sig
til den matematiserede model og en model fungerer her som “en
komprimeret procesbeskrivelse”.

5 Analysen af elevvirksomheden ud fra disse domaner er inspireret af et samarbejde
mellem Ole Bredo, Thomas Nissen (begge Danmarks Pedagogiske Institut) og forfatteren,
om de undervisningspsykologiske aspekter af udviklingsarbejdet. En tilsvarende tilgang til
analysen af elevvirksomheden er anvendt af Blomhgj & Bredo (1992) i et udviklingsarbejde
vedrgrende geometri.
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Et regnearksdomeene, hvor elevernes virksomhed primert retter sig
mod betjening af regnearkprogrammet infaREGN. Dette domane
knytter sig fgrst og fremmest til "Model-resultater” 1 model-
leringsprocessen og en model identificeres her med “de tabeller
og grafer over bestemte tilstandes udvikling, som produceres ved
hjeelp af regnearket”>.

I forhold til intentionen om, at modelleringsvirksomheden skulle
bidrage til elevernes tilegnelse af matematiske begreber er det, jf.
afsnit 3 afggrende, at eleverne oplever samspillet mellem de fire
domener for deres virksomhed. Selvom om vi ved udarbejdelse af
elevteksterne havde bestrabt os pa at anspore eleverne til at overveje
deres handlinger og fortolke deres resultater i forhold til opgavekon-
teksten og den virkelighed problemet vedrgrer, var det karakteristisk
for alle forlgbene, at eleverne i starten var fikserede pa opgavernes
lgsning alene inden for regnearksdomanet. Det var derfor en vigtig
del af lererens (og de deltagende observatgrers) rolle at udfordre den
indledende elevvirksomhed inden for regnearksdomanet gennem
indgribende dialoger med de enkelte elevgrupper.

Der var naturligvis store forskelle mellem de enkelte grupper pa
forlgbet og resultatet af sadanne dialoger. Generelt viste analysen
af disse larer-elevgruppe dialoger, at elevernes indledende virk-
somhed, der var sterkt knyttet til brugen af regnearket, udgjorde et
serdeles frugtbart grundlag for udfordring af elevernes virksomhed.
Larerens fgrste replik i sadanne udfordrende dialoger sigtede ofte
pé at fa eleverne til at beskrive deres konkrete regnearksprodukter”
(opstillingerne af tal 1 s@jler eller grafiske repraesentationer heraf).
Det var karakteristisk, at selvom eleverne selv havde opbygget et
regneark (f.eks. for en bgrneopsparing), var det meget fa grupper,
der af sig selv udnyttede relevante faglige begreber i beskrivelsen af
deres regneark — ogsé selvom disse begreber var dem velkendte fra
matematikundervisningen, (f.eks.:”’Sgjle D viser saldoen som funk-
tion af terminsnummeret”).

I den fortsatte dialog, hvor l&reren spurgte mere konkret til fortolk-
ningen af regnearket i forhold til opgavekonteksten (f.eks.: "Hvad hvis
Jjeg starter med 1000 kr. i stedet for 500 kr.” eller "Hvordan skal jeres
formel se ud, hvis der i C2 star renten i % p.a. i stedet for rentefoden
pr. termin?”), opstod der ofte grundlag for, at eleverne — ansporet
af leereren — patog sig ekstra udfordringer, der kraevede refleksion
over sammenh&ngen mellem forudsatninger for og resultaterne af
deres virksomhed inden for forskellige domaner (f.eks. "Hvad hvis
det var tilbagebetalingen af et lan I skulle beskrive?” eller "Hvor
meget er bgrneopsparingen vard efter 16 ar, hvis man medregner
inflationen?”).
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Mange elever havde dog en modvilje mod at formulere sig om
deres egen virksomhed og havde derved svert ved indga konstruk-
tivt 1 dialogen. Henvisning til elevernes dagligdagserfaringer og til
velkendte matematiske begreber kunne ofte hj&lpe eleverne 1 denne
kommunikation. Den sociale omsorg for eleverne under sadanne ud-
fordrende elev-lerer dialoger spillede naturligvis ogsa en vigtig rolle.
Det vigtigste i denne forbindelse var lererens interesse for elever-
nes virksomhed (ikke kun for resultaterne af den). Erfaringerne fra
udviklingsarbejdet peger ogsa pa et aktualitetskriterium for laererens
udfordring af elevernes virksomhed. Hvis eleverne en gang havde
anset en opgave for Igst og evt. faet resultatet kontrolleret, var de
meget lidt tilbgjelige til at genoverveje opgaven f.eks. i sammenha@ng
med en anden opgave. Derimod var det ofte s@rdeles frugtbart, hvis
dialogen med eleverne kunne indledes med spgrgsmal af typen “Det
var nogle flotte kurver, I har lavet der, hvad viser de?”.

Tilbage bliver imidlertid indtrykket af, at nogle elever — det kan
bade dreje sig om elever, der af lareren vurderes som fagligt steerke
og elever, der vurderes som svage — fgler sig voldsomt anfagtet af,
at der stilles spgrgsmal om forudsatningerne for og fortolkningen af
deres egne resultater. Det er min vurdering, at arsagen til anfegtelsen
hos disse elever er, at de 1 dialogen med lereren oplever skrgbelighed
af deres faglige viden. De har sdledes en klar egen forventning om
at de skulle kunne mestre fortolkning af deres virksomhed i forhold
til opgavetekstens og virkelighedens domaner.

I det fglgende gengiver jeg tre eksempler pa dialoger, der alle efter
min vurdering kan siges at afdekke en del af det l&ringspotentiale,
der indeholdt i elevernes modelleringsvirksomhed.

Eksempel 1: Taxi-kgrsel

I forbindelse med to elevers arbejde med en opgave om taxi-kgrsel
fra teksten “Line@re funktioner” udspandt der sig fglgende dialog.
Eleverne er naet til at lave en sgjle i deres regneark, der kan beregne,
hvor meget det koster at kgre fra 1-20 km i taxi i Kgbenhavn til
dag-takst. (Start- og km-taksterne er opgivet i et skema til 12 kr. og
7 kr.)

L: Prgv fgrst at lave en tabel pa et stykke papir, der viser hvad det koster. (Lareren
gar).

Lidt efter har eleverne, ved at leegge 7 kr. til den foregaende pris,

lavet en tabel som denne:

km 0 1 2 3

kr 12 19 26 33

Lzareren afbryder elevernes arbejde pa denne made:
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L: Prgv at lave en graf, der viser ssmmenh&ngen mellem, hvor langt man kgrer
og hvad det koster.

E1:I et koordinatsystem?

L: Ja, hvad skal der vere ud af 1. aksen?

E1:Kroner?

E2:Nej, det skal vare kilometer! (L@ren gar)

5 minutter efter har eleverne faet afsat de fire punkter fra deres tabel
og tegnet en ret linie gennem punkterne.

L: Hvad er det I har tegnet?

El:En graf.

L: Ja! og hvad er det for en slags graf?

El:Den er lige!

L: Hvordan tegnede I grafen?

E2:Vi prikkede punkterne fra vores tabel ind i koordinatsystemet.

L: Ja,og hvad gjorde I s&?

E2:Vi tegnede grafen!

L: Hvordan gjorde I det?

E1:Vi brugte simeand en lineal! (eleverne griner).

L: Na!, hvorfor det?

E2:Vi kunne se, det blev en ret linie!

L: Jal, det bliver en ret linie. Hvilken haldningskoefficient har den?
E2:Den ma veare 7! Nar vi gar en frem, skal vi jo gd 7 op.

L: Ja, hvorfor det?

E1:Fordi det koster 7 kr. for hver kilometer.

L: Ja! det er rigtigt. Prgv nu at ga videre med jeres regneark. (Lareren gar).

Lidt efter har eleverne lavet et regneark med en B-sgjle, der viser
tallene 0-20 og en C-sgjle, der viser priserne for 0-3 km. (Priser for
1-3 km er bla tal, dvs. de er beregnet ved hjelp af en formel).

L: Vis mig lige den formel, I bruger til at beregne priserne.

E2:(Flytter cursoren til celle C5, peger pa indholdet af formelcellen “C4+7”, der
star nederst i venstre hjgrne pa skeermen) Vi legger bare 7 til!

L: Prgv at tegne grafen pa skermen

Lereren fglger med i elevernes valg af de forskellige muligheder
under menu-punktet “grafer”. Eleverne vaelger linier” og “sgjler”.

El:Hvad er det nu, der er den uath@ngige sgjle?
L: Deter de tal, der skal ud af 1. aksen.

El:Det skal vere B-sgjlen!

L: Ja! det er rigtigt!

E2:1. athengige sdjle ma veere C.
El:Startrekke 4 og slutrekke 24.

Lidt efter har eleverne faet tegnet et liniestykke fra punktet (0,12)
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til punktet (3,33).
E2:Hvorfor far vi ikke hele linien?

L:

Hvordan var det I gjorde?

E1:Vi brugte linealen (lille grin).

L:

Ja, I sagde, at I kunne se det blev en ret linie! Hvordan med programmet — ved
det, at det skal vere en linie?

El:Ja, vi valgte jo "linie” lige for!

L:

Ja det er rigtigt, men “linier” betyder bare, at de punkter, I har angivet i regne
arket, bliver forbundet med liniestykker i stedet for f.eks. at blive afsat som
sgjler. I er faktisk smartere end programmet. I behgvede kun fire punkter for

at tegne en linie, der viser, hvad det koster at kgre op til 20 km. Nu kunne jeg
teenke mig, at I prgvede at lave jeres regneark sddan, at man kan @ndre pa
start- og km-taksterne og med det samme fa regnet ud, hvad det koster at kgre

en bestemt tur.

I denne dialog sigter lereren meget bevidst pa at fa eleverne til at
beskrive den graf, de selv har lavet for sammenh@ngen mellem,
hvor langt man kgrer i taxi og hvad det koster ved hjelp af faglige
begreber. Resultatet bliver, at begreberne ret linie” og "haldnings-
koefficient” bliver brugt til at beskrive forbindelsen mellem pé den
ene side tabellen og grafen, som eleverne har lavet og pa den anden
side opgavens kontekst. Herefter arbejder eleverne videre med at
fremstille en tilsvarende tabel og graf ved hj®lp af regnearket. Her-
ved far eleverne grundlag for at forsta principielt vigtige forhold
vedrgrende regnearkets funktion. Samtalen med lereren, hvor der
knyttes forbindelse mellem modellens resultater og faglige begreber,
som eleverne kender i forvejen, giver endvidere et frugtbart grund-
lag for, at eleverne efterfglgende i forskellige situationer selv kan
anvende modellen.

Eksempel 2: Lommepenge

Under arbejdet med en opgave i teksten ’@konomi” udspandt der sig
fglgende dialog mellem en lerer og en elev, der med megen mgje og
besvar havde arbejdet sig gennem de fleste af de tidligere opgaver.
Eleven havde netop faet tegnet to grafer (som vist i nedenstaende
figur), der viser et opsparingsforlgb for Martin og Annette, der far
henholdsvis 75 kr. og 55 kr. per maned i lommepenge. (Annette har
360 kr. og Martin har O kr. i forvejen.) Efter de forste 6 méaneder far
de forrentet deres opsparing med 2 % pr. maned. (Regnearket er — pa
leererens anvisning — lavet sadan, at rentefoden kan varieres).

L:
E:

L:

Prgv at forklare, hvad graferne viser. (Se figuren pa neste side.)

Det er Martins opsparing og det er Annettes opsparing (eleven peger pa de
respektive grafer).

Hvornér overhaler Martin Annette?
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Figur 1. Martins og Annettes opsparing af lommepenge. Efter 6 mdneder far de 2 % pr. mdned i
rente. (Figur 1-3 er "grabet” med WP 5.1 fra regnearket infaREGN, der blev anvendt i udviklings-
arbejdet.)

Kort pause.

Der! (eleven peger pa skeringspunktet for de to grafer).

Hvor mange maneder er der da gaet?

(Elever fgrer fingeren fra skeringspunktet lodret ned til 1. aksen) ca. 20.
Hvorfor er der et knek pa grafen her? (Lereren peger pa Martins graf ved 6
maneder).

Det er jo der, de begynder at fa renter!

Ja! Hvordan er grafen fra 0 til 6 maneder?

Det er en ret linie — ligesom de fgrste grafer jeg tegnede!

Ja! Det er nemlig rigtigt.

Leareren stiller nu et spgrgsmalet fra teksten i sin egen formule-
ring:

: Vil Martin altid overhale Annette, uanset hvor meget de fér i rente?

Ja! Det tror jeg i hvert fald!

Hvordan kunne du undersgge det?

Det ved jeg ikke — kunne man ikke prgve med 10%?

God idé! — (Leereren gér).

(Lidt senere) Hvordan gar det med 10%?

(Peger pé sgjlerne) Han har ikke overhalet hende efter 25 méneder!

Prgv at tegne graferne!

(Lidt senere) Det er meerkeligt, forskellen bliver stgrre, sd overhaler han hende
vel aldrig.

Hvordan gar det, hvis de far 8% i rente?

Vi kan prgve!

(Noget senere) Han overhaler hende efter 52 méneder! (Sgjlerne er kopieret ned
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Figur 2. Martins og Annettes opsparing ndr de far 8,33 % pr mdned i rente.
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til 54. maned.)

L: Det var interessant! Det er lang tid! — Der ma altsa veere en rente mellem 8 og
10%, hvor forskellen bliver ved med at vare 240 kr.

E: Kan man finde den?

L: Dukan jo prgve! Du mé gerne bruge resten af timen pa det, der er 10 minutter
tilbage.

E: (Ved timens slutning). Med 8.33% er der n@sten den samme forskel hele ti-
den!

Eleven afleverer et print med det grafiske billede, der er vist pa figu-
ren pa naste side. Fglgende tekst var anfgrt under graferne: "Martin
og Annette far henholdsvis 75 og 55 kr. De starter med henholdsvis
450 og 690 kr. og far 8.33 % i rente. I dette tilfelde lgber sgjlerne
parallelt med hinanden hele vejen.”

Det centrale 1 dette eksempel er, at eleven er/bliver i stand til at se
det regneark, hun selv har lavet, som en model til at analysere forskel-
lige spgrgsmal vedrgrende den foreliggende kontekst. Hun har derfor
muligheden for selv at foresla at variere rentesatsen som en parameter
i modellen og det er baggrunden for, at hun kan ggre det til sit eget
problem at finde den rentesats, der giver parallelle opsparingsforlgb.
Efter min opfattelse ligger der et stort indleringspontentiale gemt i
denne virksomhed. Jeg tenker her pa, at eleven har erhvervet sig et
erfaringsgrundlag for forstaelse af samspillet mellem indskud og rente
og dermed for tilegnelsen af begrebet annuitet. I et videre perspektiv
kan virksomheden tjene som grundlag for tilegnelsen af begrebet
kontinuitet og metoden bisektion.
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Eksempel 3: En bil bremser

Under arbejdet med teksten ”En bil bremser” har to eleverne opbygget
en model for standselengden af en bil som funktion af tiden. Der er
tre parametre i modellen: reaktionstiden (for tilfaeldet 0.5 sek), bilens
bremseevne (negativ acceleration, 8 m/sek?) og skridtlengden i reg-
nearket (1 sek). Med 120 km/t (33.3 m/sek) som begyndelsesvardi
har eleverne faet tegnet graferne for henholdsvis hastigheden og
strekningen under opbremsningen (kurverne (1) og (2) pa fglgende
figur). Eleverne har i dialog med en l@rer fortolket grafen for hastig-
heden i forhold til reaktionstid og bremseevne (haldningskoefficient
—8 m/sek?). Herefter forlgber dialogen sdledes:

L: Kan I forklare, hvorfor kurven for strekningen er en ret linie de fgrste 1.5
sekunder?

E1:Det halve sekund er reaktionstiden, der er hastigheden stadigvaek 33.33 m/s!

L: Ja, men hvad sa med det n&este sekund?

E2:Det er vel fordi vi regner med, at hastigheden er konstant inden for et sekund!

L: Ja, nemlig!

L: Hvad er hastigheden efter 5 sekunder?

E2:Den er negativ!

L: Ja, og hvad betyder det for bilen?

E1:At den bakker!

E2:Men det er skgrt! — for strekningen vokser (eleven peger pa toppunktet for
kurven). Det er vel ogsa fordi vi regner med, at hastigheden ikke @ndrer sig
inden for et sek.

L: Ja,det er der, den er gal! Prgv at lave en ny sgjle i jeres regneark, hvor I bereg-
ner tilveksten i strekningen ved for hvert tidsskridt at bruge gennemsnittet af
hastigheden i venstre og hgjre intervalendepunkt (lereren peger pa kurven for
hastigheden). Hvis I far problemer, kan I se differensligningen i teksten.

Ti minutter efter har eleverne faet lavet et regneark med en sgjle, der
beregner straekningen pa denne made.

L: Prgv at tegne kurverne for hastigheden og begge beregninger af strekningen i
samme koordinatsystem!

El:Det ringer om to minutter — det kan vi ikke na!

L: Det gér hurtigt. Der skal bare indfgjes et D som 3. uath@ngige sgjle!

Kort efter har de faet det skeermbillede, der er gengivet pa fglgende
figur. Kurve (3) viser den nye beregning af streekningen.

E2:Der er stor forskel, men er den nye rigtig?

L: Hvis hastigheden faktisk falder lineart under en opbremsning, har jeres sidste
model ogsa beregnet standselengden. Men i virkeligheden er der mange ting,
der spiller ind, f.eks. om hjulene blokerer, om bilen slingrer, 0.s.v. Det kan vi
snakke videre om naste gang.

L: Hvad tror I, der sker med forskellen mellem de to kurver for strekningen, hvis
I ggr skridtlengden mindre?
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Figur 3. Kurve (1) viser endringen i hastigheden under en opbremsning fra 33,3 m/sek
med en reaktionstid pd 1/2 sek og konstant acceleration pa 8 m/sek?. Kurverne (2) og (3)
viser eendringen i streekningen under opbremsningen, beregnet ud fra henholdsvis venstre
intervalendepunkt og intervalmidtpunktet.

Eleverne glemmer frikvarteret. Efter at have prgvet med forskellige
vaerdier for skridtlengden henvender de sig til l&ereren med fglgende
bemarkning: ”Jo mindre skridtlengden er, jo mindre er fejlen ved at
regne, som om hastigheden er konstant!”

Eksemplet viser, at elevernes virksomhed med i regnearket at op-
bygge en fgrste model for standsel@ngden af en bil udggr et frugtbart
grundlag for samspillet med lereren. Eleverne fér lejlighed til at
analysere resultaterne af deres model ved hj®lp af relevante faglige
begreber. P4 grundlag heraf rejser eleverne en kritik af modellen,
som holder sig inden for opgavetekstens domane. Og denne kritik
motiverer eleverne til at tage lererens udfordring til at ®ndre model-
len op. I den fortsatte virksomhed kommer eleverne ind pa livet af
en principielt vigtig problemstilling vedrgrende diskret modellering
af kontinuerte fenomener.

Sammenfatning

Erfaringerne fra udviklingsarbejdet har vist, at der kan skabes si-
tuationer i undervisningen, hvor eleverne arbejder med opstilling
og anvendelse af matematiske modeller. Pa grundlag af en sadan
virksomhed kan eleverne — med stgtte fra dialogen med l@reren
— etablere meningsfulde fortolkninger af deres manipulationer pa
den symbolske repraesentation af modellen i forhold til en konkret
opgavekontekst. Har eleverne tillige erfaringer med og viden om det
system, der modelleres, kan der skabes et serdeles frugtbart semantisk
grundlag for, at eleverne kan forholde sig kritisk overfor modellens
foruds@tninger og overfor anvendelsen af dens resultater.
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Analysen af elevvirksomheden har vist, at en sddan modelle-
ringsvirksomhed rummer et leringsmassigt potentiale i forhold til
tilegnelsen af de matematiske begreber, der indgar i virksomheden.
Man kan registrere, at en rekke centrale matematiske begreber har
indgaet i lerer-elev dialogerne, og at begreberne i disse samtaler i
hgj grad er blevet belyst med udgangspunkt i elevernes virksomhed.
Det har bl.a. drejet sig om begreberne: (u)afth&ngig variabel, parame-
ter, funktion, iteration, koordinatsystem, grafisk afbildning, linezre
funktioner, linezr vakst, haldningskoefficient, procentuel vakst,
fremskrivningsfaktor, parablen, og annuitet. Det er klart, at eleverne
ikke alene gennem deres deltagelse 1 undervisningsforlgbene har ti-
legnet sig disse begreber, men det er min opfattelse, at forlgbene for
de fleste elevers vedkommende reprasenterer en vigtig udvidelse af
det erfaringsgrundlag, som tilegnelsen af de n@vnte faglige begreber
ngdvendigvis ma bygge pa.

Samtidig har analysen pavist betydningen af, at elevernes virksom-
hed udfordres gennem en lerers indgribende dialog. Hvis eleverne
efter den indledende faelles prasentation for hele klassen blev overladt
til selv at arbejde med de forelagte opgaver, eller hvis l&rerens sam-
spil med eleverne begrensede sig til at efterkomme deres gnsker om
hjzlp til at komme videre og til kontrol af deres resultater, oplevede
eleverne typisk ikke spontant deres regnearksopstilling som en model
af det system, der er defineret i opgaveteksten, og de kunne derfor
heller ikke undersgge opgavetekstens spgrgsmal ved pa egen hand at
manipulere med modellen. I de situationer, hvor eleverne blev mgdt
med faglige udfordringer, der var relevante i forhold til deres aktuelle
virksomhed, viste det sig, at langt de fleste elever har mulighed for
at udvikle en virksomhed, hvor de selvstendigt opstiller, fortolker
og analyserer en matematisk model i forhold til opgavekonteksten
og det pageldende virkelighedsdomane.

Analysen af elevvirksomheden viser imidlertid ogsa, at der er en
lang rekke vanskeligheder forbundet med at implementere ideerne
fra udviklingsarbejdet i den almindelige matematikundervisning.
Det stiller store krav til lerernes faglige og didaktiske kompetence
dels selv at skulle tilretteleegge forlgb, der rummer mulighed for,
at eleverne kommer til at arbejde med modellering, dels at skulle
fungere som sparringspartnere for eleverne under deres arbejde med
at opstille, analysere og kritisere matematiske modeller. Erfaringerne
fra udviklingsarbejdet understreger saledes behovet for udviklingen
af nye kursusformer i efter- og videreuddannelsestilbudet til matema-
tiklerere, hvis arbejdet med modellering skal blive en integreret del
af skolens matematikundervisning. Der er brug for kursusformer, der
i hgjere grad har karakter af udviklingsarbejde og som derfor dels kan
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fa betydning for udviklingen af praksis i arbejdet med modellering og
dels give anledning til nye resultater og erfaringer til belysning af det
didaktiske problemfelt vedrgrende modellerings rolle og placering i
den elementere matematikundervisning.

Mit arbejde er en del af det danske initiativ Matematikundervisning og Demokrati,
der i perioden 1988-1993 lgber under Statens Humanistiske Forskningsrad. Det omtalte
udviklingsarbejdet er saledes finansieret af initiativet. I arbejdet med artiklen har jeg faet
stgtte og inspiration fra Mogens Niss, Roskilde Universitet, og fra stipendiatgruppen under
initiativet, der bestar af: Helle Alrg, Iben Maj Christiansen og Ole Skovsmose, Aalborg
Universitetscenter; Lena Lindenskov, initiativet; Dan B. Eriksen, Danmarks Laererhgjskole
og Kirsten Grgnbzk Hansen, Kgbenhavns Universitet.
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The importance of modelling activity to pupils’ acquisition of
mathematical concepts

Abstract

To illustrate the importance of modelling activity to pupils’ acquisi-
tion of mathematical concepts in mathematics teaching at O-level, the
article gives a theoretical discussion and a presentation of some of the
underlying considerations and results of a developmental research pro-
ject concerning modelling of dynamic systems by means of difference
equations and spreadsheet. The project involved the implementation of
modelling courses in mathematics teaching at O-level in the Danish primary
school. The pupils’ activities consisted of building, analyzing and critical
judgment of mathematical models. The analysis of the pupils’ activity has
elucidated a number of important issues concerning mathematical model-
ling. In particular, the analysis has revealed the importance of modelling
activities to the pupils’ acquisition of mathematical concepts. This stresses
the need for a broader discussion of the role and placement of mathematical
models in compulsory mathematics teaching.
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