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Inledning och bakgrund

Inom SKUM-projektet® (Studenters kunskaper i och uppfattningar om matematik) ar 2014 utférdes
vid Sodertorns hogskola ett diagnostiskt test av lararstuderandes ingangskunskaper i matematik.
Syftet var att genom formativ bedémning kartldgga och analysera studenternas kunskaper inom
omradena aritmetik och algebra infor den forsta kursen i matematik. Resultatet visade att manga av
studenterna hade svart att systematisera sina kunskaper i skolans matematik och att beskriva sitt
eget tankande. Manga visade sig ocksa ha negativa erfarenheter av och attityder till &mnet
matematik (Karlsson, 2015). Det har ar inte nagot nytt fenomen. Problemet har uppmarksammats,
inte bara i Sverige utan dven i ett antal andra lander. Forskning visar att den finns en tydlig koppling
mellan “teachers formal mathematical education and their learning of mathematics” (Askew, 2008;
Ball, Lubienski, & Mewborn, 2001).

Forskning visar klart att inte bara lararstudenters férkunskaper i matematik utan dven deras
uppfattningar om och attityder till amnet har en avgérande betydelse for deras studier pa hogskolan
(White, Way, Perry & Southwell, 2006). Forskning visar ocksa att studenter med mindre bra
uppfattningar och attityder till amnet blir beroende av formler (procedurellt tdnkande) och att de har
svart att uppfatta matematiska samband och strukturer. (Pajares, 1992; Pehkonen, 2001; Wedege,
2002). Detta ar mindre lampligt om de som larare ska kunna planera sin undervisning och uppfatta
olika elevers tankande. Om man inte forstar hur elever tanker, kan man inte hjilpa dem att bygga
upp individuella kunskaper i matematik.

Lararens viktiga roll i matematikundervisningen betonas av Niss (1994). Elever lar sig inte matematik
genom att pa egen hand l6sa uppgifter fran ett laromedel. Att ldra matematik ar en aktiv process
som kraver en aktiv och kunnig larare.

As the learning of mathematics does not take place spontaneously and automatically,
mathematics needs to be taught. (s. 368)

For att fordandra studenters uppfattningar om och attityder till &mnet matematik ar det viktigt, dels
att visa dem konsekvenserna av att ha en mindre bra uppfattning om matematik och inlérning, och
dels att ge dem exempel pa andra satt att uppfatta matematik (Skott, 2009). Hur kunskaperna i
matematik kan foréandras pa ett positivt satt som foljd av forandrade uppfattningar om @mnet har
beskrivits av forskare som Kilpatrick, Swafford och Findell (2001) och hur kunskaperna férandras som
en foljd av forandrade attityder diskuteras av Philipp (2007).

Syftet med det material vi presenterar har ar att genom aterkoppling till ett diagnostiskt test hjalpa
studenterna att se grundlaggande monster i matematiken. Detta kan ske genom att ge dem
alternativa, enkla och icke formelbundna l6sningar pa diagnosuppgifterna. Tanken ar att studenter
med mindre bra ingangskunskaper i, uppfattningar om och attityder till matematik darmed ska ges
mojligheter att reflektera dver sin situation och arbeta for att férandra den. Detta ar en forutséttning
for att de ska integreras i hogskolans undervisningsmiljé, med framgang kunna félja undervisningen
pa hogskolan samt tillgodogora sig matematikamnets didaktik och undervisningsmetodik (Harris &
Jensz, 2006; De Lange, 2007; Schulman, 1999; Warren, 2009).

! SKUM-projektet (Studenters kunskaper i och uppfattning om matematik) genomfordes under 2014 och dess 6vergripande
syfte var att analysera internationell didaktisk forskning rérande studenters kunskaper i och uppfattningar om matematik
samt att bygga upp strategier for att effektivisera studenters studier i matematik pa hégskolan. Projektet leddes av Natalia
Karlsson, Institutionen fér Naturvetenskap, Miljé och Teknik, Sédertérns hogskola.
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Observera att det inte ar nagot fel i att anvanda procedurella metoder sdsom formler, men att
anvanda formler utan konceptuell forstaelse av dem ar vanskligt. Dels leder detta ofta till felaktiga
beslut eller resultat. Dels ar det svart att bygga vidare pa en formel som man inte forstar.

Sammanfattningsvis presenteras har ett material som ger didaktiskt stod at lararstudenter for att
hjalpa dem att systematisera, analysera och reflektera 6ver egna grundldggande kunskaper i
matematik. Tanken ar att de med hjalp av materialet ska bygga upp redskap fér, och en positiv syn pa
matematik, som kan hjalpa dem att tillgodogora sig hdgskolans undervisning i matematik och
matematikdmnets didaktik. Detta &r i sin tur en forutsattning for att som larare kunna planera och
genomfora en adekvat undervisning i matematik, for att bedéma elevers kunnande och hjdlpa dem
att utveckla sina férmagor.

Sa har ar diagnosmaterialet uppbyggt
Diagnosmaterialet bestar av 4 diagnoser som behandlar olika centrala innehall enligt grundskolans
kursplan. De fyra omradena ar

1. Aritmetik och algebra

2. Geometri

3. Proportionalitet, samband och forandring

4. Statistik och sannolikhetslara.
Diagnoserna kan antingen ges pa hogskolan infor starten av en ny kurs eller som forberedelse for den
som blivit antagna till en lararutbildning. Varje diagnos berakna ta 30-40 minuter att genomfora.

Efter varje diagnos foljer ett kortfattat facit. Det dr angelaget att lararstudenten inte ndjer sig med
att kontrollera om svaret ar korrekt eller inte utan fokuserar pa vilka metoder som anvants och om
han eller hon forstar den matematik det handlar om. Darefter kommer ett avsnitt med kommentarer
till varje uppgift i diagnosen, med sarskilt fokus pa en djupare matematisk forstaelse och alternativa
satt att 16sa uppgifterna. | samband med kommentarerna presenteras dven évningsuppgifter, dar
studenten kan préva de tankesatt och metoder som beskrivs, med tillhérande facit. Ovningarna kan
med fordel I6sas eller diskuteras tillsammans med andra studenter.



Instruktioner till dig som student

Diagnoserna i det har materialet dr utformade for att ge stod till dig som ska pabérja din
lararutbildning, eller paborja en matematikdidaktisk kurs i lararutbildningen, med inriktning mot
forskolan upp till arskurs 6. Materialet bestar av 4 med kommentarmaterial, som var och en
behandlar ett matematiskt innehallsomrade. Varje diagnos berdkna ta 30-40 minuter att genomfora.

Efter respektive diagnos foljer ett kortfattat facit. Nar du som student kontrollerar dina svar med
facit ar det viktigt att du forstar att det inte &r svaret i sig som ar det primara utan vilken metod du
har anvant och om du forstar den matematik det handlar om. Kom ihag att det blir din uppgift som
larare att for dina elever forklara I6sningar av det har slaget och att detta ska kunna ske pa olika satt
och pa olika for olika elever. Detta staller stora krav pa dina egna kunskaper.

Efter svaren till diagnosen foljer rikliga kommentarer till varje uppgift. De ska ge dig mojlighet att
reflektera 6ver dina kunskaper och hur du uppfattar din férmaga att arbeta med matematik. Malet &r
ju att du genom dina studier i didaktik ska bygga upp en kunskap om hur olika omraden i matematik
héanger ihop och hur du kan forklara ett matematikinnehall for elever med olika forkunskaper. For att
detta ska bli mojligt maste du sjalv beharska all den matematik som férekommer pa grundskolan.
Detta ar ocksa en forutsattning for att du ska kunna tillgodogora dig undervisningen i
matematikdmnets didaktik. Det visar sig att manga studenter under sin skoltid har byggt upp mindre
bra uppfattningar om, och attityder till, matematik. Detta ar ett allvarligt hinder for att lara om och
att lara nytt.

Kommentarerna till varje diagnos visar pa olika satt att |6sa uppgifterna och satter fokus pa
forstelsen av den matematik som ligger bakom. Aven om du har alla rétt pa diagnosen, vilket pa sikt
ar malet, bor du reflektera 6ver de héar svaren och I6sningarna. Det dr genom att reflektera over
dessa svar i relation till dina egna och kamraternas svar som du kan bygga upp en mer hallbar syn pa
skolmatematiken och matematikundervisningen.

| kommentaravsnittet finns ett antal 6vningar som ger mojligheter att prova de metoder som féreslas
i l6sningarna. LOs garna de har uppgifterna tillsammans med en kamrat eller diskutera dina l6sningar
med en kamrat. Det finns tva fordelar med detta. Dels kan du fa reda pa hur andra resonerar, dels
tvingas du att verbalisera sina tankar. Fundera 6ver féljande tankvarda citat fran skalden Esaias
Tegner: "Vad du ej klart kan sdga, vet du ej .... det dunkelt sagda ar det dunkelt tankta”.

Svaren till de namnda 6vningarna finns i slutet av materialet.




Uppfoljning av de diagnostiska testen

Enligt grundskolans kunskapskrav for betyget C i matematik ska eleverna nar de lamnar skolan
- ha goda kunskaper om matematiska begrepp och kunna anvand dem i bekanta sammanhang
- [kunna]vélja och anvdnda dandamalsenliga matematiska metoder med relativt god anpassning
till ssmmanhanget
- [anvanda] symboler, algebraiska uttryck, formler, grafer och andra matematiska
uttrycksformer med férhallandevis god anpassning tillsyfte och sammanhang.

Detta ar en niva av matematikkunskaper som manga elever férvantas uppna, och det ar forstas
nodvandigt att larare sjalv har den kunskapsnivan. Manga elever lamnar dock grundskolan med
enbart ytliga kunskaper i matematik, framst utantillkunskaper och formler som de inte alltid forstar.
Den typen av ytlig kunskap fungerar sa lange de ska l6sa ett antal likartade uppgifter i en larobok,
men den fungerar inte nar de ska tillampa kunskapen i varierande situationer, |6sa problem eller
generalisera kunskapen. Sddana ytliga kunskaper leder senare, vid studier pa gymnasieskolan eller
hogskolan, till svarigheter att félja med i undervisningen: Matematik handlar om att resonera - men
da maste man ha nagot att resonera om och ett sprak att resonera med (Hajer, 2003).

N&r man antagits till en lararutbildning forvantas man ha med sig tillrackliga kunskaper och férmagor
for att kunna folja med i utbildningen, alltsa for att fordjupa sina kunskaper i matematik och att
studera matematikdmnets didaktik. Men sa ar det inte alltid (Askew, 2008; Ball, Lubenski &
Mewborn, 2001).

Innebar detta att allt 4r kort? Givetvis inte, men som lararstudent maste man arbeta aktivt for att
bygga upp mer funktionella forkunskaper for fortsatta studier. Men tar inte detta valdigt lang tid?
Nej, faktiskt inte. Faktum &r att matematikundervisningen ofta gors onodigt kranglig. Ett syfte med
det har materialet ar att visa hur enkel skolmatematiken faktiskt &r. Den stora svarigheten bestar
snarast i att andra attityd, att vaga tanka pa ett nytt satt. Det ar i sjalva verket den studerandes
attityder till matematik som ar den mest avgérande faktorn (Pehkonen, 2001).

For en larare i grundskolan racker det emellertid inte att ha elevkunskaper motsvarande arskurs 9.
Under utbildningen maste man dven lara sig hur man kan forklara och I6sa uppgifter pa olika satt och
kunna forsta hur olika elever tanker. Man maste dven kunna presentera, resonera om, konkretisera
och individualisera ett &mnesinnehall. Detta ar inte mojligt om man kommer till hégskolan med
bristande kunskaper i matematik och kanske dessutom har negativa attityder till amnet. Man
kommer da istdllet att 6verfora sina egna problem och attityder till eleverna (Pehkonen, 2001).

Under lektionerna i grundskolan arbetar eleverna inte bara med matematik, de skaffar sig ocksa
attityder till amnet. Dessa attityder har en avgérande inverkan pa hur de uppfattar matematik och
hur de lar matematik. Pehkonen (2001) menar att larares uppfattningar om matematik ar individuella
och bygger pa erfarenheter de har med sig, inte minst fran sin egen skolgang. Manga uppfattningar
arvs sedan fran larare till elev. Lararens uppfattningar av amnet paverkar darmed hur eleverna
uppfattar dmnet och hur de lar sig dmnet, t.ex. "att matematik &r svart att forsta”, att “det ar bara att
lara sig formler” eller att "det ar svaret som rdknas, inte metoden”. Manga sadana uppfattningar ar
val inrotade och svara att forandra. De som har uppfattat matematik pa ett konstruktivt satt brukar
daremot lyckas med @mnet och far darmed positiva attityder. De som av olika skal inte uppfattat de
grundlaggande idéer som amnet bygger pa, brukar lyckas mindre val och far ofta negativa attityder
till &mnet (Pajares, 1992; Pehkonen, 2001). Wilson och Cooney (2002, s. 144) konstaterar att “the
evidence is clear that teacher thinking influences what happens in the classrooms, what teachers
communicate to their students, and what students ultimately learn”.



Om man kommer till utbildningen med bristfalliga kunskaper i matematik, och med negativa
attityder till amnet, ar det viktigt att man snarast gér nagot at detta. | annat fall missar man
vasentliga inslag i undervisningen. Med det har materialet vill vi hjdlpa studenter att géra nagot at
sadana brister, men en forutsattning for att det ska fungera, ar att de forstar sina egna problem
(Philipp, 2007).

Ett skal till att man som lararstuderande har en mindre bra uppfattning om matematik kan vara att
man i skolan forhallit sig passiv under lektionerna i matematik. Pa lektionerna har man lyssnat pa vad
lararen sager och forsokt |6sa de uppgifter man fatt, sa snabbt som mojligt. Man har saledes arbetat
for att tillfredsstalla lararen, inte for att utveckla egna kunskaper. En sddan syn pa inlarning kanske
fungerar under de allra forsta skolaren men den leder efter hand till allt storre problem. Nar man
sedan kommer till gymnasiet eller till hogskolan hdanger man inte med och det verkar hopplost att
komma ikapp.

Till dig som student

Om du kanner igen dig i den hiar beskrivningen ar angeldget att hitta ett annat forhallningssatt till
matematik och inlarning:

* Det handlar inte om att rdkna manga likadana uppgifter. Det ar battre att I6sa fa uppgifter och
reflektera 6ver den lI6sningsmetod man har anvédnt och om det finns andra smartare |6sningar.
Dina kamrater har kanske |6st uppgifterna pa andra smartare satt.

* Nar du moter en ny formel, ska du inte bara lara dig formeln utantill. Det ar betydligt viktigare att
tanka igenom vad formeln innebér och i vilka situationer den kan anvédndas.

* Nardut.ex. pa en diagnos eller en tentamen raknat fel pa en uppgift eller inte kunnat férklara
I6sningen ska du inte bara ge upp. Be din larare om rad, fraga hur dina kamrater har lost
uppgiften och inte minst: Ias hur detta har beskrivits och forklarats i kurslitteraturen.

¢ Sist men inte minst. Det dr dina kunskaper det handlar om och det dr du som har ansvaret for
vad du lar dig - ingen annan. Akademiska studier handlar i férsta hand om att lara sig genom att
lasa litteratur och att reflektera éver den i relation till sitt blivande yrke.

Vad ar det da for kunskaper man bér ha nar man kommer till utbildningen? Detta har utretts av bl.a.
Schulman (1986) och Ball, Thames & Phelps (2008). Om man har en inriktning mot F-3 eller 4-6, bor
man behéarska den matematik som undervisas i arskurs F-9. Om man inte beharskar den matematik
ens blivande elever kommer att mota pa hogstadiet, forstar man inte vad eleverna bor lara sig under
tidigare skolar och varfér. Risken ar da stor att man lar eleverna en matematik som inte kan
utvecklas under senare skolar.

| boken Education Psychology: A cognitive view, skrev David Ausubel (1968) om inlarning:

If I had to reduce all of educational psychology to just one principle; | would say this: The most
important factor influencing learning is what the learner already knows. Ascertain this and
teach him accordingly. (s. vi)

Det hér galler inte minst i amnet matematik som dven i skolan bygger pa givna, socialt 6verenskomna
och accepterade strukturer. Konsekvenserna av vad Ausubel skriver ar att det ar meningslost att
undervisa elever om nagot som de saknar adekvata forkunskaper fér. Man kan har vélja mellan tva
alternativ, antingen att arbeta med de saknade forkunskaperna eller att utarbeta en alternativ
matematisk modell som inte kraver forkunskaperna i fraga. Bada metoderna kraver en vl
genomtankt formativ bedémning (diagnostisering).




Storre delen av det hdr materialet handlar om en uppfdljning av diagnosen vid kursstarten. Vi gor
detta, uppgift for uppgift, och visar samtidigt, inte bara hur man I6ser uppgiften med den formel man
en gang har lart sig i skolan. utan ocksa hur man kan |6sa alla de har uppgifterna pa enklare satt, utan
att anvanda krangliga formler. Det &r det skolans matematik handlar om: att vaga se de enkla
strukturer matematiken bygger pa. Det handlar om att vaga ténka sjalv utgaende fran grundlaggande
regler som ofta ar enklare dn du tror. Men det géller att vaga tanka om.

N&r man har sett svaret pa en uppgift och hur man kan l6sa uppgiften pa ett enklare och smartare
satt galler det att tanka framat: Hur kan jag anvanda mig av det jag lart, hur kan man ga vidare, hur
kan man resonera nar man loser andra, liknande uppgifter?
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Diagnostiskt test vid kursstarten: Aritmetik och algebra

Los foljande uppgifter och forklara hur du resonerar nar du l6ser dem. Du far inte anvanda dig av
raknetekniska hjalpmedel sdsom minirdknare.

1. Berdknaihuvudet a) 92+56+8 b)13:-25-8
2. Utfor subtraktionen 413 — 398
3. Berdkna i huvudet 16 - 25
4, Berdkna i huvudet 50 - 0,7
a a a 2
5. Berdkna i huvudet a) —/— b) —-—
2 2 2 a
1 3
6. Berdkna i huvudet a)Vad ar 73V 0,16 b) Vad érz av 16
7. Berdkna i huvudet a)Vadar—av— b) Vad ar—av—
4 2 4 2
3 1 2 4
8. Berdkna i huvudet a) —+— b)l—--—
7 7 5 5
4 2
9. Berdkna i huvudet a) — /2 b)3.-—
7 7
2
10. Skriv E med namnaren 21
11 3
11. Vilket tal ar storst —eller — ?
15 4
5 5
12. Skriv ett tal som ar stérre ; och mindre érg
2 1 5 2
13. Berdkna a) —+— b) -—— —
5 3 7 3
6 ,2 2 3
14. Berdkna a) —/— b) —-—
77 57
15. Berdkna a) 0,4-0,1 b)0,4/0,1
16. Vilka av foljande utsagor ar sanna?
a. Summan av tva udda tal &r ett udda tal santo  falskt O
b. Produkten av tva udda tal ar ett udda tal santo  falskt O
c. Summan av ett udda tal och ett jamnt tal ar ett udda tal santo  falskt O
d. Produkten av ett udda tal och ett jamnt tal ar ett udda tal. santo  falskt O



Facit till det diagnostiska testet

Uppgift 1 a
Uppgift 1 b
Uppgift 2
Uppgift 3

Uppgift 4

Uppgift 5 a

Uppgift 5b

Uppgift 6 a

Uppgift 6 b

Uppgift 7 a

Uppgift 7 b

Uppgift 8 a

Uppgift 8 b

Uppgift 9 a

Uppgift 9 b

Uppgift 10

Uppgift 11

Uppgift 12

Uppgift 13 a

Uppgift 13 b

92 +56 +8 =156
13-25-8=260
413 -398=15
16 -25=400

50-0,7=35

~

1, forutsatt atta #0

1, forutsattatta #0

av 0,16 = 0,04

1

Nlw AW AR, AW AR N][Q NS
+
I

=
u N
|

N s
~
N
n

11 3

— ar mindre én —

15 4
31 32 33
42" 42" 42

1

15

=

+

W | =

1
21

NEEGC UG RN

2
.

av 16=3-(Z avle) =3-4=12.

10

I Il 34
Lampliga svarar —, —, — eller —
plig 42



Uppgift 14 a

Uppgift 14 b

Uppgift 15 a
Uppgift 15 b
Uppgift 16 a
Uppgift 16 b
Uppgift 16 ¢

Uppgift 16 d

/

NN
I
w

N|w

6
7
2 6
5 35
0,4-0,1=0,04.

04/01=4

Summan av tva udda tal &r ett jamnt tal.
Produkten av tva udda tal &r ett udda tal.

Summan av ett udda tal och ett jamnt tal ar ett udda tal.

Produkten av ett udda tal och ett jamnt tal ar ett jamnt tal.
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Kommentarer och évningar

Innan vi gar igenom svar och l6sningar uppgift for uppgift, vill vi papeka nagra viktiga detaljer:

* Endiagnos ar bara ett stickprov. Det ar inte mojligt att pa en diagnos tacka alla typer av
uppgifter. Det stickprov av uppgifter vi valt dr av en typ som vi vet att manga studenter har
problem med och som vi anser vara av stor betydelse for dig i din utbildning.

* Det handlar inte bara om att ge ratt svar. Det handlar om att forsta svaret pa ett satt som gor
det mojligt for dig att utveckla didaktiska kunskaper och att forklara alternativa I6sningar for
dina egna elever. Aven om du anser dig ha presenterat den mest ideala I6sningen bér du
reflektera Gver alternativa l6sningar. Ett mal ar ju att du pa sikt ska forsta alla dina elevers
|6sningar.

* Omduinte lart dig I6sa en viss typ av uppgift i skolan, beror detta sannolikt pa att du har haft
en negativ attityd till matematik och trott att matematik ar svart att forsta och lara sig.
Lamna det bakom dig och borja pa nytt. Det mesta ar betydligt enklare dn du tror. Den som
vagar vinner!

Vi gar nu igenom uppgifterna pa diagnosen i tur och ordning och lyfter samtidigt fram hur man kan
tanka pa ett enkelt och konstruktivt satt nar man I6ser dem. | en del fall stannar vi kvar vid en speciell
uppgiftstyp for att generalisera de idéer den bygger pa. Varje uppgift eller grupp av uppgifter féljs
sedan upp med nagra 6vningar dar du sjalv kan prova nya idéer eller metoder.

Rédknelagar och matematiska operationer
Du minns sédkert fran skolan att2+5=5+2o0chatt2-5=5"2.

Pa motsvarande satt géller att 8+ 7+3 =8+ (7 +3) =8 + 10 och att
7-4.-5=7-(4-5)=7-20.

Det har kan man uttrycka pa ett enklare satt: Man kan utfora additioner i godtycklig ordning och man
kan utféra multiplikationer i godtycklig ordning.

Genom att anvanda sig av de har rdknelagarna kan man férenkla I6sningen av en rad problem och
t.o.m. l6sa dem i huvudet. Vi ska nu se hur dessa rdaknelagar kan anvdndas pa ett smart satt.
Raknelagarna kallas i tur och ordning for

¢ den kommutativa lagen fér addition a+b=b+a

¢ den kommutativa lagen for multiplikation a-b=b-a

* den associativa lagen for addition (a+b)+c=a+(b+c)
* den associativa lagen for multiplikation (@a-b):-c=a-(b-¢)

Uppgift 1a 92+56+8=92+8+56=100+56=156

Nar man ska utféra en matematisk operation lonar det sig alltid att forst tanka efter en stund. | det
hér fallet kan man anvanda sig av den kommutativa lagen for addition. Istéllet for att borja fran
vanster och utféra operationen 92 + 56 i huvudet kan man byta ordning pa 56 och 8. Detta ger den
betydligt enklare operationen 92 + 8 + 56 = 100 + 56.

Prova detta pa féljande uppgifter.

12



Ovning 1.1

Lés féljande uppgifter i huvudet: a) 63 +75+25  b) 47 +58+53 ¢) 156+ 84 —-56

Uppgiftlb 13 -25-8=13-(25-8)=13-200 = 260

Har har man anvant den associativa lagen for multiplikation. Ett alternativ ar att skriva om uppgiften
som25-8-13=(25-4)-(2-13)=100- 26.

Prova detta pa féljande uppgifter.

Ovning 1.2

Lés féljande uppgifter i huvudet: a) 8 -42-25 ¢) 35-80-2 ¢) 15-9-20

En viktig paminnelse: Om du inte ser I6sningen direkt, ska du inte ge upp. Fundera en stund och
prova dig fram. Det ar pa det sattet man lar sig matematik. Det handlar inte bara om att l6sa
uppgifter utan om att forsoka forsta hur och varfor I16sningen fungerar.

Uppgift 2 413-398=13+2=15

Den kommutativa och den associativa raknelagen géller inte vid subtraktion. Har behovs det andra
regler. En sadan regel ar att subtraktion i forsta hand bér uppfattas som differensen (avstandet)
mellan tva tal —inte som att “ta bort”.

* Man kan t.ex. komplettera (rdkna upp i 15 steg) fran 398 till 413.

e Annu enklare dr det att se detta som en hundratalévergdng och jamféra talen 398 och 413 med
400. Talet 413 &r 13 mer och talet 398 ar 2 mindre an 400. Differensen ar darféor 13 +2 = 15.

* Man kan ocksa rdakna uppat i tva steg fran 398. Det &r 2 upp till 400 och ytterligare 13 upp till
413.

* Entredje metod ar att addera 2 till bada termerna: 413 — 398 = 415 — 400 = 15

Ovning 2.1

Anvdnd dessa idéer for att I6sa féljande uppgifter i huvudet:
a) 92 -87 b) 204 -97 ) 406 —297

Uppgift 3 16-25=4-4-25=4-100 = 400

For att utféra multiplikationer i huvudet kan man ofta anvanda sig av “runda” tal. 25 ar ett s.k. runt
tal och 4 - 25 = 100. Utnyttja detta genom att skriva om 16 som 4 - 4. Dufarda 16-25=4-4 - 25.
Har kan du borja med att multiplicera de tva sista talen (den associativa lagen for multiplikation)
vilket ger 4 - (4 - 25) =4 - 100.

Ovning 3.1

Lés féljande uppgifter i huvudet: a) 18 -35 b)4-16 ¢)28-—-

1
7

Ll
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Uppgift 4 50-0,7=5-10-0,7=5-7=35

Genom att anvanda dig av den associativa lagen for multiplikation kan du géra om 0,7 till ett heltal.
Du skriver dd om 50 som 5 - 10 vilket ger 5-10-0,7=5-(10-0,7) =5 - 7. Du slipper pa det sattet
fundera 6ver var decimaltecknet ska sta.

Du kan ocksa tanka dig 0,7 som 7 tiondelar. 50 ganger 7 tiondelar = 350 tiondelar. Detta kan i sin tur
skrivas som 35 hela. Alternativt kan du tédnka i decimeter. 0,7 meter = 7 decimeter och 50 ganger 7
decimeter = 350 decimeter = 35 meter.

Pa den héar uppgiften ar 3,5 och 0,35 vanliga svar. For att undvika sddana misstag ar det bra att géra
en overslagsrakning. Eftersom 0,7 ar ungefar 1, sa ar 50 - 0,7 ungeféar 50. | valet mellan svaren 0,35,
3,5, 35 och 350 ar det darfor bara 35 som &r ett rimligt svar.

Ovning 4.1

Lés féljande uppgifter i huvudet: a) 2,5 - 3,6 b) 0,8-3,5 ¢)0,16-25

Vi aterkommer langre fram i materialet till andra metoder for att multiplicera tva tal i decimalform.

Innehallsdivision och invers
Foljande uppgifter pa diagnosen ar intressanta, speciellt som manga raknar fel pa dem. Uppgifterna
kanske ser svara ut, men tanker man efter visar de sig vara mycket latta.

a a

Uppgift 5 a E / E =1, forutsattatta 20

For den som har mindre bra attityder till matematik ar den har uppgiften orimlig att |6sa: “Jag vet ju
inte vad a ar”, ”Jag har glomt hur man gor”. Nu géller det att vaga tanka om.

Om man pa lagstadiet lart sig matematik, alltsa inte bara lart sig rdkna, ar detta en enkel uppgift. Vad
det handlar om &r att man ska dividera ett tal med sig sjalvt och det ger alltid kvoten 1 (savida talet

inte 4r 0). Som exempel vet duredanatt2/2=1,att3/3=1,att4 /4 =1 osv. Detsamma galler for
a a

a
talet—. Aven—/—=1

2 2 2
Om man har en negativ attityd till matematik ger man latt upp infér en uppgift av det héar slaget. Med
en mer positiv attityd till matematik férsoker man gissa och préva sig fram. Man kan da utga fran att
uppgiften ar [6sbar och att en parameter som a star for ett tal. Varfor da inte prova med nagra olika
tal och se vad som hiander?a=2ger1/1=1, a=4ger2/2=10ocha=6ger3/3=1.Detendasom
vallar problem ar a = 0. Alla andra varden pa a ger kvoten 1. Observera att detta géller generellt.
.3 T a’-b
Aven\/—§= 1, ; =1 och 2 D =1
Av detta kan du lara dig tva saker. Det ena ar att det finns en grundldggande idé: Ett tal som divideras
med sig sjalvt ger kvoten 1 (savida talet inte ar 0) och detta galler generellt, dven for irrationella tal.

Det andra ar att det |6nar sig att soka efter mdnster genom att gissa och prova. Efter ett par
provningar kan man i det har fallet inse vad det handlar om och vilken idé som kan tillampas. Av
detta lar man sig vikten av att ha en bra attityd, och att vaga prova, om man ska lara sig forsta
matematik.

Vi ska nu anvanda en liknande strategi for att [6sa nasta uppgift.
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a 2
Uppgift 5b — +— =1, forutsattatta 2 0
2 a
35 35 a ¢ awc
| skolan lar man sig att —- —=——-eller mer generelltatt — - —=——
4 7 47 b d bd
a 2 a2
Detinnebdratt —+—=— =1
2 a 2a

Problemet &r att detta for manga ar en ytlig kunskap. Om man inte forstar idén, glommer man
snabbt bort nar och hur formeln ska tillampas. Vi undersoker nu vilka alternativ som finns.

2 3 b a
Tal som 3 och — kallas for varandras inverser. Pa samma satt ar E och E inversa tal liksom — och E
a

Produkten av tva inversa tal ar alltid 1.

1 2 3 a 2
Vivetalltsaatt3-—=1,att—-—=1.Pdsammasattar—*—=1
3 3 2 2 a
a 2 .
Om man inte inser att; och —ér inversa tal sa kan man ju alltid préva var som hander for olika
a
1 1

varden pa a. Féra=1férman5-2 =1,féora=2farman1 -1 =1ochféora=4farman 2- E=1.

Det verkar saledes rimligt att den har produkten alltid blir 1 (savida a inte &r 0). Den som vagar den
vinner!

Vi aterkommer till begreppet invers som ar en viktig del av matematiken, men kan an en gang
konstatera att man med lite fantasi ofta kan I6sa till synes omojliga uppgifter.

Ovning 5.1

6 a 6 ,2
Lés féljande uppgifter a) — * — b) —/— c) —/—
a 2 a a

En del av ett tal

Nar man i skolan ska I6sa uppgifter anvander man ofta formler som ar onddigt krangliga. Innan man
anvander en formel, som man kanske inte forstar inneborden av, I6nar det sig oftast att tanka efter
en liten stund: Vad handlar uppgiften egentligen om? Man brukar da finna betydligt enklare och
smartare l6sningsstrategier. Féljande uppgifter ar exempel pa detta.

1
Uppgift 6 a Z av0,16 = 0,16 /4 =0,04. (16 hundradelar /4 =4 hundradelar)

1 1
Manga uppfattarz av 0,16 som Z 0,16, skriver om detta som 0,25 - 0,16 och raknar fel pa

decimalerna. Men det har handlar inte om att multiplicera tal i brak- eller decimalform utan om att
ta en fjardedel av 16 hundradelar. Man ska alltsa dela 0,16 i fyra lika stora delar och ta en sadan
andel. Detta ar saledes inte en multiplikation utan en division av 0,16 med 4.

Eftersom 16 / 4 = 4 sa 4r 16 hundradelar / 4 = 4 hundradelar. Alltsa dr 0,16 / 4 = 0,04

15




Ett vanligt svar pa den har uppgiften ar 0,4. Det brukar bero pa att man inte forstar innebérden i “noll
komma sexton”. Man borde darfér inte sdga “noll komma sexton” utan ”“sexton hundradelar”, vilket
det heter pa flera andra sprak.

N&r man har fatt ett svar bér man alltid kontrollera om svaret ar rimligt. Detta &r ett viktigt
forhallningssatt till matematik. Om man dividerar ett tal som 0,16 med ett naturligt tal som 4, maste
kvoten rimligtvis bli mindre dn 0,16. Ett svar som 0,4 ar darfor orimligt.

Ovning 6.1

1 1 1
Berdkna pd motsvarande sdtt a) E av 21 b) 5 av2,1 c) E av 0,21

3 1
Uppgift6 b Zav16=3-(zav16)=3-4=12

Inte heller detta ska tolkas som en multiplikation med ett tal i brakform. Det har laser man som 3
(stycken) fjardedelar av 16. Eftersom 1 fjardedel av 16 &r 4, sa ar 3 fjardedelar av 16, tre ganger sa
mycket alltsa 3 - 4 = 12.

Ovning 6.2
3 3 2
Berdkna pd motsvarande sdtt  a) Z avl,6 b) Z av 0,16 c) 5 av 0,21
‘ 1 1 1 / 1
Uppgift 7 a —av—=—/4= —
Ppe 4 2 2 8

1 1
| det hér fallet ska man dividera E med 4. | brakform gér man detta enklast genom att halvera E tva

ganger. Vi gor detta grafiskt:

1 | I
Halften av— = — | |
2 4

1 |
och hélftenav—=—. [
4 8

— N

®lr
I

1
Svaret ar alltsa g 0

1
Om man vill anvdnda decimalform, skriver man om uppgiften som Z av 0,500, alltsa som 0,500 / 4.

Eftersom 500 / 4 = 125 blir svaret 0,500/ 4 = 0,125.

16




«7h 3 1 1 1)
U ift 7 —av— =3:(—av—) =3
ppg 223 (4 >

|w o|w

1
'8
3 1 1 1 1
Zavz betyder 3 ganger (Z av E) alltsa 3 g

3 1
Anvander man decimalform bli det: Z av0,500 = 3- (Z av 0,500)=3-0,125=0,375

Ovning 7.1

1 1 1 1 2 1 3 1
Berdkna pd motsvarande sdtt a)—av— b) —av— c) —av— d)—av—
3 2 5 2 3 2 5 2

Del av och multiplikation

1 1 1
Men, invander du nu, jag har lart mig att —av— = —-
4 2 4

N | =

Ja, svaret blir i bada fallen g, men innebdérden av de tva operationerna ar helt olika:

1 1 1 11
— av — ar endivision, namligen — / 4 medan — - — ar en multiplikation.
4 2 2 4 2
a a 2
Varfor kan da resultatet bli detsamma? Varfor ar t.ex. E/E = E = =17
a

For att svara pa detta tar vi upp begreppet invers, som spelar en viktig roll i algebran. Vid
multiplikation har t.ex. 4

1 1

inversen Z och E har inversen 3.

1 1
Allatala #0 har en invers— och a-—=1.
a a
2 1 4
Vi ska nu se hur begreppet invers kan anvandas. Vi vet redan att 5 =2 g och att ; =4. ; eller mer
1

a
generelltatt —=a * —
b b

Vi vet ocksa att en divisionav3 med 4, alltsa3 /4 = Z vilket sin tur kan skrivas kan skrivas som 3 - Z

1 1
Det betyderatt—av3 =3/4=3.-—
4 4
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Detta leder till foljande slutsats.

En division av a med b kan ersattas av en multiplikation av a med inversen till b.

Detta kan skrivasa /b =a - E

Ovning 7.2

1 a
Bestdm inversen (vid multiplikation) till féljande tal: a) E b)6 ¢ E d) E

Namnarens och tdljarens innebérd
For att komma vidare maste man forsta taljarens och namnarens innebord.

Om man dividerar talet 1 med 3 far man E Har kallas 3:an for namnare.

Om man delar en strécka i tre delar sa blir varje del 5 av strackan.

1 1 1
Om man tar 2 sadana delar far man E + 5 =2 E vilket skrivs 5 Har kallas 2 for taljare.

| talet — beskriver ndmnaren 3 en enhet, namligen g och taljaren 2 talar om hur manga ganger man

1
tagit enheten 5

2
Om man dividerar talet 2 med 3 far man ocksa 5

1 1 1 1 3
Av detta foljer ocksa att —+ — + — =3 - — vilket skrivs — =1
3 3 3 3 3

Det &r pa det har sdttet man maste forsta inneborden av begreppet brak. For att arbeta med brak
bor man kunna resonera pa det har sattet och kunna uttrycka brak pa olika satt.

‘ 3 1 (1 1 1) 1 4
U ift 8 a. —+—=\"+—4+ —)+—-==
Ppe 7 7 7 7 7 7 7

1
| det har fallet adderar man alltsa 3 enheter och 1 enhet. Enheten ér;

Ovning 8.1

1 1 2 1 2 3 11 1 1
Skriv i brékform: a) — +— +— b) —+—+— c) —+—+—+—
5 5 5 7 7 7 4 4 4 4
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Uppgift 8 b 1

vl N
vl |

(200 S, O, O I

kan man skriva om subtraktionen som

IN |
+

ullN

1]

[N
Ul

ul |

2
Eftersom 1 E betyder 1+

Division och multiplikation av ett tal i brakform med ett naturligt
tal

Den enklaste regeln for att dividera ett tal i brakform med ett naturligt tal &r att man dividerar enbart
taljaren. Ndmnaren &r ju bara en enhet.

. 4/ 4/2 2
Uppgift9a —/2= —=—
PP - _——

For att 16sa den har uppgiften behéver man inte nagon formel som handlar om att invertera
namnaren och multiplicera. Enklast kan man ténka sa har:

1 1 1 1
— betyder— +— + ; +— . For att dividera detta med 2, delar vi upp uttrycket i tva lika stora delar

1,4, 1,1
(7+7+(7+7)

1

4 1 2
Halftenav —aralltsa (- + —) =
7 7 7

7
. 4 1
Annu enklare blir det om man helt enkel dividerar téljaren i — med 2. Talet ; ar ju bra en enhet.

4
Detta blir dnnu tydligare om man skriver; som 4 sjundedelar. Man inser da 4 sjundedelar dividerat

med 2 4r 2 sjundedelar pa samma satt som 4 dpplen dividerat med 2 ar 2 dpplen.

Ovning 9.1

6 6 3
Utfér féljande divisioner: a) ; /3 b) E /2 c) Z /3

Uppgift9 b 3-;=—=—
Man anvdander samma strategi som for division men arbetar i omvand ordning
2 2 2 6

2
3:—=—+—+— = —
7 7 7 7 7

Eftersom ; bara dr en enhet gor man detta enklast genom att multiplicerar taljaren med 3.

2
3. — &r alltsa lika med —
7 7
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Ovning 9.2

2
Lés foljande uppgifter: a) 4 - H
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Varje tal i brakform kan skrivas pa odandligt manga olika satt

Ett tal som 5 kan skrivas pa oandligt manga satt i brakform.

wIN

6
9— = .

Man kan illustrera detta pa féljande satt dar antalet rutor svarar mot ndmnaren och antalet skuggade
rutor svarar mot taljaren:

4 6 8 10

2
3 6 9 12 15

Lagg marke till att nar man férdubblar ndmnaren sa fordubblas téljaren, nar man multiplicerar
namnaren med 3 sa multipliceras taljaren med 3 osv.

Om man multiplicerar téljare och ndmnare med samma tal fordandas inte brakets varde.

a n-a
Det innebar att om n # 0 sa géller att ; = _b Detta kallas for forlangning.
n.

Den motsatta (inversa) operationen till férlangning kallas for forkortning.

Uppgift 10 —=——=—

2 72 14
Eftersom 3 - 7 = 21 kan man forlanga braket med 7, vilket ger —= —— =—
3 73 21

Ovning 10.1

a) Férldng brdaket Z sd att némnaren blir 12.
b) Férldng brdket E sd att némnaren blir 20.

4
c) Forldng brdket ; sd att némnaren blir 35.
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Ovning 10.2

12
a) Férkorta braket E sd att ndmnaren blir 5

16
b)Férkorta brdket g sd att ndmnaren blir 7

24
c) Forkorta brdket g sd att némnaren blir 3

11 44 3 45
Uppgift 11 — =——armindre dn —=——
15 60 4 60

Om man viljer en gemensam namnare sa ar det bara att jamfora taljarna.

En lamplig gemensam namnare ar 15 - 4 = 60.

11 44 3 45 45 44 3 11
— = — och — = —. Eftersom —— &r stOrre &n — sa ar — stOrre an —.
15 60 4 60 60 60 4 15

Ovning 11.1

5 4 6 7 1
Vilket tal éir stérst? a) —eller — b) —eller — ¢) 1— eller —
8 7 7 8 3 6

5 30 5 35 31 32 33 34
Uppgift 12 — =——och —=—— Lampligasvarar —,—, —eller—
7 42 6 42 42’ 42" 42 42

FOr att gora talen jamforbara bor de skrivas med samma ndamnare, till exempel ndmnaren 7 - 6 = 42.

5 30 6 36 31 32 33 34
Dufarda —=— och— =—— Detinnebdr att talen —, —, — och — uppfyller villkoret.
7 42 7 42 42" 42" 42 42
Ovning 12.1
Ange ett tal som a) dr stérre dn ; och mindre dn 1
3
b) ér stérre dn — och mindre dn —
8 4
1

c) dr stérre in — och mindre dn —
11 3
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Addition och subtraktion av tva tal i brakform

Man kan bara addera och subtrahera tva tal i brakform om de har samma namnare.

‘ 2 1 6 5 11

Uppgift13a —+ —=—+ —=—

PPE 53 15 15 15

For att kunna jamféra de tva maste man vilja en namnare som &r delbar bade med 3 och med 5. En
sadan namnare ar 5 - 3 = 15. Forlang alltsa talen sa att namnarna blir 15.

2 6 1 5 2 1 6 5

— =——och —=—kan man skriva —+ —=—+ —. Eftersom ndmnarna ar lika ér det nu bara att
5 15 3 15 5 3 15 15

addera téljarna.

6 5 6+5 11

Ovning 13.1
2 1 2 2 3 1
Utfér additionerna a) —+— b) —+— ¢) —+—
5 4 7 3 4 6
€ 13b 5 2 15 14 1
Uppgift 13 —— - === — = o
PPE 7 3 21 21 21
5 2 15 14
Vélj ndmnaren 7 - 3 = 21. Man kan nu skriva—— — som —— — —. Eftersom ndmnarna nu ar lika
7 3 21 21

kan man subtrahera téljarna.

Ovning 13.2

2 1 5 1 5
Utfér subtraktionerna a) ——— b)—=-— ¢)1—-—
5 4 7 3 4 6
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Division med ett tal i brakform

Vi inleder med en enkel regel som ofta fungerar och som kallas for ”innehallsdivision”. For att utfora
divisionen 840 / 210 behdéver man inte anvdnda sig av en uppstéllning. Studerar du uppgiften
narmare upptacker du att 210 ryms 4 ganger i 840. (For 840 kr kan man képa 4 boécker a 210 kr
styck.)

6 ,2
Uppgift 14 a ;/; =6/2=3

Formulera om uppgiften som hur manga ganger du kan ta 2 sjundedelar fran 6 sjundedelar. Vilket &r
samma fraga som hur manga ganger du kan ta 2 dpplen fran 6 dpplen. Svaret ar 3 (ganger).

6 2 6 2 6 2 6 2
Pa motsvarande satt ar — / — =— / — = / — = / — =3. Det hdr innebar att om
11" 11 13" 13 14 14 15° 15

namnarna ar lika sa racker det att dividera téljarna, alltsa 6 / 2 = 3.

Ovning 14.1

8 ,2 9 3 6 7
Utfér divisionerna a) —/ — b) — /) — c)—/ —
f )9/9 )11/11 )7/14

a 1
Vi ska nu anvdnda en annan metod. Om a och b 4r naturliga tal sa vet vi att ; =a ; Men vi vet

a
ocksa atta/b = ; Det betyder att

1
Divisionen a / b kan utféras som multiplikationen a - E

6

2 6 ,7 7
Det hdr innebar att —/— = _/_ ="
7 7 7 2

-2

=3

~N

Ovning 14.2

Utfér pa nytt foljande divisioner, men nu med den nya metoden.

8 ,2 9 3 6 7
A/ O/ 95/

‘ b 2 3 23

Uppgift 14 - - =——=—

PPE 57 57 35
11 1

For att utféra multiplikation borjar vi med att studera—+-— = —=—
5 7 57 35
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Du kan komma ihag detta genom att studera foljande kvadrat med sidan 1 m. De sma rektanglarnas

1 1
. . o o 2 o .
hojd ar — m och dess bas ar — m. Eftersom 35 sadana sma rektanglar har area 1 m® sa ar arean av en

111 1

1
rektangel — m?. Av detta kan vi konstarea att—-— = —=—
57 57 35

11 1
Generellt géller att - —=—
ab ab
11 1 1
Som exempel dralltsa —+* —=——=—.
4 2 42 8
Ovning 14.3
. 1 1 b 1 1 ( 1 )2
Berdkna a) = — - c\—
)5 2 )6 11 4 10

9 1 1 1
*+ —7?Jo,duvet nuatt —* — = — saardet bara att anvanda sig av den

Men hur berdknar man —
6 6 11 66

1 1
kommutativa lagen for multiplikation. — * — kan skrivassom 5 * — * 9 - —eller som
6 11 6 11

1 1 1 45 59
5.9.—+—=45.— = — = ——
6 11 66 66 6-11
a ¢ a-c
Mer generellt galler formeln — =
b d b-
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Ovning 14.4

v N
N|w

5 9 7\,
b) - C)(lo)

Berdkna a) 11

Multiplikation och division av tal i decimalform

1 1 1 1 1 1
Pdsammasdttsom —  -—— ="—"—"och ——-—— =
10 10 100 10 100 1000

ochatt0,1-0,01=0,001.

géller att 0,1-0,1=0,01

2 3 6 2
Pa samma sdttsomatt — -—— =—— och — -
10 10 100 10

ochatt0,2-0,03=2-3-0,001 =0,006.

6

3
galler att0,2-0,3=2-3-0,01=0,06
100 1000

Om du ténker pa det har sattet behover du aldrig fa problem med var du ska placera decimaltecknet.
Uppgifti5a 04-0,1=4.0,1-0,1=4-0,01=0,04
Skrivom 0,4 som 4 - 0,1 och anvand den kommutativa lagen for multiplikation.

Detger4-0,1-0,1=4-0,01=0,04

Ovning 15.1

Berdkna a) 0,3:0,7 b) 0,05 -0,6 c) 0,08-2,1

Uppgiftl5b 0,4/0,1=4/1=4

En metod att utfora divisionen ar att anvdnda sig av inverser.
Inversen till 0,1 ar 10 (eftersom 0,1 - 10 = 1). Vi vet att en division med ett tal kan ersattas av en
multiplikation med inversen. Det innebar att 0,4 /0,1 =0,4 - 10 = 4.

En annan metod &r att anvanda sig av innehallsdivision, alltsd hur manga ganger 0,1 ryms (innehalls) i
0,4. Man kan pa en konkret niva fraga sig hur manga ganger man kan ta 0,1 liter fran 0,4 liter.

En dnnu enklare metod &r att byta enhet. Istdllet for att arbeta med 0,4 liter och 0,1 liter kan man
arbeta med 4 dl och 1 dl. Man far da ett heltal i namnaren.

Pa motsvarande satt kan man utféra divisionen 0,34 / 0,2 genom att rakna i tiondelar (ungefar som

4
med 10) vilket ger 3,4 / 2 och division med ett heltal.

att forlanga

)

Lagg marke till att den som behérskar flera metoder for att géra en berakning alltid har en 16sning till
hands. Om man har glomt, eller ar tveksam om, en metod sa ar det bara att vélja en annan.

Ovning 15.2

Berdkna a) 0,08 /0,4 b) 0,36 /0,06 c) 2,5/0,05
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Udda och jamna tal
Nar man utfor additioner, subtraktioner, multiplikationer eller divisioner med naturliga tal, sa finns
det enkla metoder for att avgdra om resultatet blivit fel. Detta ar podngen med féljande uppgift.

Uppgift 16 a. Summan av tva udda tal ar ett jamnt tal.
b. Produkten av tva udda tal &r ett udda tal.
c. Summan av ett udda tal och ett jamnt tal ar ett udda tal.
d. Produkten av ett udda tal och ett jamnt tal ar ett jamnt tal.

Uppgift a kan man |6sa praktiskt eller mer formellt. Vi borjar med ett praktiskt resonemang. Om det
finns ett udda antal foremal (2m + 1) sa kan man bilda m par och det 1 6ver. Har man dessutom ett
udda antal andra féremal (2n + 1) sd kan man av dem bilda n par och det blir 1 6ver. Slar man
samman dessa mangder sa far man m + n par och det blir 2 6ver. Men de 2 som blir 6ver bildar ett
nytt par. Summan ar alltsa ett jamnt tal.

Detta kan tecknas (2m + 1)+ (2n+1)=2m+2n+ 2 =2(m + n + 1) som &r ett jamnt tal.

Svaret pa uppgift b finner man om man studerar multiplikationstabellen. Det &r bara produkten av
tva udda tal som ar ett udda tal (de skuggade).

1 /2 /3 |4 |5 |6 |7 8|9

2 (4 |6 |8 (10 (12 |14 |16 |18
3 (6 |9 (12 (15 |18 |21 (24 |27
4 |8 |12 |16 |20 |24 |28 |32 |40

5 |10 |15 (20 |25 |30 |35 |40 |45

6 (12 |18 |24 |30 |36 |42 |48 |54

/7 |14 |21 |28 |35 |42 |49 |56 |63
8 |16 |24 |32 |40 |48 |56 |64 |72
9 (18 |27 |36 |45 |54 |63 |72 |81

Mer formellt kan man skriva ett udda tal som 2n + 1. Produkten av tva udda tal kan darfor skrivas
(2m+1)(2n+ 1) =4m? +2m + 2n + 1 = 2(2m* + m + n) + 1, vilket &r ett jamnt tal plus 1, dvs. ett udda
tal.

Pa uppgift c kan man tanka sa har. Vad hander om man har ett antal par med skor och far ett nytt
antal skor som férutom par innehaller en enstaka sko och slar samman dessa skor? Jo fortfarande har
man en sko som inte bildar par (en udda sko).

Mer formellt kan man skriva detta som (2m + 1) + 2n = 2(m + n) + 1 vilket ar ett udda tal.

27



Pa uppgift d kan man tdnka sa har: Om man multiplicerar ett udda tal, 2n +1, med 2 sd farman 2n + 1
par, dvs ett jamnt tal. Detsamma géller om man multiplicerar med 4, 6, 8 .... Man kan ocksa tanka pa
att ett udda antal par med skor bestar av par.

Att produkten av ett udda och ett jamnt tal ar ett jamnt tal. Detta framgar ocksa av
multiplikationstabellen. Det &r bara produkten av tva udda tal som &r ett udda tal. Alla andra
produkter ar jdmna tal.

Mer formellt kan produkten av ett jamnt tal och ett udda tal skrivas 2m - (2n + 1) =4mn + 2m =
2(2mn + m) vilket &r ett jamnt tal.

Ovning 16.1

Du har tva udda tal och ett jagmnt tal.
a) Ar summan ett jémnt tal? b) Ar produkten ett jimnt tal?

Ovning 16.2

Du har tre udda tal.
a) Ar summan ett jémnt tal? b) Ar produkten ett jamnt tal?
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Facit till 6vningarna

1.1 a) 63+ (75+25)=63+100 = 163
b) 47 +53 +58 =100 + 58 = 158
c) 156-56+84 =100+ 84 =184

1.2 a) 42-8-25=42-200=8400
b) 35-2-80=70-80=5600
c) 15-20-9=300-9=2700

2.1 a) 2 upp och 3 ner fran 90 ger differensen 5 eller addera 3 till bada termerna vilket ger
92-87=95-90=5.

b

~—

Addera 3 till bada termerna vilket ger 204 — 97 = 207 — 100 = 107 eller jamfér med 100
vilket ger 104 upp och 3 ner och differensen 107.

c) Addera 3 till bada termerna vilket ger 406 — 297 = 409 — 300 = 109 eller jamfér med 300
vilket ger 106 upp och 3 ner och differensen 109.

31 a) 18-35=9-2-35=9-70=630

b) 4-16=4-2-8=8-8=64eller4-16 =2-2-16=2-32=64

NS e
1]
o
~

N -
1]
o
~

N -
1]
=

AR
SR

1
c) 28-—-
4
4.1 a) Overslag 2,5-3,6 =3:3=9. 2,5-3,6 =2,5-4-0,9=10-0,9=9

b) Overslag 0,8-3,5 ~1-3=3. 0,8-35=0,8-5-0,7=4-0,7=2,8

c) Overslag 0,16-25=0,2-20=4. 0,16-25=0,04-4-25=0,04-100=4

6 a 2 a
51 a) —-—=3-—+— =3.1=3

a 2 a 2

6 ,2 2,2
b)=/==3-—/==3.1=3

a a a a

6 ,1 1,1
o)=/==6-=/==61=6

)5/5 5/5

1
6.1 a) 5av21=21/3=7
1
b) E av2,1=2,1/3=0, 7. Man kan tanka 21 tiondelar /7

1
c) E av 0,21 =0,21/3 =0,07. Man kan tanka 21 hundradelar / 7
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3 1
a) Zav1,6=3-zav1,6=3-1,6/4=3-O,4=1,2

3 1
b) Zav0,16=3-zav0,16=3-O,16/4=3-0,04=0,12

2 1
c) 5av0,21=2- gav0,21=2-0,21/3=2-0,07=O,14

1 1 1 1 1 3 1
a) —av —=—/3=—. Tinktex.—=—=3.-—
3 2 2 6 2 6 6
1 1 1 1 1 5 1
b) — av —=—/5=—_ Tankt.ex. —=——= 5.—. Man kan ocksa tdanka —av 0,5=0,1
5 2 2 10 2 10 10 5
2 1 1 1 1 1
c) —av—_—=2-—av—=2-—/3=1/3=—
3 2 3 2 2 3
3 1 1 1 1 1 3
d - a —=3-—av—=3-—/5=3-—= —
5 2 5 2 2 10 10
1
a) Inversen till Eér 5 eftersom 5 - E =1
1
b) Inversen till 6 4r —eftersom6:- — =1
6 6
35
c) Inversen till — ar — eftersom—-— =1
5 3 5 3
a b a b
d) Inversen till —ar —eftersom—-— =1
b a b a
1 1 2 4
a) —+—-+—=—
5 5 5 5
1 2 3 6
b) —+—+—=—
7 7 7 7
1 1 1 1 4
c) —+—+—+—=—=1
4 4 4 4 4
6 6/3 2 6 2 2 2
a) —/3=——"=—celler tankatt == —+— +—
7 7 7 7 7 7 7
6 6/2 6 3 3
b) = /2=—=—celler tankatt == —+—
5 5 5 5 5 5
3 3/3 3 1 1 1
c) =/3=——=—celler tankatt == —+ — +—
4 4 4 4 4 4 4



9.2

10.1

10.2

111

12.1

b)

b)

c)

b)

c)

4 — =— = —
11 11 11
3 23 6 1
2-—=—=—=1—
5 5
4 24 8
- )=—==-
9 9 9
3 33 9
4 34 12
2 42 8
5 45 20
4 54 20
7 57 35
12 34 4
15 35 5
16 44 4
28 47 7
24 122 2
36 123 3
5 35 4 32
_=_O _ =
8 56 7 56
6 48 7 49
_ = = C _ =
7 56 8 56
1 4 8
1_=_=_
3 3 6
7 14 h6 12
714 7 14
5 10 3 12
—=—och—=—
8 16 4 16
3 9 1 11
11 33 3 33

Det innebar att 1

5 4
Det innebér att — >—
8 7

6 7
Det innebar att — <—
7 8

W=
(o)W lee)

13
Ett svar ar—
14

11
Ett svar ar—
16

10
Ett svar ar —
33
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2 1 42 51 8 5 13
131 a) —4—= — 4t—= — p—= —
5 4 45 54 20 20 20
2 2 32 72 6 14 20
73 37 73 21 21 21
3133 21 9 2 11
C) —+—=—"+—"= —+—= —
4 6 34 26 12 12 12
2 1 2 51 8 5 3
132 a) ——— = —-——= —_——= —
5 4 45 54 20 20 20
X 5 2 35 72 15 14 1
) 73737773 21 21 21

1 555 35 25 15 10 5
D161 6 )

34 26 12 12 12

8/2 /
141 a) =/ —=8/2=4
)57 g

9
b) —/—=9/3=3
)11/11 /
6/5 / 12/5=2
c) —/—=—/—= 5=2—
)7 14 14 14
8 2 8 9 8
142 a)—/=—=—.—=—=4
9 9 9 2 2
9 3 9 11 9
b) —/—=—-—=—=3
11 11 11 3 3

143 a) =+ — = — =—
5 2 52 10
1 1 11 1
b) =+ —= —— =—
6 11 611 66
1 11 1
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14.4 a)

15.1

15.2

16.1

16.2

b)

a) 0,3-0,7=3-7-0,1-0,1=21-0,01=0,21
b) 0,05-0,6=5-6-0,01-0,1=30-0,001=0,030

c) 008-2,1=8-21-0,01-0,1=162-0,001=0,162

a) Rédknaihundradelar: 0,08/0,4 =0,.08/0,40=8/40=0,2

b) Réknaihundradelar: 0,36 /0,06=36/8=6

c) Réknaihundradelar: 2,5/0,05=2,50/0,05=250/5=50

a) Ja

b) Ja

a) Nej, ett udda tal

b) Nej, ett udda tal
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Diagnostiskt test vid kursstarten: Geometri

Los foljande uppgifter och forklara hur du resonerar nar du l6ser dem.
1. Vad menas med a) stracka? b)strale? c)vinkel?

2. a) Vilka av figurerna dr symmetriska? Rita ut eventuella symmetrilinjer.

b) Beskriv likheter och skillnader mellan figurerna.

T <>

3. Definiera begreppen a) parallellogram b)romb  c) rektangel
4, Definiera begreppen a) cirkel b) korda  c) radie d)diameter
5. En av vinklarna i en likbent triangel ar 50°. Bestam de Ovriga vinklarna.
6. Rita en triangel som a) ar likbent. b) ar ratvinklig. c) ar liksidig. d) har en trubbig vinkel.
7. Vilka av foljande trianglar ar a) kongruenta?  b) likformiga?
A B C D E
8. Bestam arean av

a)  enratvinklig triangel med kateterna 6 cm och 8 cm.
b) enromb med diagonalerna 12 cm och 8 cm.
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10.

11.

12.

En cirkel har diametern 6 cm. Bestdm a) cirkelns omkrets.

b) cirkelomradets area.

Arean av rektangeln i figuren ar 16 cm®.
Bestam arean av den skuggade femhdorningen.

>

Beskriv sd noga du kan a) ett ratblock.  b) en tetraeder.

En cylinder ar inskriven i en kub med kanten 4 cm.
a) Bestam kubens volym.
b) Bestdm cylinderns volym.
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Facit till det diagnostiska testet

Uppgift 1 a
Uppgift 1 b

Uppgift 1 ¢

Uppgift 2 a

Uppgift2 b

Uppgift 3 a

Uppgift 3 b
Uppgift 3 ¢

Uppgift 4 a

Uppgift4 b
Uppgift 4 ¢

Uppgift 4 d

Uppgift 5

Uppgift 6

En rat linje som ar begransad at bada hallen.

En rat linje som ar begransad at ett hall.

Omrade mellan tva stralar eller strackor som méts i en gemensam andpunkt.
|

CochD

, £\

Alla ar fyrhorningar med fyra sidor och fyra horn.

| figur A, B och C ar minst tva sidor parallella.
A och C ar parallellogrammer.
A, C och D har parvis lika langa sidor.

En fyrhorning vars motstaende sidor &r parallella. Det innebar att motstaende sidor
ar lika stora och motstaende vinklar ar lika stora. En diagonal delar
parallellogrammen i tva kongruenta trianglar.

En parallellogram dar alla sidor ar lika langa. Diagonalerna ar symmetrilinjer.
En parallellogram dar alla vinklar ar lika stora, 90°.

En kurva i planet som bestar av alla punkter som har ett givet avstand till en fix
punkt. Det givna avstandet kallas for radien.

En stracka mellan tva punkter pa cirkeln.
Avstandet fran en punkt pa cirkeln till cirkelns medelpunkt.

En korda som gar genom medelpunkten. Det innebér att den dr dubbelt sa stor som
radien. Diametern ar den storsta kordan i en cirkel.

Det finns tva lésningar 50°, 50° och 80° eller 50°, 65° och 65°.

b) c) d)
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Uppgift 7 a
Uppgift 7 b
Uppgift 8 a
Uppgift 8 b
Uppgift 9 a
Uppgift 9 b
Uppgift 10

Uppgift 11 a

Uppgift 11 b

Uppgift 12 a

Uppgift 12 b

AochC

A, C och E. (Tva kongruenta figurer ar ocksa likformiga.)
24 cm’

48 cm’

érmcm = 18,85 cm

9ncm’= 28,27 cm?

10 cm’®

Ratvinklig parallellepiped, alltsa en kropp som begrédnsas av sex rektangelomraden.
Det innebar att alla vinklar ar 90.

Polyeder som begrénsas av fyra triangelomraden.

64 cm®

16mcm?® = 50,27 cm®. (% av kubens volym.)
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Kommentarer och évningar

Innan vi gar igenom svar och losningar uppgift for uppgift, vill vi papeka nagra viktiga detaljer:

* Endiagnos ar bara ett stickprov. Det ar inte mojligt att pa en diagnos tacka alla typer av
uppgifter. Det stickprov av uppgifter vi valt dr av en typ som vi vet att manga studenter har
problem med och som vi anser vara av stor betydelse for dig i din utbildning.

* Det handlar inte bara om att ge ratt svar. Det handlar om att forsta svaret pa ett satt som gor
det mojligt for dig att utveckla didaktiska kunskaper och att forklara alternativa l6sningar for
dina egna elever. Aven om du anser dig ha presenterat den mest ideala I6sningen bér du
reflektera Gver alternativa l6sningar. Ett mal ar ju att du pa sikt ska forsta alla dina elevers
|6sningar.

* Omduinte lart dig I6sa en viss typ av uppgift i skolan, beror detta sannolikt pa att du har haft
en negativ attityd till matematik och trott att matematik ar svart att férsta och lara sig.
Lamna det bakom dig och borja pa nytt. Det mesta ar betydligt enklare &n du tror. Den som
vagar vinner!

Vi gar nu igenom uppgifterna pa diagnosen i tur och ordning och lyfter samtidigt fram hur man kan
tanka pa ett enkelt och konstruktivt satt nar man I6ser dem. | en del fall stannar vi kvar vid en speciell
uppgiftstyp for att generalisera de idéer den bygger pa. Varje uppgift eller grupp av uppgifter féljs
sedan upp med nagra 6vningar dar du sjalv kan prova nya idéer eller metoder.

Grundldaggande geometriska begrepp

Inom geometrin finns det ett antal grundldggande begrepp: punkt, linje, plan och rum. Punkten &r en
odefinierad storhet. Man kan tdnka sig att den representerar en plats utan utstrackning. Om man har
tva punkter sa kan man definiera en strdacka som bestar av alla punkter som ligger mellan dessa tva
punkter. Man kan konstruera en stracka genom att férbinda punktera med hjalp av en linjal. Om man
i tanken forlanger strackan med en oandligt Iang linjal at bada hallen far man en réat linje.

Enligt boken Matematiktermer fér skolan (Kiselman & Mouwitz, 2008), ar en rat linje en “kurva om ar
rak och obegrédnsad at bada hallen”. Om vi utgar fran att vi vet vad en linje dr kan man enkelt
besvara uppgift 1.

Uppgift1a En stracka ar en rat linje som &r begransad at bada hallen.

En stracka har tva dndpunkter, till exempel A och B, och brukar avbildas sa har:

| |
A | B

Uppgift1 b En strale bestar av en punkt A pa en rat linje och
alla punkter pa den ena sidan av A.

Stralen har alltsa en enda andpunkt och brukar avbildas sa har

eller sa har
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Uppgift 1 c En vinkel &r omradet mellan tva stralar eller tva strackor som mots i en gemensam
andpunkt.

En vinkel avbildas sa har. De tva stralarna eller strackorna kallas fér vinkelns ben och den
gemensamma dndpunkten kallas for vinkelns spets. Observera att de tva stralarna eller strackorna
definierar tva vinklar, vars summa &r 360° (ett helt varv). Den vinkel som avses markerat med en
bage eller om vinkeln &r rat med en liten vinkel pa 90°.

N&r man mater en vinkel sa tar man reda pa hur manga grader (hur stor del av ett helt varv) som det
ena vinkelbenet maste vridas kring spetsen for att sammanfalla med det andra.

Ovning 1.1

Med hjélp av tva punkter kan man definiera en rdt linje.
Hur mdanga punkter krdvs det for att definiera ett plan?

Ovning 1.2

Tvd rdta linjer som inte dr parallella skér varandra i en punkt.
Hur ser skdrningen ut mellan tva plan som inte dr parallella?

Ovning 1.3

Tva rdta linjer som ligger i samma plan kan skéra varandra i hégst en punkt.
I hur mdnga punkter kan fyra linjer (som inte ligger i samma plan) skéra varandra.

Fyrhérningar och trianglar
Med hjalp av strackor kan man bygga manghorningar. En manghorning bestar av ett antal strackor
som hanger ihop i alla sina &ndpunkter. Exempel pa manghorningar ar trianglar, fyrhérningar,

femhorningar osv. c

—<
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En fyrhorning ar uppbyggd av fyra strackor (i figuren AB, BC, CD och DA) som hanger ihop i sina
andpunkter A, B, C och D. Strackorna kallas for fyrhérningen sidor och andpunkterna kallas for horn.

Om man kan sammanbinda tva hérn i en manghorning med en stracka som inte ar sida i
manghaorningen, kallas strackan for diagonal. | en fyrhérning kan man dra tva diagonaler (AC och BD i
figuren).

En del manghdrningar har speciella egenskaper. Om till exempel tva sidor i en triangel ar lika langa,
kallas den for likbent. Om alla sidorna ar lika langa, kallas den for liksidig. Likbenta och liksidiga
trianglar ar symmetriska och har darfor speciella egenskaper.

Uppgift2a  Figurerna C och D ar symmetriska och har tva respektive en symmetrilinje.

Att figurerna dr symmetriska innebér att de kan vikas utefter en symmetrilinje sa att en ena halvan av
figuren exakt sammanfaller med den andra. Man kan séga att de tva halvorna ar spegelbilder av
varandra.

| figur A kan man dra en diagonal som delar figuren i tva exakt likadana figurer. Man séger att de tva
delarna ar kongruenta, men de ar inte spegelbilder av varandra.

Uppgift 2 b Alla figurerna ar fyrhérningar med fyra sidor och fyra horn.
| figur A, B och C ar minst tva sidor parallella.
A och C ar parallellogrammer.
A, C och D har parvis lika langa sidor.
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Figur A 4r en parallellogram, vilket innebéar att motstaende sidor ar parallella. Det medfér i sin tur att
om man delar figuren med en diagonal, sa bildas tva kongruenta (exakt likadana) figurer. Det innebér
i sin tur att motstaende sidor &r lika langa och att vinklarna parvis ar lika stora. Detta ar egenskaper
som finns hos alla parallellogrammer.

Figur B har bara tva sidor parallella och &r darfor inte en parallellogram.
Den figuren kallas for parallelltrapets. Observera att parallellogrammer &r
parallelltrapetser.

Lagg marke till att fyrhérningar dven kan se ut som figur D.

Observera att sidorna ar parvis lika langa.

Ovning 2.1

Hur manga symmetriaxlar har en liksidig triangel?
Ovning 2.2

Hur manga diagonaler kan du dra i en triangel?
Ovning 2.3

Hur manga diagonaler kan man dra i en femhérning?

Olika typer av parallellogrammer

Manghorningarna (polyedrarna) kan delas in i olika grupper med gemensamma egenskaper. En sadan
grupp som ar vanligt forekommande i skolans geometriundervisning ar parallellogrammerna. Genom
att utga fran parallellogrammens egenskaper blir det betydligt lattare att halla reda pa egenskaper
hos speciella parallellogrammer sasom rektangeln, romben och kvadraten.

Uppgift 3 a En fyrhorning vars motstaende sidor ar parallella.

Parallellogrammens egenskaper har redan beskrivits i féregaende avsnitt.

Uppgift 3 b En parallellogram dér alla sidor ar lika langa.
Diagonalerna i en romb ar ocksad symmetrilinjer.

Diagonalerna ar vinkelrata. Det innebar att diagonalerna delar romben i fyra
kongruenta, ratvinkliga trianglar. . N

Uppgift 3 c En parallellogram dar alla vinklar ar lika stora, 90°.
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Aven rektangeln har tva vinkelrdta symmetrilinjer. Dessa delar motstdende sidor i tva lika I&nga delar.

Observera att diagonalerna inte &r symmetrilinjer, men att de delar varandra i tva lika langa delar.

Till detta kan man lagga att kvadraten ar samtidigt bade en rektangel och en N : e
N 7
romb. Det ar alltsd en parallellogram dar alla vinklar ar lika stora (90°) och dven o
Vi
alla sidor &r lika langa. Det innebar bland annat att kvadrater har fyra e *Catait i
symmetrilinjer varav tva samtidigt dr diagonaler. e i .
o | AN
s ! N
| .
Ovning 3.1

Vilka olika typer av fyrhérningar kan man konstruera om man har tva strdckor som ér 6 cm Idnga och
tvd strdckor som dr 4 cm Idnga? Rita figurer.

Ovning 3.2
Konstruera en triangel med sidorna 4 cm, 6 cm och 11 cm.
Ovning 3.3

Hur manga symmetrilinjer finns det i en regelbunden femhérning.

Cirkelns geometri

Tillsammans med kvadraten och triangeln &r cirkeln en av de forsta figurerna vara elever moter i
skolan. Fast egentligen moter de inte figurerna utan de moter motsvarande omraden. Vi har hittills
studerat vad som menas med kvadrat och rektangel. Men vad menas egentligen med en cirkel?
Manga elever sager att det ar nagot runt, men det finns manga runda figurer, till exempel ellipser.

Uppgift4 a Cirkeln &r en kurva i planet som bestar av alla punkter som har ett givet avstand till
en fix punkt. Det givna avstandet kallas for radien.

Nar man ska rita en cirkel valjer man forst den fixa punkten, medelpunkten. Man staller darefter ni
ett bestamt avstand, alltsa radien, mellan passarens spetsar. Nar man ritar cirkeln kommer darfor
varje punkt pa cirkeln att ha samma avstand till medelpunkten.

Lagg marke till att cirkeln enbart bestar av de punkter som har ett bestamt avstand till medelpunkten
(det man ritar med passaren). Om man dessutom avser alla punkter som ligger innanfor cirkeln sa
kallas detta for cirkelomrade. Cirkeln har sdledes inte nagon yta.

En del av en cirkel kallas for cirkelbage. | figuren ses ett omrade som kallas cirkelsektor och som
begrénsas av en cirkelbage och tva radier.




Uppgiftd4 b En korda ar strackan mellan tva punkter pa cirkeln.

Om man drar en strale genom mittpunkten pa en korda och vinkelratt mot kordan (en s.k.
mittpunktsnormal) sa gar den stralen genom cirkelns medelpunkt. Man kan alltsa konstruera
medelpunkten till en given cirkel genom att rita mittpunktsnormalerna till tva kordor (som inte ar
parallella).

Uppgift 4 c Radien ar avstandet fran en punkt pa cirkeln till cirkelns medelpunkt.

Om man pa en cirkel ritar sex kordor sa att de parvis har samma andpunkter, far man en regelbunden
sexhorning.
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Uppgift4 d Diametern ar en korda som gar genom medelpunkten.

Det innebar att diametern dr dubbelt sa lang som radien. Diametern ar den storsta kordan i en cirkel.
Diametern ar ocksa symmetrilinje till cirkeln

Ovning 4.1

Klipp ut ett cirkelomrdde. Hur kan man anvénda sig av diameterns egenskap som symmetrilinje for
att bestimma cirkelomrddets medelpunkt?

Ovning 4.2

Hur kan man konstruera en kvadrat som dr inskriven i en given cirkel? Kvadratens hérn ska alltsd
ligga pa cirkeln.

Ovning 4.3

Hur kan man konstruera en liksidig triangel som dr inskriven i en cirkel?

Vinklar i manghorningar
Vi inleder med vinklarna i en triangel. En vanlig laboration ser da ut paféljande satt:
Rita (och klipp ut) en triangel som den i figuren till vanster. Rita sedan en stracka AB, dar

A och B dr mittpunkter pa respektive sidor. Rita sedan tva nya strackor som gar fran A
och B och vinkelrdtt mot triangelns bas. Figuren till hoger.

Vik triangelomradet utefter strackorna AB, AD och BC. Vi far da féljande figur.

Man ser har att summan av triangelns vinklar bildar ett halvt varv, alltsa 180°.
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Om man vet att vinkelsumman i en triangel ar 180°, sa ar det latt att forsta att vinkelsumman i en
fyrhorning ar 2 - 180° = 360° och vinkelsumman i en femhorning ar 3 - 180° = 540°. En fyrhorning kan
namligen delas upp i tva trianglar av en diagonal och en femhorning kan delas upp i tre trianglar av
tva diagonaler som inte skar varandra .

Uppgift 5 Det finns tva lésningar 50°, 50° och 80° eller 50°, 65° och 65°.

Det I6nar sig ofta att rita figurer som beskriver férutsattningarna. | det har fallet finns det tva
alternativ. Att enbart en av vinklarna ar 50° som i figuren till vinster eller att tva vinklar 4r 50° som i
figuren till hoger.

50°

\\ 50° 50° /‘

Ovning 5.1

Dra héjden i en liksidig triangel. Triangeln delas da i tvd kongruenta trianglar. Bestdm storleken av
vinklarna i en sadan triangel.

Ovning 5.2
I en parallellogram dr en av vinklarna 40°. Bestdm storleken av de 6vriga vinklarna.
Ovning 5.3

En regelbunden femhdérning har 5 lika stora vinklar. Hur stora dr vinklarna?
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Egenskaper hos trianglar

Trianglar kan delas in i klasser (med gemensamma egenskaper) pa olika satt. Det kan handa om
vinklarnas storlek som i uppgift 6, men det kan dven handla om trianglarnas form. En sddan egenskap
ar kongruens.

Tva trianglar ar kongruenta om varje stracka mellan tva punkter i den ena triangeln &r lika lang som
motsvarande stracka i den andra triangeln. Den ena triangeln kan da avbildas pa den andra.

Tva trianglar kan ocksa vara likformiga. | sa fall ar varje stracka i den ena triangeln k ganger sa lang
som motsvarande stracka i den andra triangeln. Har ar k en proportionalitetskonstant och man sager
att den ena tringeln har avbildats pa den andra i skala k :1.

Uppgift 6 a) b) c) d)

Ovning 6.1

Varfér kan en triangel inte ha tva trubbiga vinklar
Ovning 6.2

Kan en fyrhérning ha tre trubbiga vinklar?
Ovning 6.3

Kan en fyrhérning ha tre vinkar som ér 60°?

Uppgift 7 a A och C ar kongruenta
Uppgift 7 b A, Coch E éar likformiga

Observera att tva kongruenta figurer ocksa ar likformiga i skala 1: 1.

Ovning 7.1 Ar de hdr tvé trianglarna kongruenta?
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Ovning 7.2
De hdr tva trianglarna dr likformiga.

I vilken skala har den vdnstra triangeln férstorats?

Ovning 7.3

En parallellogram delas i tvé delar av diagonal. Ar de tvd delarna kongruenta?

Area och omkrets

Arean av ett rektangelomrade kan bestimmas som basen ganger hojden, vilket framgar av foljande
figur med basen 6 cm och hajden 4 cm. Antalet rutor med arean 1 cm? 3r 6 - 4 = 24.

Arean &r alltsa 24 cm®.

Ett parallellogramomrade med samma bas och samma hojd som ett rektangelomrade, har samma
area som rektangelomradet. Detta framgar av foljande figur, dar det rektangelns vénstra
triangelomrade har samma area som parallellogramets hogra triangelomrade i bilden nedan.
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Pa motsvarande satt kan man visa att ett triangelomrades area ar halften av ett omskrivet

parallellogramomrades area. Triangelns area ar alltsa basen ganger hojden dividerat med 2
b-h
dvs. A=—
2

Pa motsvarande satt kan man bestamma arean av ett cirkelomrade. Man borjar med att bestamma
arean av radiekvadraten, alltsa det kvadratomrade vars sida ar lika med radien.

| figuren ar radiekvadratens area r’ = 4% cm?. Ett cirkelomrades area &r alltid T ganger sa stor som
radiekvadratens area. Cirkelomradets area ar alltsd A =it - r> = 16m. Proportionalitetskonstanten m ar
ungefar 3,14.

Pa motsvarande satt ar cirkels omkrets it ganger sa stor som cirkelns diameter. Cirkels omkrets ar
saledes 1 - d alltsa i det har fallet 8 - t dar d ar cirkelns diameter. Detta kan dven tecknas 2w r,
dar r ar cirkelns radie.

Uppgift8a  24cm?

Arean ar hélften sa stor som arean av ett rektangelomrade med

sidorna 6 cm och 8 cm.
6cm
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Uppgift8b 48 cm?

Rombens diagonaler delar upp rombomradet i 4 ratvinkliga trianglar med kateterna 6 cm och 4 cm.
Var och en har arean 12 cm?. Den sammanlagda arean ir alltsa 48 cm”.

En formel for rombomradets area ar produkten av diagonalerna dividerat med 2,
12-8

2
cm.

alltsa i det har fallet

Ovning 8.1
I en kvadrat dr diagonalen 6 cm. Bestém kvadratomrddets area.
Ovning 8.2

Frén en triangel med arean 36 cm? klipper man bort en topptriangel,
vars sidor dr hdlften av den ursprungliga triangelns sidor.
Bestdm arean det omrdde som blir kvar.

Ovning 8.3
En rétvinkligtriangel har sidorna 6 cm, 8 cm och 10 cm.

Bestdm Idngden av den streckade héjden i triangeln.

Uppgift 9 a 6rmicm = 18,85 cm

Ombkretsen ar m ganger diametern.

Uppgift9 b 9 cm? = 28,27 cm”

. . 2 . o . o 2
Radiekvadratens area dar 9 cm” och arean ar i ganger storre alltsa 9 cm”.

Ovning 9.1
En halvcirkel har radien 7 cm.

Bestdm dess omkrets.
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Ovning 9.2
En cirkel ér inskriven i en kvadrat. Kvadratens sida
dr 6 cm. Bestdm arean av omrddet mellan kvadraten och

cirkeln.

Ovning 9.3
Bestdm arean av cirkelsektorn i figuren om radien dr

5 cm och vinkeln v ér 60°.

Uppgift 10 10 cm?®

For att 16sa uppgiften delar vi forst upp rektangeln i 4 delar
genom att rita ut symmetrilinjerna.

Det blir da tydligt att det storre, vita triangelomradet ar

1
Z av rektangelomradet och att det mindre, vita triangelomradet

1
ar 5 av rektangelomradet.

o .. .. o 2
Arean av den gra femhorningen &r saledes g av 16 cm”.
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Ovning 10.1

Vilket av kvadratomrade dr stérst, Det gra till vinster eller summan av det tvd gré omrddena till
héger. (De dGtta vita trianglarna ér kongruenta.)

Ovning 10.2

Bestdm arean av det grg omrddet i figuren till héger.
Den stérre halvcirkeln har radien 6 cm.

Ovning 10.3

Bestdm omkretsen av figuren till héger.

Polyedrar och deras volym

Kroppar som begrédnsas av dandligt manga plana omraden kallas for polyedrar. De termer som
anvands for att beskriva kroppar skiljer sig fran dem som anvéand for plana figurer. Polyedern i figuren
kallas for tetraeder. Den har fyra sidoytor i form av trianglar. Sidoytorna mots tva och tva i kanter och
kanterna mots tre och tre i horn. En regelbunden tetraeder har fyra kongruenta sidoytor.

HOrn

Sidoyta Kant
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En annan typ av polyeder kallas for parallellepiped. Parallellepipedens begriansningsytor (sidoytor) ar
parvis parallella. Detta innebar att alla sidoytor &r parallellogramomraden.

For att bestimma volymen av parallellepipeden i figuren kan man kapa den i mindre bitar och foga
samman bitarna sa att de blir ett ratblock, alltsa en parallellepiped med rata vinklar. Ett sadant
ratblock har samma basyta och samma hojd som parallellepipeden. Observera att ratblocket och

kuben ar parallellepipeder.

For att bestimma volymen hos en parallellepiped kan man sdledes bestamma volymen hos ett
ratblock med samma basyta och samma héjd. Volymen &r det antal enhetskuber som motsvarar
kroppens volym. Om basytan i ratblocket har kanterna 6 cm och 4 cm och om héjden ar 3 cm ar
antalet enhetskuber 6 - 4 - 3 = 72 och volymen 72 cm?.
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Uppgift 11a  Ett ratblock ar en parallellepiped med rata vinklar.
Ratblocket begrdnsas av sex sidoytor som ar rektangelomraden. Det innebar att alla vinklar ar 90°.
Uppgift 11 b  Tetraedern ar en polyeder med fyra sidoytor.

Tetraederns sidoytor ar triangelomraden.

Ovning 11.1

Hur manga kanter och hur manga hérn har en parallellepiped?
Ovning 11.2

Hur manga kanter och hur manga hérn har en tetraeder?
Ovning 11.3

Berdkna fér en parallellepiped och fér en tetraeder
(antalet hérn) + (antalet sidoytor) — (antalet kanter).

Vad finner du? Gdller detta dven fér ett prisma av féljande slag?

Cylinderns volym och mantelyta

En cylinder brukar uppfattas som en konservburk, men cylindern ar ett betydligt vidare begrepp an
sa. Vi kan utga fran en cirkel som basyta och en stracka vars ena dndpunkt ligger pa cirkeln och som
inte ar tangent till cirkeln.
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Cylindern bestar av alla strackor som ar parallella med den givna strackan och har en andpunkt pa
cirkeln. Vi far i det har fallet cylindern till vanster i figuren. Till hger i figuren finns en rak cylinder
som har samma basyta och samma héjd som den vanstra cylindern. De har darfér samma volym.
Detta ar inte sa konstigt. Man kan stapla samma antal enkronor pa bada satten.

D
C >

Enligt definitionen pa en cylinder sa behover basytan inte vara en cirkel. Den kan lika garna vara en
triangel eller en rektangel. Formeln for cylinderns volym &r saledes densamma som for en
parallellepiped, alltsa basytan ganger hojden

Om man skriver in en cirkel i en kvadrat sa kommer cirkelomradets area att
T
vara Z av kvadratomradets area. Detta ar i manga situationer

en praktisk proportionalitet.

Uppgift12a 64 cm’ K /

Volymen &r i cm? raknat (kanten)? alltsd 4° cm?® eller basytans area ganger hojden dvs 16 - 4 cm®.

Uppgift12b  16mcm® = 50,27 cm®

Basytans area ar it - 22 cm? och héjden &r 4 cm.

T
Eftersom basytans area érz av den omskriva kvadraten area och bada har samma hojd, sa ar

T T
cylinderns volym Z av kubens volym alltsa Z av 64 cm®

Ovning 12.1
. T
Visa att ett cirkelomrdades area dr Z av den omskriva kvadraten area.

Ovning 12.2
En cirkuldr cylinder ér 7 cm hég. Basytans diameter dr 6 cm. Bestdm cylinderns volym.
Ovning 12.3

Du ska tillverka ett cirkuldrt rér av plat. Rérets radie ska vara 5 cm och dess héjd 200 cm.
Vilka mdtt ska den pldatskiva ha som du gor réret av?
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Facit till 6vningarna

1.1 | tre punkter som inte ligger pa samma rata linje.

1.2 Tva plan som inte &r parallella skdr varandra utefter en rat linje.

1.3 | hogst 1 + 2 + 3 = 6 punkter.

2.1  3st

2.2 Ingen

2.3 5st.

3.1 Parallellogrammer och drakar.

3.2 Det gar inte eftersom en av sidorna ar langre an de tva 6vriga sidorna tillsammans.
3.3 Fem

4.1 Vik cirkelomradet sa att de tva cirkelhalvorna tacker varandra. Halvorna delas da av

diametern som ar symmetrilinje. Vrid cirkeln en gang till utefter en annan diameter. De tva

diametrarna som bildas skar varandra i cirkelomradets medelpunkt.
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4.2

4.3

51

5.2

53

6.1

6.2

6.3

7.1

7.2

7.3

Rita forst tva vinkelrata diametrar. Forbind sedan diametrarna andpunkter.

Konstruera forst en regelbunden sexhorning (vars sida ar lika lang som radien). Forbind

varannat horn i sexhérningen.
Vinklarna ar 90°, 60° och 30°.

40°, 140° och 140°
Motstaende vinklar i en parallellogram ar lika. Eftersom 40 + 40 = 80, sa ar summan av de

ovriga vinklarna 280°.

108°
Vinkelsumman i en regelbunden femhérning ar 3 - 180° = 540°. Alla vinklarna ér lika stora.

Varje vinkel ar saledes 540°/5 = 108°.

D3 skulle vinkelsumman bli mer dn 180°.
Ja. Vinklarna kan till exempel vara 100°,100°,100° och 60°.

Nej. Da skulle den fjarde vinkeln vara 180° och da ar det inte ett horn.

Ja. Alla strackor som kan dras i den ena triangeln ar lika langa som motsvarande strackor i

den andra triangeln. Daremot ar de tva trianglarna varandras spegelbilder.

| skala 2:1

Observera samtidigt att arean blir 4 ganger storre.

Ja, de ar kongruenta.
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8.1

8.2

8.3

9.1

9.2

9.3

10.1

10.2

10.3

. 66
Arean ar - cm?® =18 cm?
Detta ar formeln fér rombomradets area. Man kan dven se detta genom att klippa isar
kvadratomradet och foga samman det sa har. Man far da en rektangel med basen 6 cm och

hojden 3 cm:

Arean &r 27 cm”. Topptriangeln ar likformig med den stérre
triangeln i skala 2:1. Topptriangelns area ar saledes en fjardedel

av den storre triangelns area. Detta framgar tydligt av figuren.

Hojden &r 4,8 cm. Triangelns area ar 24 cm”.
Om man viljer hypotenusan (10 cm) som bas och héjden till x cm blir triangelns area &2"‘

cm’= 24 cm®. Detta gerx=4,8.
ncm+ 14 cm =40 cm

36 cm’>=9ncm’ = 7,7 cm?

1251 2 2
Tcm = 65,4 cm

. o . 2 A .. 5 . o
Hela cirkelomradets area ar 25rm cm®. Cirkelsektorns area ar cav cirkelomradet.

Kvadratomradet till vanster ar lika stort som summan av de tva kvadratomradena till héger.
Om man tar bort lika manga kongruenta triangelomraden fran bada kvadraterna sa blir

aterstoden lika stor. Detta ar ett av manga bevis for Pythagoras sats.

18 cm? = 56,5 cm?
Till en stérre halvcirkel med arean 18m cm? har man lagt till och tagit bort tva lika stora

omraden.

121 cm, alltsa lika stor omkrets som en hel cirkel med radien 6 cm.
Observera att en cirkel med omkretsen 3 cm har hélften sa stor omkrets som en cirkel med

raden 6 cm.
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111

11.2

11.3

12.1

12.2

12.3

12 kanter och 8 horn
6 kanter och 4 hérn

For parallellepipeden géller 8 + 6 —12 =2
For tetraedern gdller4+4—-6=2
For prismat i figuren galler6 + 5-9=2

Resultatet blir alltid 2 (foér konvexa kroppar). Detta kallas for Eulers polyedersats.
Cirkelomradets area ar 1t - r> och kubens area dr4 - rPoch - r*/ 4 - r* =%

631 cm’ = 198 cm?

Basytan har arean 9rt cm? och héjden &r 7 cm.

Basytans omkrets dr 10 cm och héjden ar 200 cm.

Platskivan bor alltsa vara rektanguldr med sidorna 10m cm (= 34,1 cm) och 200 cm.
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Diagnos 3:
Samband, féorandring och enkla ekvationer
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Diagnostiskt test vid kursstarten.
Samband, féorandring och enkla ekvationer

Los foljande uppgifter och férklara hur du resonerar nar du l6ser dem.

1. En insekt ar avbildad i skala 1:5. Pa bilden ar insekten 8 mm lang.
Hur lang ar insekten i verkligheten.

2. 2,5 kg potatis kostar 30 kr. Hur mycket kostar 7 kg potatis?

3. Tva personer ska dela 735 kr i forhallandet 2:5. Hur stor andel av summan far var och en?
2

4, A och B delade en tipsvinst. A fick 420 kr vilket &r E av tipsvinsten.

Hur stor var tipsvinsten?

5. Pa en skola ar 32% av flickorna brunégda och 32% av pojkarna brunogda.
Hur manga procent av eleverna pa skolan ar brunogda?

6. Priset pa ett par byxor var 450 kr. En vecka senare hojdes priset med 20%. Veckan dérpa
sanktes priset igen med 20%. Vad kostade byxorna da?

7. Vilka av foljande tal ar I6sningar till ekvationen —+3 =x+47?
X
x=3 x=1 x=0,5 x=(-2) x=0
8. Los ekvationenx - (x—3)=0
9. Los ekvationerna

a) 2x-6=2:(3-x)
b) 2x-6 =2(x-5)
c) 2x-6=2(x-3).
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10.

Betrakta féljande koordinatsystem.

a) Rita ut punkterna (3, 2), (-4, 3) och (5, -4)

b) Rita grafen till y = 2x. Vad kallas en sadan graf?

c) Rita grafentill y = (-2)x + 4. Vad kallas en sadan graf?

]

11.
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- M

Elina ska cykla till sin mormor. Cykelturen tar 4 timmar.

a) Vilken medelhastighet haller Elina de forsta tva timmarna?
b) Vad hander efter 2 timmar?

c) Hur langt &r det till mormor?

" km £(x)=30x
£(x)=60

150 fx)=30x-15
120
90
60
30

timmar

»

1 2 3 4 3
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Facit till det diagnostiska testet

Uppgift 1

Uppgift 2

Uppgift 3

Uppgift 4
Uppgift 5
Uppgift 6
Uppgift 7
Uppgift 8
Uppgift 9 a
Uppgift 9 b
Uppgift 9 c
Uppgift 10 a
Uppgift 10 b

Uppgift 10 ¢

Uppgift 11 a
Uppgift 11 b

Uppgift 11 ¢

40 mm
84 kr

2 5
; av 735 kr respektive ; av 735 kr

630 kr

32%

432 kr
x=1ochx=(-2)
x=0o0chx=3
x=3

[6sning saknas
alla tal x

Se figuren

Se figuren. Grafen ar en proportionalitet.

Se figuren. Grafen ar linjar.

f(x=2x

f(x)=4-2

x

30 km/h
Hon vilar i 30 minuter

105 km
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Kommentarer och évningar

Innan vi gar igenom svar och l6sningar uppgift for uppgift, vill vi papeka nagra viktiga detaljer:

* Endiagnos ar bara ett stickprov. Det ar inte mojligt att pa en diagnos tacka alla typer av
uppgifter. Det stickprov av uppgifter vi valt dr av en typ som vi vet att manga studenter har
problem med och som vi anser vara av stor betydelse for dig i din utbildning.

* Det handlar inte bara om att ge ratt svar. Det handlar om att forsta svaret pa ett satt som gor
det mojligt for dig att utveckla didaktiska kunskaper och att forklara alternativa I6sningar for
dina egna elever. Aven om du anser dig ha presenterat den mest ideala I6sningen bér du
reflektera Gver alternativa l6sningar. Ett mal ar ju att du pa sikt ska forsta alla dina elevers
|6sningar.

* Omduinte lart dig I6sa en viss typ av uppgift i skolan, beror detta sannolikt pa att du har haft
en negativ attityd till matematik och trott att matematik ar svart att forsta och lara sig.
Lamna det bakom dig och borja pa nytt. Det mesta ar betydligt enklare dn du tror. Den som
vagar vinner!

Vi gar nu igenom uppgifterna pa diagnosen i tur och ordning och lyfter samtidigt fram hur man kan
tanka pa ett enkelt och konstruktivt satt nar man I6ser dem. | en del fall stannar vi kvar vid en speciell
upptypstyp for att generalisera de idéer den bygger pa. Varje uppgift eller grupp av uppgifter foljs
sedan upp med nagra 6vningar dar du sjalv kan prova nya idéer eller metoder.

Proportionalitet och skala
Proportionalitet &r ett samband mellan tva storheter x och y sadant att kvoten mellan storheterna ar

X
konstant.. Detta kan tecknas — = k. Konstanten k kallas for proportionalitetskonst. Det har kan ocksa
y

skrivasy =k - x.

Arbetet med proportionalitet kan kopplas till begreppen forlangning och forkortning. Som exempel

3 6 9 12 15 3
—=——=——=——"=—" osv. dar proportionalitetskonstanten ar — =0,6.
5 10 15 20 25 5

Detta har tillampningar inom geometrin dar likformighet bygger pa proportionalitet.

K
Studera strackorna i den har figuren dar
AB=5cm och GH=3cm. J
I
H
G
A B C D E F
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GB 3 HC 6 ID 9 JE 12 KF 15
Du finnerda att—=—"=—"= —=——=z=— =—=— = —— —
AB 5 AC 10 AD 15 AE 20 AF 25

3
Proportionalitetskonstanten ar E =0,6.

Eftersom AC=2 - ABsa ar HC = 2 - GB och eftersom AD =3 - ABsd ar ID = 3 - GB osv. Man kan saga
att

- triangel ACH ar en avbildning av triangel ABG i skala 2:1

- och att triangel ADI &r en avbildning av triangel ABG i skala 3:1.

Uppgift 1 40 mm

Att skalan &r 1:5 innebér att alla strackor pa bilden &r 5 ganger sa stora motsvande strackor som i
verkligheten. Insekten &r alltsa 5 - 8 mm = 40 mm lang.

Ovning 1.1
Pa ett foto dr en fagel avbildad i skala 1:5. Pa bilden dr fagelns vingbredd 6 cm.
a) Hur stor dr vingbredden i verkligheten.

b) En karta har skalan 1: 5 000. Pa kartan dr det 5 cm mellan tvd hus.
Hur ldngt dr avstdndet i verkligheten.

c) Vid en orienteringstdvling dr avstdndet mellan tva kontroller 1 200 m.
Skalan pad kartan dr 1:20 000. Hur Idng dr strdckan pd kartan?

Uppgift 2 84 kr

De héar uppgifterna kan man I6sa med hjalp av proportionalitet. Det finns tva olika metoder for detta.

Man kan anvanda sig av att priset ar proportionellt mot vikten. Om x kr ar priset pa 7 kg potatis, sa ar

X 7
detta proportionellt mot priset 30 kr for 2,5 kg potatis. Detta ger sambandet — =——

30 2,5
30:7
Genom att |6sa ekvationen far man x = —— = 84 och priset 84 kr.

)

Man kan ocksa anvénda sig av en proportionalitetskonst, namligen kilopriset pa potatis som ar
30 /2,5 kr/kg = 12 kr/kg. Priset for 7 kg potatis ar da 12 - 7 kr = 84 kr.

Ovning 2.1

En flaggstdng som dr 8 m hég kastar en skugga som dr 20 m.
Hur lang dr samtidigt skuggan fran en 2 m hég fagelskrémma?

Ovning 2.2

Fér att blanda saft behéver man 1 del koncentrerad saft med 5 delar vatten.
Hur mycket saft kan man blanda till om man har 7d! koncentrerad saft?

Ovning 2.3

Fér 5 engelska pund far man 6 euro. Hur mdnga pund far man fér 15 euro
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Forhallande

Forhallande utrycker proportionalitet mellan tva eller flera storheter. Om sidorna i en triangel ar 6
cm, 9 cm och 12 cm eller om de &r 10 cm, 15 cm och 20 cm sa sags forhallandet mellan sidorna vara
2:3:4. Vi tar ett exempel.

En triangel har omkrets 36 cm och férhallandet mellan sidorna &t 2:3:4.
Bestam sidornas storlek.

Om vi antar att sidornas storlek &r 2a cm, 3a cm och 4a cm sa far vi ekvationen 2a + 3a + 4a = 36
vilket ger a = 4. Sidorna ar alltsa 8 cm, 12 cm och 16 cm.

Ibland bdr man tanka efter lite extra ndr man arbetar med forhallande. Om man delar en stracka i

2
forhallandet 2:5 sa ar den kortare strackan inte E av hela strackan utan ; av strackan.

2m 5m

Manga av de problem man moéter i skolan I6ser man enklast med hjélp av proportionalitet. Ofta leder

4 6
detta till ekvationer som E =—. Det ar darfor angelaget att man i skolan lar sig hantera den typen av
X

X
ekvationer. Vi kan borja med att konstatera att den givna ekvationen ar ekvivalent med Z = g, vilket

manga uppfattar som enklare. Man léser sedan ekvationen genom att multiplicera bada leden med

5 x
24. Detta gerz = g & 30 =4x < x =7,5. Vi aterkommer till detta senare..

2 5
Uppgift 3 ; av 735 kr respektive ; av 735 kr

Den ena ska ha 2 andelar av vinsten och den andra ska ha 5 andelar av vinsten. Det innebar att det

finns 7 andelar att dela pa. Av dessa andelar ska den ena ha 2 andelar, dvs. ; av 735 kr och den

5
andra ha 5 andelar dvs. ; av 735 kr. | kronor raknat blir detta 210 kr respektive 525 kr.
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Ovning 3.1

Ett band ska delas i forhéllandet 2:3. Bandet ¢r 6 m Idngt. Hur stora blir de tva delarna?
Ovning 3.2

Ole och Dole ska dela pa 300 kr i férhdllandet 1:2 . Hur mycket far de var?

Ovning 3.3

Ldngden av sidorna i en triangel férhdller sig som 3:4:5. Triangelns omkrets ¢r 30 cm.
Ange sidornas storlek.

Uppgift 4 630 kr

Man kan I6sa uppgiften pa olika satt.

1
- Man kan konstatera att 5 av vinsten &r 210 kr. Hela vinsten ar da 3 ganger sa stor, alltsa 630

kr.

2
- Omvinsten &r x kr sa vet man att 5 av x = 420 kr, vilket ger x = 630.

Ovning 4.1
Brons dr en legering av koppar och tenn. Fér att gjuta en staty i brons anvdnder man en legering som

till E bestdr av koppar. Vid gjutningen anvdnde man 6 kg koppar. Hur mycket véger statyn?
Ovning 4.2

5 3
Vilket ér mest, ; av 600 kr eller Z av 550 kr?

Ovning 4.3
Till vindgrettsds behéver man, férutom kryddor, 1 msk vindger, 3 msk olja och 1msk vatten.

1 msk dr 15 ml. Hur mycket vindgrettsds kan man tillverka om man har 3 msk vindger och gott om
olja och vatten?

Andelar i procentform

Eftersom procentformen enbart ar ett alternativt satt att skriva en andel sa betyder andelen x% helt

X
enkelt andelen E Enkla uppgifter som bestdm 4% av 500 kr kan enkelt berdknas genom

multiplikationen 0,04 - 500kr, men innebdrden av 4% av 500 &r i sjalva verket —— av 500 kr, alltsa 4 -

500

E =4 -5 kr. Observera att metoden 0,04 - 500 kr inte fungerar generellt utan bara nar man loser

enkla, tillrattalagda uppgifter.

67




Vi tar ett exempel: A som far 15% rabatt i en butik kan képa en klanning fér 1 700 kr. Hur mycket far
hennes vaninna B, som inte har rabatt i butiken, betala for samma klanning

| det hér fallet kan man inte multiplicera med 0,15. Har bér man istéllet arbeta med proportionalitet.
B far betala 100% av priset medan A far betala 85% av priset. Vidare ar priset proportionellt med den
procentsats man far betala. De betyder att

- 85% av priset svarar mot 1 700kr
- 100% av priset svarar mot x kr.
85 1700

Detta ger ekvationen —— =
100 X

Multiplikation med 100x i bada leden ger 85 x = 170 000 och x =2 000.

X 100

1700 85

Observera att ekvationen ocksa kan skrivas

Uppgift 5 32%

(32% av pojkarna) + (32% av flickorna) = 32% av (pojkarna + flickorna). Det spelar alltsa ingen roll hur
manga pojkar eller flickor det galler. Det blir alltid samma svar, 32%. Du kan inse detta pa foljande
satt. Om du har 1 dl 32-procentig saft och blandar den med 3 dl 32-procentig saft sa far du 4 dl
32-procentig saft.

Ovning 5.1

Pad en skola dr 68% av flickorna bldégda och 68% av pojkarna blGégda.
Hur méanga procent av eleverna pd skolan dr bléégda?

Ovning 5.2

Lina ldste 40% av kursboken under den férsta veckan och 30% av kursboken under den andra veckan.
Hur stor del av kursboken hade Lina ldst efter tva veckor?

Ovning 5.3

4 dl av 15-procentig saft blandas med 2 dl 30-procentig saft.
Hur manga procent koncentrerad saft finns det i den nya blandningen.

Uppgift 6 432 kr

Efter en vecka kostade byxorna 120% av 450 kr = 540 kr. Veckan darpa kostade byxorna 80% av 540
kr =432 kr. Observera att 20% inte ar ett tal utan en andel. Att ta 20% av ett belopp ger olika resultat
beroende pa beloppets storlek.
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Ovning 6.1

En kursbok kostade 280 kr férra terminen. Nu kostar kursboken 294 kr.
Med hur mdnga procent har priset héjts?

Ovning 6.2

Ett bussbolag héjde priset pd mdnadskort med 25%.
Med hur mdnga procent mdste de séinka det nya priset fér att dterfa det gamla priset?

Ovning 6.3

Ett isberg smdlter med 10% av sin massa under en vecka.
Hur stor del av isberget dr kvar efter 2 veckor?

Enkla ekvationer

En ekvation ar en matematisk utsaga som innehaller en likhet. En ekvation innehaller en eller flera
obekanta som ofta betecknas med x, y eller z.

Det finns ekvationer av olika typer. En ekvation som 5x — 3 = 3x + 1 kallas for linjar, en ekvation som

—= E kallas for rationell och (x — 2)(x- 3) = 0, som kan skrivas som x* — 5x + 6 = 0 kallas for
X

andragradsekvation. Att |6sa en ekvation innebar att finna det eller de vdrden som gér ekvationen till
en sann utsaga.

Man kan I6sa en ekvation algebraiskt eller grafiskt. (Vi aterkommer till grafisk I6sning senare.) Nar
man loser en ekvation algebraiskt anvdander man sig av tva annulleringslagar, annulleringslagen for
addition och annulleringslagen fér multiplikation. Innebdrden i annulleringslagarna ar

- att man far addera (eller subtrahera) samma tal till bada leden av en ekvation utan att
ekvationens |6sning férandras, och

- att man far multiplicera (eller dividera) bada leden av en ekvation med samma tal (utom 0)
utan att ekvationens l6sning forandras.

Ekvationen 5x — 3 = 3x + 1 kan l6sas sa har med hjalp av annulleringslagarna:

Forst anvander man annulleringslagen for addition tva ganger: Subtrahera med 3x pa bada sidor om
likhetstecknet vilket ger 5x—3 =3x+ 1 <& 2x—3 =1. Addera darefter med 3 pa bada sidor om
likhetstecknet, vilket ger 2x—3=1 & 2x = 4.

Darefter anvander man annulleringslagen for multiplikation: Dividera med 2 pa bada sidor om
likhetstecknet, viket ger 2x =4 & x = 2.

Eftersom anvandningen av annulleringslagarna inte forandrar l6sningsmangden ar x = 2 16sning till
den givna ekvationen. Tecknet < kallas fér ekvivalenstecken och utlases ”ar ekvivalent med”.
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Enkla ekvationer av férsta graden kan ha ett reellt tal som 16sning, ingen 16sning eller oandligt manga
rationella tal som l6sningar. Vi ger tre exempel:

- Ekvationen 2x +3 =2x+5 < 0 = 2. Eftersom 0 = 2 4r en falsk utsaga ar dven 2x +3=2x+5
en falsk utsaga for alla x. Ekvationen saknar alltsa I6sning.

- Ekvationen 2x + 3 = 2x + 3 <> 3 = 3. Eftersom 3 = 3 4r en sann utsaga ar dven 2x+ 3 =2x+3
en sann utsaga for alla varden pa x. Ekvationen ar alltsa l6sbar for alla reella tal x.

3 2 3
- En ekvation som —= E I6ser man genom att multiplicera bada leden med x - 5. Detta ger — =
x X
2 15x 10x
— <& ——=—"< 15=2xochsvaretx=7,5.
5 X 5
Uppgift 7 x=1ochx=(-2)

N&r man har |6st en ekvation ar det viktigt att prévar om l6sningarna satisfierar ekvationen, alltsa om
I6sningarna verkligen gor ekvationen till en sann utsaga. Det ar detta som ar syftet med den har
uppgiften.

2
- Insattning av x = 1 i ekvationen gerI +3=1+4 < 5=>5som ar ensann utsaga. x = 1 ar alltsa

en l6sning till ekvationen.

- Insattning av x = (-2) i ekvationen ger—2+ 3=(-2)+4 < 2 =2 som ocksa ar en sann utsaga.

x = (-2) ar alltsa en |6sning till ekvationen.

2 2
- Insattning av Ovriga tal ger falska utsagor. x = 3 ger t.ex. E +3=3+473 5 =7 som aren

falsk utsaga. x = 3 &r alltsa inte en I6sning till ekvationen.

Ovning 7.1
Vilka av féljande tal ér I6sningar till ekvationen (x —1)* —4 = 0?

(3) (1) 2 3 5

Ovning 7.2
3 9
Vilka av féljande tal dr l6sningar till ekvationen — = 3— ?
x 3x
(-5) (2) 0 1 3
Ovning 7.3

Vilka av féljande tal dr l6sningar till ekvationen =2?

x—1

(1) (05 0 05 1 1,5
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Uppgift 8 x=0ochx=3

Observeraattx-y=0omx =0 ellery = 0. Det betyder att x-(x—3)=0dax=0celler(x—3)=0.0m
man tanker pa det sittet blir manga ekvationer enkla att I6sa i huvudet.

P& motsvarande satt kan man direkt se att ekvationen (x —2)* + (x — 2) = 0 har Isningen x = 2
eftersom detta ger 0 + 0 = O,vilket ar en sann utsaga.

Man kan ocksa se att ekvationen x> — 2x + 1 = 0 har lésningen x = 1 eftersom 1 —2 + 1 = 0 detta dr en
sann utsaga...

Ovning 8.1
Lés ekvationen (x—1)(x—2)(x—3)=0
Ovning 8.2

1

x—1

Lés ekvationen

N | =

Ovning 8.3

Resonera dig fram till de tvd lésningarna till ekvationen (x — 1) — (x — 1) = 0

Uppgift 9 a x=3

For att I6sa ekvationen anvander man sig av annulleringslagarna

2x—-6=2:(3—x) Multiplicera in 2 i parentesen

&
2x—6=6—2x Addera 2x till bada leden (annulleringslagen for addition)

&
4x—6=6 Addera 6 till bada leden (annulleringslagen for addition)

&
4x =12 Dividera med 4 i bada leden (annulleringslagen for multiplikation).
&

x=3 Insdttning av x = 3 i ekvationen ger6 —6=2(3-3) < 0=0som &r en

sann utsaga.
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Uppgift9 b Losning saknas

For att I6sa ekvationen anvander man sig av annulleringslagarna

2x—6 =2(x—15) Multiplicera in 2 i parentesen
&

2x—6=2x-10 Subtrahera med 2x i bada leden (annulleringslagen for addition)
&

(-6)=(-10) Detta ar en falsk utsaga.

Ekvationen 2x — 6 = 2(x —5) saknar darfor I6sning.

Uppgift 9 c Alla reella tal x

For att I6sa ekvationen anvander man sig av annulleringslagarna

2x—6=2(x—3) Multiplicera in 2 i parentesen
&

2Xx—6=2x—6 Subtrahera med 2x i bada leden (annulleringslagen for addition)
&

(-6) =(-6) Detta ar alltid en sann utsaga oberoende av vardet pa x..

Ekvationen &r sann for alla reella tal x. (Satt garna in nagra tal och prova.)

Ovning 9.1
Lés ekvationen 3x—6=3(x—1)
Ovning 9.2

X
Lés ekvationen ——1=x-3

Ovning 9.3

LGs ekvationen 4x + 5 = 2x + 2(x + 3)
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Koordinatsystem och grafen till en rat linje
De tva koordinataxlarna (x-axeln och y-axeln) delar koordinatsystemet i fyra kvadranter (se figuren).
En punkt i koordinatsystemet skrivs som (x, y).

- Om en punkt ligger i forsta kvadranten sa ar bade x-koordinaten och y-koordinaten positiva.
| figuren ses punkten (5, 4).

- Om en punkt ligger i andra kvadranten sa ar x-koordinaten negativ och y-koordinaten positiv.
| figuren ses punkten (-7, 2).

- Om en punkt ligger i tredje kvadranten sa ar bade x-koordinaten och y-koordinaten negativa.
| figuren ses punkten (-3, -6).

- Om en punkt ligger i fjarde kvadranten sa ar x-koordinaten positiv och y-koordinaten negativ
| figuren ses punkten (4, -7).

S

Andra kvadranten Forsta kvadranten

4+ X (5,4)
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74 X (4,-7)

Tredje kvadranten Fjarde kvadranten
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En ekvation av typen y = 3x kallas for en proportionalitet. En proportionalitet ar en réat linje som gar
genom Origo, alltsa punkten (0, 0). (Se nasta figur.) Koefficienten framfor x, alltsa 3, talar om att
linjens riktningskoefficient (lutning) ar 3. Det betyder att for varje punkt pa linjen ar y-koordinaten 3
ganger sa stor som x-koordinaten.

Om man subtraherar alla y-koordinater i ekvationen y = 3x med 4 forflyttas grafen 4 enheter nedat i
koordinatsystemet. Vi far da ekvationen y = 3x — 4.

Grafen till ekvationen y = 3x — 4 ar en rét linje som gar genom punkten (0, -4) pa y-axeln och har
riktningskoefficienten 3. (Se figuren.)

Det hér innebar att grafen till en ekvation som y = ax + b gar genom punkten (0, b) pa y-axeln och har
riktningskoefficienten (lutningen) a.

y f(x)=3x-4

f(x)=3x

61+
S+
i+
— .
34 y=3x+4
24+
X
| | | | | | | | | | | | | | L)
| I ! 1 | 1 1 | | ! | ! | v
9 8 7 6 5 4 2 3 4356 1789

Mot denna bakgrund kan man I6sa ekvationer grafiskt. Vi tar som exempel ekvationen x + 4 =3x - 2.
Man loser ekvationen genom att rita graferna till y = x + 4 och y = 3x — 2 (figur pa nasta sida).
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f(x)=x+4

f(x)=3x-2

‘VM

. .
o4
O

Av grafen framgar att x = 3 ger y = 7 for bada graferna. Genom att satta in x = 3 i ekvationen blir bada
leden 7 vilket ger en sann utsaga.

Uppgift 10a  Se figuren nedan.

f(x)=2x

fx)=4-2x

4— y=(-2x)+ 4

w H

[ .
b=l
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Uppgift 10 b Se figuren ovan. Grafen ar en proportionalitet (en rat linje genom Origo).
Grafen till y = 2x ar en rét linje med lutningen 2 och som gar genom Origo (punkten (0, 0)).
Man kan rita grafen genom att utga fran tva punkter.

- x=0gery =0 alltsa punken (0, 0).

- x =2 gery =4 alltsa punkten (2,4).

Rita en rat linje genom de tva punkterna.

Uppgift 10 c  Se figuren ovan. Grafen ar linjar

Grafen till y = (-2)x &r en rat linje med lutningen (-2) och som gar genom Origo. Genom att addera 4,
flyttas alla punkter i grafen y = (-2)x uppat 4 enheter. Den nya grafen, y = (-2)x + 4 har darfér samma
lutning med gar genom punkten (0, 4) pa y-axeln..

Man kan rita grafen genom att utga fran tva punkter.
- x=0gery =4 alltsa punken (0, 4).
- x =2 gery =0 alltsa punkten (2,0).

Rita en rat linje genom de tva punkterna.

Ovning 10.1

Rita ut punkterna (-5, 4), (4, -7) och (-5, -3) i féljande koordinatsystem.
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Ovning 10.2

1
Rita grafen till y = (-3)x och y = E x i féljande koordinatsystem.
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Ovning 10.3

X
Rita grafen tilly = (-3)x + 2 ochy = E - 4 j féljande koordinatsystem.
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Fler grafer

Med hjalp av grafer kan man beskriva en rad handelser, inte minst i s.k. linjediagram. | féljande
diagram kan man se vad som hander nar man varmer ett block med nollgradig is. Det tar forst 8
minuter innan isen har smalt till nollgradigt vatten. Det tar sedan 10 minuter innan vattnet natt
temperaturen 100°. Darefter férangas vattnet successivt under konstant temperatur.

1T temp. =0

1201 £(x)=10x-80

1101+ f(x)=100

1001

901+

801

704

601+

501+

401

30+

20+

10+ X

min

1 1 L 1 1 1 1 1 1 L L.
1 1 1 1 1 1 1 L4
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Uppgiftlla 30km/h

Vid l6sning av hastighetsproblem brukar strackan betecknas med s, tiden med t och hastigheten

med v. Den matematiska modellen ar proportionalitet och s =v - t dar v ar

S
proportionalitetskonstanten. Detta kan dven tecknas v =—

Efter 2 timmar har Elina kommit 60 km, vilket innebér att hennes hastighet har varit 30 km/h.

Uppgift 11 b Hon vilar i 30 minuter

Efter 2 timmar ar grafen vagrat. det innebar att Elina dr kvar pa samma plats under en halv timma.

Uppgift 11¢ 105 km

Efter 2,5 timmar Fortsatter Elina med samma hastighet och efter sammanlagt 4 timmar tar grafen
slut och Elina &r da framme hos mormor. Hon har da cyklat 105 km.
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Ovning 11.1

Tva bilar kér med konstant hastighet pG samma vdg och frdn samma plats. Bil A hdller hastigheten 80
km/h. Bil B som startar en timma senare hdller hastigheten 100 km/h. Rita diagram som visar detta
och bestdm med hjdlp av diagrammen ndr bil B kommer ikapp bil A.

ALkm

4501+

'
(=]
L
(=]
i
(e
[
i
[ B
(o]
N
[P .
]
N
o,
.
=
-
N
i
> N
(=)
L

Ovning 11.2

Tvd tag fdardas Gt samma hdll pé en enkelspdrig jarnvdg. Beskriv vad som hdnder enligt féljande
diagram.

T ¥ f(x)=90x
4504 f(x)=120x-133
f(x)=340
4001 §(x)=90x - 25
350+
3001
750__
2004
1501
100-
50+
| | | | | | | | 1 | | | 'Y
1 1 | T T 1 1 |
03/1\22333344333366)
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Ovning 11.3

Asa bor i Astad och Orjan bor i Ostad. Mellan Astad och Ostad dr det 100 km. Samtidigt som Ylva
cyklar mot Ostad med hastigheten 30 km/h cyklar Orjan mot Astad med hastigheten 20 kn/h. Rita i
féljande figur de tva grafer som svarar mot deras cykelfdrd och ange ndr de bada méts.

110
100 +
90 T
80 T
70 T
60 T
50 T
40 T
30 T
20

10T timmar
'Y

(=)
N
P,
[y
N
(B
(=)
=
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Facit till 6vningarna

11

1.2

13

2.1

2.2

2.3

3.1

3.2

3.3

30cm
Av skalan framgar att fotot dr en forminskning. Vingbredden ar alltsa 5 ganger sa stor i
verkligheten, alltsd 5:-6 cm =30 cm.

250 m
Avstandet ar i verkligheten 5 000 ganger stérre dn pa kartan, alltsa 5 000 - 5¢cm = 25 000 cm
vilket ar 250 m.

6 cm
For att fa avstandet pa kartan kan man dividera 1 200 m med 20 000 vilket ger 0,06 m.

5m

Fagelskrammans hojd ar Z av flaggstangens hojd. Dess skugga ar darfor — av flaggstangens

skugga, alltsa20m /4 =5 m.

4,2 liter
Till 7 dl koncentrerad saft behdver man 35 dl vatten. Tillsammans blir det 42 dl.

12,5 pund
Problemet kan |6sas pa olika satt. Om antalet pund man far for 15 euro ar x sa kan man

X
anvanda sig av sambandet 1—5 = g . Om man i stallet vill jamfora inom samma valuta far

x 15 15-5
man sambandet E = ? Genom att |I6sa ekvationerna far man x = T =12,5.

Man kan ocksa anvanda sig av en proportionalitetskonstant, namligen hur manga pund man

far for 1 euro, alltsa g pund. For 15 euro far man da 15 g pund alltsa 12,5 pund.

Delarna blir 2,4 moch 3,6 m

De tva delarna ska vara — respektive — av bandet pa 6 m.

100 kr respektive 200 kr

Ole ska ha E och —av pengarna.

7,5cm, 10 cm och 12,5 cm
Langden av sidorna kan tecknas 3a, 4a och 5a. Omkretsen &ar da 12a = 30 cm, vilket ger a =
2,5 cm och sidorna3:-2,5cm,4-2,5cmoch5-2,5cm.
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4.1

4.2

4.3

51

5.2

53

6.1

6.2

6.3

7.1

7.2

7.3

7,5 kg

4 6
Man far svaret direkt genom proportionalitet E =—vilket gerx =7,5.
X

5

; av 600 kr = 420,6 kr ar mest
3

Z av 550 kr =412,5 kr

15 matskedar = 2,25 dl

1
E av vinagrettsasen bestar av vinager. Sasen kommer alltsa att ha volymen

5 - 3 msk = 15 msk. Detta kan skrivas 225 milliliter eller 2,25 dl.

68%
70%

20%
Andelen koncentrerad saft ar 0,6 dl respektive 0,6 dl. Andelen saft i den nya blandningen

1,2
som rymmer 6 dl ar ? vilket svarar mot 20%.

Med 5%

294

% =1,05 Det nya priset ar alltsa 105% av det gamla priset.

Med 20%
Ett manadskort som kostade 100 kr kostar nu 125 kr. Jamfort med det nya priset 125 kr, blir

andelen ES =0,8 eller i procentform 80%. Priset maste alltsa sdnkas med 20%.

81%

Efter en vecka ar det 90% eller i brakform E kvar av isberget.

9
Efter tva veckor finns det 90% av 1— kvar, alltsa — - 1—0

(-1) och 3
Insattning av (-1) i ekvationen ger (-2)> — 4 = 0 vilket &r en sann utsaga och insittning av 3
ger 2> — 4 = 0 vilket ocksa &r en sann utsaga.

Alla tal utom noll.

1,5
1

Insattning av talet 1,5 i ekvationen ger =2 < 2 =2 vilket dr en sann utsaga.

)
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8.1

8.2

8.3

9.1

9.2

9.3

10.1

Losningarnadrx=1,x=2ochx=3
Genom att satta in en av dessa losningar i ekvationen blir motsvarande faktor 0 och utsagan
sann.

x=3
Genom att satta in x = 3 i ekvationen blir vanster led E och utsagan sann.
Losningarna drx=1ochx=0

Genom att satta in x = 1 blir uttrycken i bada parenteserna 0 och vanster led 0.
Genom att satta in x = 0 blir bada parenteserna 1 och vanster led 0.

Ekvationen saknar ldsningar
3x—6=3(x—1) & 3x—6 =3x—3 < (-6) = (-3) vilket &r en falsk utsaga.

x=3
X
Multiplikation med 3 pa bada sidorna gerg —1=x-3®x—-3=3x-9 & 6=2x

Ekvationen saknar l6sningar
4x+5=2x+2(x+3) & 4x+5=4x+6 & 5 =6, vilket ar en falsk utsaga.
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10.2

10.3
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111 Bil A blir omkdrd av bil B efter 5 timmar. De har da kort 400 km.
“+ km
4504 f(x)=100x-100

f(x)=80x

o4
(=)
N
g
v
A
o .
o
A
L
i~
A
(=
(=)
L/

| |
05 05 /1 15

11.2 Efter 3 timmar och 45 minuter stannar det langsammare taget en stund pa ett stickspar for
att slappa forbi det snabbare taget.

11.3 De mots efter 2 timmar.

F N
km £(x)=30x
110 £(x)=100-20x

100+

timmar
'Y

[
i
-,
=
i
()
[
i
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Diagnos 4: Statistik och sannolikhetslara
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Diagnostiskt test vid kursstarten.
Statistik och sannolikhetslara

Los foljande uppgifter och forklara hur du resonerar nar du l6ser dem.

1. Ett Iaddiagram ser ut sa har:

| I | | | | [ I I | | |
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

v

a) Vilken ar den minsta observationen?
b) Hur manga procent av observationerna ligger mellan 14 och 17?
c) Ange medianen.

2. Foljande diagram visar hur manga deltagare som fick mellan 1 och 6 poang pa en tavling.
f A
8
6
4
p
1 2 3 4 5 6 antal poang

a) Hur manga deltog i tavlingen?
b) Bestam typvardet.

c) Bestdm medianen.

d) Bestdm medelvardet.

3. Alf och Ulf gjorde var sin del av en undersodkning. Alf gjorde 20 observationer med
medelvardet 15 och Ulf gjorde 30 observationer med medelvirdet 13. Man slar nu samman
dessa 50 observationer. Viket blir dd medelvardet?
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Betrakta foljande observationer
6475856456
2655754655

a) Gor en frekvenstabell
b) Rita ett stolpdiagram

‘VH

——t
o4
e
o
A
po
.
P
frow

Fem personer ska skaka hand med varandra.
Hur manga handskakningar blir det sammanlagt?

Hur manga tresiffriga tal, med olika siffor kan man skriva om man bara far anvanda siffrorna
1,2,3,40ch5?

| en pase ligger det 2 roda och 3 bla kulor.

a) Du tar slumpvis en kula ur pasen. Bestam sannolikheten for att den ar bla?
b) Du tar slumpvis 2 bla kulor ur pasen. Bestam sannolikheten for att bada kulorna ar bla?

Du har tva tetraedrar. Pa sidoytorna star det 1, 2, 3 och 4. Du kastar tva sadana tetraedrar.
Den summa du da kan fa upp varierar mellan 2 och 8.

a) Rita ett traddiagram som beskriver utfallsrummet.
b) Bestam sannolikheten f6r att du far summan 6.
c) Bestam sannolikheten for att du far en 3:a pa minst en av tirningarna.

88



Facit till det diagnostiska testet

Uppgift 1 a
Uppgift 1 b
Uppgift 1 ¢
Uppgift 2 a
Uppgift2 b
Uppgift 2 ¢
Uppgift 2 d
Uppgift 3

Uppgift 4

No

0o N oo o b~ow

Uppgift 5
Uppgift 6
Uppgift 7 a

Uppgift 7 b

13
25%
17

20 st

3,5

13,8

w A

10 st.

60 st.

L
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Uppgift 8 a

/A/ ye 3% \/A\

s \//23\ // \// N\

141 142 143 1+4 241 2+2 2+3 244 3+1 342 3+3 3+4 4+1 442 443 4+4

3
Uppgift 8 b —
ppg 16

Y A A

//213\ //213\ /1/2 \// \

1+1 1+2 1+3 1+4 2+1 2+2 2+3 244 3+1 3+2 3+3 3+4 4+1 442 4+3 4+4
U ift8 ¢ -

A A 3% .

s \//23\ // \// N\

1+1 142 1+3 144 2+1 2+2 243 2+4 3+1 3+2 3+3 3+4 4+1 442 443 4+4
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Kommentarer och évningar

Innan vi gar igenom svar och losningar uppgift for uppgift, vill vi papeka nagra viktiga detaljer:

* Endiagnos ar bara ett stickprov. Det ar inte mojligt att pa en diagnos tacka alla typer av
uppgifter. Det stickprov av uppgifter vi valt dr av en typ som vi vet att manga studenter har
problem med och som vi anser vara av stor betydelse for dig i din utbildning.

* Det handlar inte bara om att ge ratt svar. Det handlar om att forsta svaret pa ett satt som gor
det mojligt for dig att utveckla didaktiska kunskaper och att forklara alternativa I6sningar for
dina egna elever. Aven om du anser dig ha presenterat den mest ideala I&6sningen bér du
reflektera Gver alternativa l6sningar. Ett mal ar ju att du pa sikt ska forsta alla dina elevers
|6sningar.

* Omduinte lart dig 16sa en viss typ av uppgift i skolan, beror detta sannolikt pa att du har haft
en negativ attityd till matematik och trott att matematik ar svart att férsta och lara sig.
Lamna det bakom dig och borja pa nytt. Det mesta ar betydligt enklare dn du tror. Den som
vagar vinner!

Vi gar nu igenom uppgifterna pa diagnosen i tur och ordning och lyfter samtidigt fram hur man kan
tanka pa ett enkelt och konstruktivt satt nar man I6ser dem. | en del fall stannar vi kvar vid en speciell
upptypstyp for att generalisera de idéer den bygger pa. Varje uppgift eller grupp av uppgifter foljs
sedan upp med nagra 6vningar dar du sjalv kan prova nya idéer eller metoder.

Olika satt att presentera data
N&r man samlat in data, till exempel fran en undersékning sa kan man presentera dem pa olika sétt.
Data kan vara av typen

64758564562655754655

For att fa en Gverblick 6ver data kan man bérja med att ordna dem i en frekvenstabell, lodrét eller

vagrat.
Observation x 2 3 4 5 6 7
Frekvens f 1 0 3 8 5 2 1

Genom att studera frekvenstabellen kan man relativt snabbt finna typvardet och medianen

- Typvardet dr den observation som har storst frekvens. | det hér fallet 5
- Medianen 4r det mittersta av ett udda antal observationer (eller medelvirdet av de tva
mittersta observationerna av ett jamnt antal observationer) som forst ordnats i
storleksordning. | det har fallet ar medianen 5.
Typvarde och median kallas for centralmatt. Ett annat centralmatt ar medelvardet

- Medelvardet (det aritmetiska medelvardet) ar summan av alla observationer dividerat med

106
antalet observationer. | det hér fallet E =5,3.

Man kan dven presentera ett statistiskt material med hjalp av diagram. Det finns ett antal olika typer
av diagram och valet av diagram beror, dels pa de data som insamlats, dels pa vad man vill
presentera. Nar man talar om att ljuga med statistik, sa handlar det inte om att statistiken i sig ar
bedraglig utan om att man har valt olampliga satt att presentera data pa och/eller att man avsiktligt
bryter mot grundlaggande regler for hur man bor presentera data.
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Uppgift1a 13

Genom sjdlva ladan gar en stracka fran 13 till 20. Denna stracka visar observationernas
variationsbredd, dar 13 ar den minsta och 20 ar den storsta observationen.

Uppgift1 b 25%

| ett laddiagram ar observationerna uppdelade i kvartiler. Kvartilerna ar tre varden som delar upp ett
ordnat statistiskt material i fyra (om majligt) lika stora delar. | diagrammet ar den forsta kvartilen 14,
den andra kvartilen (alltsd medianen) 17 och den tredje medianen 18. Mellan férsta och andra
kvartilen, liksom mellan andra och tredje kvartiler, ligger vardera 25% av observationerna.

Uppgift 1 c 17

Medianen ar 17.

Ovning 1.1

Beskriv de data som presenteras i foéljande Idddiagram

v

N I R N R N B
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ovning 1.2
Rita ett laddiagram som beskriver féljande data:

Minsta observationen dr 2. Stérsta observationen dr 14. Kvartilerna ér 5, 7 och 10.

Ovning 1.3

Rita ett laddiagram som beskriver féljande data:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f 0 0 2 4 6 4 1 1 1 1
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Uppgift 2 a 20 st.

| diagrammet som kallas for stolpdiagram kan man avlasa att det finns 2 observationer med 1 poéang,
det finns 2 observationer med 2 poang, det finns 4 observationer med 3 podng etc. Adderar man
antalet observationer far man summan 20.

Observera skillnaden mellan antalet observationer som ar 20 och antalet variabler som &r 6,
alltsé 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Uppgift 2 b 4
Den langsta stapeln visar typvardet, den mest frekventa observationen.
Uppgift 2 c 4

For att finna medianen ordnar man observationerna i storleksordning. Eftersom antalet
observationer &r 20, alltsa ett jamnt tal delar man observationerna i tva lika stora grupper.

1122333334 4444445556
Eftersom bada observationerna i mitten ar 4 4r medianen 4.

N&r man vet hur det har gar till kan man direkt avldsa medianen i diagrammet. Man séker bara den
10:e och 11:e observationen. Om det hade varit 21obervatoner skulle man istéllet ta den mittersta
observationen, alltsa den 11:e observationen.

Uppgift 2d 3,5

Adderar man alla observationernafarman1+1+2+2+3+3+..+5+6=70. Summan divideras
darefter med antalet observationer, alltsd med 20. Man far da det aritmetiska medelvardet 70 / 20 =
3,5.

Ovning 2.1
Bestdm med hjdlp av féljande diagram

- antalet observationer
- typvdrde

- median

- medelvirde.

PN W S~ U 0O

v
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Ovning 2.2
Féljande diagram kallas fér histogram.

- Hur mdnga observationer finns det i intervallet 0-5
Hur mdanga observationer finns det sammanlagt

I vilket intervall ligger typvdrdet?

I vilket intervall ligger medianen?

-+

[EEY
[EEY

[EY
o

R NN W S U1 N 0

v

Ovning 2.3

Det hdr cirkeldiagrammet visar hur mdnga elever pa en skola som tycker bdst om svenska. matematik
eller engelska.

Hur mdanga procent av eleverna tycker bdst om

- Matematik
- Svenska?
- Engelska?

Matematik

Engelska
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Uppgift 3 13,8

Vi borjar med att studera Alfs observationer. Om summan av observationerna ar 300 och antalet
observationer ar 20 sa far man medelvardet 300 / 50 = 15. Det innebdar att antalet observationer
multiplicerat med medelvirdet ger summan av alla observationerna, alltsa 20 - 15 = 300.

| det har fallet &r alltsd summan av Alfs observationer 20 - 15 = 300. P& motsvarande satt &r summan

av Ulfs observationer 30 - 13 =390. Summan av alla observationerna ar saledes 690 och antalet
observationer dr 50. Medelvardet ar darfér 690 / 50 = 23,8.

Ovning 3.1

Vid en undersékning rdknade man ut att medelvirdet fér 45 observationer var 17. Man upptdckte
senare att féljande fem observationer inte hade réknats med: 19, 24, 26, 15 och 21.
Vilket blir medelvirdet om man réknar med dessa.

Ovning 3.2

Sedan man rdknat ut medelvdrdet 12 fér 38 observationer upptéckte man att féljande 8
observationer hade riknats tvd gdnger: 19, 12, 18, 13, 15, 16, 18 och, 15.
Vilket dr det korrigerade medelvdrdet?

Ovning 3.3

Tre elever samlar in data till en undersékning. De ansvarar fér 20 observationer var. Innan de slar
samma sina data rdknar de ut att deras medelvérden var fér sig ér 11, 13 och 10,5.
Vilket medelvdrde fdr de sedan de slagit samman sina data?

w A

Uppgift 4 Frekvenstabellen och stolpdiagrammet ser ut sa har.
V' N
X f f
I ol
2 1
S_._
3 |0 ]
4 3
6_._
5 8 )
)—.—
6 5 A
7 2 -]
J
8 1 Nl
]
1 1 , l
| | | | 1 |
1 2 3 3 6 7 8 9

95




Nar man ska 6verfoéra observationerna till en frekvenstabell gér man i allménhet forst en
"avprickning” viket innebar all man successivt satter en “pinne” i tabellen efter hand som man laser
av observationerna. Dessa avprickningar overfors darefter till kolumn f som visar frekvensen av
respektive variabel x.

Ofta vill man dessutom ha ett medelvarde. Detta underldattas om man infor en ny kolumn x-f . | den
kolumnen kan man avldsa summan av alla observationer for respektive variabel x. Man ser t.ex. pa
rad 4 att det finns 3 observationer av det slaget och att dess summa ar 12. Man ser ocksa pa rad 5 att
det finns 8 sddana observationer och att dess summa ar 40.

X f x-f
1 0 0
2 I 1 2
3 0 0
4 I 3 12
5 N 8 40
6 HH 5 30
7 Il 2 14
8 I 1 8
summa 20 106

Genom att summera vardena i kolumn f far man antalet observationer (20) och genom att summera
vardena i kolumn x-f far man summan av alla observationer (106). Genom att dividera 106 med 20 far
man medelvardet 5,3.

Ovning 4.1

Paé en tdvling kan man fa hégst 5 podng. Frekvenstabellen ser ut sG hér. Komplettera frekvenstabellen
och rdkna ut medelviirdet.

X f x-f
0 0
1 2
2 7
3 12
4 7
5 2
summa
Ovning 4.2

Eleverna i en klass har fatt sG hdr manga podng pa ett prov

3312417564
3283276355

Gor en frekvenstabell och rita ett stolpdiagram.
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Ovning 4.3

Frekvenstabellen fér ett klassindelat material ser ut sG hdr. Rita ett histogram.

klass frekvens

0-5 0
5-10 2
10-15 12
15-20 16
20-25 12
25-30 6
30-35 2
summa 50

Kombinatorik

Kombinatoriken ar en gren av matematiken som behandlar hur man kan vélja ut och ordna
elementen i en mangd. Kombinatoriken erbjuder viktiga férkunskaper nar det géller
sannolikhetslaran.

Urvalen kan ske pa i huvudsak tva olika satt. Som exempel véljer vi att ordna bokstéverna A, B, C, D
och E.

- Man kan permutera bokstédverna, vilket innebar att de ska ordnas pa alla méjliga satt.
Den forsta bokstaven kan da viljas pa 5 satt. Det finns darefter 4 bokstaver kvar att vilja
bland. Den andra bokstaven kan alltsa véljas pa 4 satt osv. Det innebar att man kan vilja ut
och ordna tva av bokstdverna pa 5 - 4 = 20 satt
AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE
BA CA DA EA CB DB EB DC EC ED
Pa motsvarande satt kan alla 5 bokstaverna omordas (permuteras) pd5-4-3-2-1=120
satt.5-4 -3 -2 -1 kan enklare skrivas 5!, vilket utlases femfakultet.
- Ett annat satt att gora urval kallas att kombinera. Man véljer da elementen utan att ta hansyn
till dess ordning. Eftersom AB och BA (liksom AC och CA, AD och DA osv) innehaller samma

bokstaver sa raknas de som samma kombination. Det innebar att 2 element (i det hér fallet
5:4
bokstaver) bland 5 kan kombineras pa 7 = 10 satt.

Uppgift 5 Pa 10 satt

Uppgiften handlar om kombinationer. Om personerna kallas fér A, B, C, D och E, sa géller det att vélja
ut par sasom AB, BC och ED. Eftersom AB och BA beskriver samma handskakning, liksom CE och EC

5-4
osv, sa blir det inte 5 - 4 = 20 permutationer utan ? kombinationer (handskakningar).
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Ovning 5.1

PG hur mdnga sétt kan man vdlja ut och ordna 3 bokstdver av 5?

Ovning 5.2

PG hur mdnga sdtt kan man vdlja ut 3 bokstéver av 5 utan hénsyn till bokstdvernas inbérdes ordning?
Ovning 5.3

Tva rdta linjer i planet, som inte dr parallella, skdr varandra i en punkt. Tre rdta linjer varav inga ér
parallella skér varandra i tre punkter. | hur mdnga punkter kan 6 linjer i samma plan hégst skdra
varandra?

Uppgift 6 Pa 60 satt

Har galler det att permutera 3 siffror valda bland 5. Svaret blir sdledes 5 - 4 - 3 = 60.

Ovning 6.1

Hur madnga tresiffriga tal kan man skriva om man bara far anvdnda siffrorna 1, 2, 3, 4, 5 och 6 och
samma siffra far atervdndas hur mdnga gdnger som helst?

Ovning 6.2

Hur madnga tresiffriga tal kan man skriva om man bara far anvdnda siffrorna 1, 2, 3, 4, 5 och 6 och
samma siffra inte far upprepas i samma tal.

Ovning 6.3

PG hur mdnga sdétt kan du vdlja ut 3 personer till en styrelse om du har 8 personer att vilja bland?

Sannolikhetslara
Sannolikhetslaran handlar om modeller for slumpmassiga forsék och hur man anvander modellerna.

Man kan definiera sannolikhet pa tva satt.

- Som det tal den relativa frekvensen konvergerar mot nar antalet oberoende férsok vaxer.
Sannolikheten for att fa en sexa vid kast med en tarning kan alltsd bestammas genom att
man goér manga kast med tarningen och studera kvoten mellan antalet sexor dividerat med

antalet gjorda kast. Ju fler kast man gor desto narmare g blir kvoten (den relativa frekvensen

for sexa).
- Som kvoten mellan antalet gynnsamma (6nskade) och antalet mojliga utfall. Vid kast med en
tarning ar antalet maijliga utfall 6 (alltsa 1, 2, 3, 4, 5, 6) och antalet gynnsamma utfall, att fa

en sexa, ar 1. Aven i det har fallet blir sannolikheten g

Nar man loser problem som handlar om sannolikhet kan man ta hjalp av figurer och diagram. Ett
sadant diagram ar traddiagrammet.
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Uppgift 7 a 0,6
Vi kallar kulorna for R6d1, R6d2, Bla1, Bla2 och BIa3. Det finns saledes 5 mojliga utfall. Det finns 3

gynnsamma utfall namligen BIa1, Bld2 och BIa3. Sannolikheten att fa en bla kula alltsa E =0,6.

Uppgift 7 b 0,3

N&r man redan har tagit en bla kula (t.ex. Bld1) sa finns det 4 kulor kvar: R6d1, Rod2, Bla2, BIa3. For

ett ta en ny bla kula finns det 2 gynnsamma och 4 méjliga utfall. Sannolikheten att nu ta en bla kula

2
arnu Z = 0,5. Enligt multiplikationsprincipen ar darfor sannolikheten att ta forst ta en bla kula och

darefter ytterligare en bla kula 0,6 - 0,5 = 0,3.

Man kan ocksa l6sa problemet pa andra satt. Antalet gynnsamma utfall ar foljande 10
R6d1+Rod2, R6d1+Blal, R6d1+Bla2, Rod1+BIa3,
R6d2+Blal, R6d2+Bla2, Rod2+BIa3,
Bla1+BIl3d2, BIla1+Bla2, Bla2+Bla3

Antalet gynnsamma utfall ar i det har fallet 3, namligen Blal1+BIla2, BId1+Bla3 och Bla2+BIas3.

3
Den sokta sannolikheten ar alltsa 1— =0,3.

Ovning 7.1

| ett lotteri finns det 8 lotter kvar varav 3 dr vinstlotter. Bestém sannolikheten fér att du férst drar en
vinstlott och ddrefter en nitlott.

Ovning 7.2

| ett lotteri finns det 8 lotter kvar varav 3 dr vinstlotter. Bestdm sannolikheten fér att du drar tva
vinstlotter

Ovning 7.3

| ett lotteri finns det 8 lotter kvar varav 3 dr vinstlotter. Du drar tvd lotter. Bestdm sannolikheten fér
att du inte drar ndgon vinstlott.
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Uppgift 8 a Traddiagrammet ser ut sa har:

1 /\\
] \ //\\
4 1 //\ 4 . /\
3

/ ) \ 2 3 s 3 / \
/o . /

1+1 1+2 1+3 1+4 2+1 2+2 243 244 3+1 3+2 3l 3+4 4+1 442 4+3 4+4

3
Uppgift 8 b —
PPg 16

Tre av de mojliga utfallen ger summan 6 namligen 2 + 4, 3 + 3 och 4+ 2.

1/\4
o ’ —
// {ﬂ\ \ 4ﬂ\

/// / \\ ////2 ’ \\ //// \\ /// / \\

141 142 1+3 1+4 2+41 242 2+3 2+4  3+1 342 3+3 3+4 4+1 4+2 4+3 4+4

7

V) ift 8 c —
(o] oJ:4 16

Sju av de mojliga utfallen innehaller en trea.

] 7 ) 1 <ﬂ\4 . 4ﬂ\
s ﬁ \ yars f \\ y e /2 \\ /// AN

1+3 144 241 2+2 2+3 2+4 3+1 3+2 3+ 3+4 4+1 442 4+3 4+4

Ovning 8.1

a) I en urna har du en réd, en orange, en grén och en bla kula. Du drar slumpmdssigt férst en kula och
ddrefter en ny kula utan att Idgga tillbaka den férsta kulan. Rita ett trdddiagram som beskriver
utfallsrummet.

b) Bestdm sannolikheten fér att en av kulorna du dragit ér grén..

c) Bestdm sannolikheten fér att ingen av kulorna du dragit dr réd eller bla.
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Facit till 6vningarna

11

1.2

13

2.1

2.2

2.3

3.1

3.2

Den minsta observationen ar 9 och den storsta ar 17. Variationsbredden ar alltsa 8.

Den forsta kvartilen dr 10, medianen ar 13 och den tredje kvartilen ar 15. Mellan 9 och 10,
mellan 10 och 13, mellan 13 och 15 liksom mellan 15 och 17 finns vardera 25% av
observationerna.

Laddiagrammet ser ut sa har:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

v

I I I I I I I [ [ [ [ [
10 11 12

N
N
w
I
i
o))
~
(o]
©

Antalet observationer ar 30, typvardet ar 3, medianen ar 4 och medelvardet ar 3,8.

| intervallet 0-5 finns det 6 observationer, i intervallet 5-10 finns det 8 observationer osv.
Sammanlagt finns det 40 observationer. Typvarde och median ligger i intervallet 10-15.

| ett cirkeldiagram ar cirkelsektorernas storlek proportionella mot klassens (de aktuella
observationernas) relativa frekvens. En halvcirkel motsvarar sdledes hilften av
observationerna.

Det innebdr att

- 25% av eleverna tycker bast om matematik

- ca 17% av eleverna tycker bast om svenska

- resten, alltsa ca 58% av eleverna, tycker bast om engelska.

17,4

Att medelvardet &r 17 innebér att summa av de forsta observationerna ar 45 - 17 = 765. Till
detta kommer summa av de nya observationerna som ar 105. Summan av alla de 50
observationerna ar alltsa 870. Det nya medelvardet &r 870 /50 = 17,4.

11

Summan av observationerna var fran borjan 38 - 12 = 456. Summan av de 8 observationer
som raknats dubbelt ar 126. Efter korrigering ar saledes summan av 30 observationer 456 —
126 =330, vilket ger medelvardet 330 /30 = 11.
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11,5

Summan av de 60 observationerna dr 220 + 260 + 210 = 690, vilket ger medelvardet 690 /
60 = 11,5. Eftersom antalet observationer var lika manga for alla tre, kan man helt enkelt ta
medelvardet av 11, 13 och 10,5.

4.1

4.2

=N W bk 0o

Medelvardet ar 3

N(N(O|[=n

H(WIN|FL | O|X

~

summa

30

AN

15

15

12

N(ojn|bh|WIN|R|O|X

14

0o

RININWINIODWINIO|=n

summa

N
o

80

v
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43

18
16
14
12
10

N B OO 0

51

5.2

53

6.1

6.2

6.3

7.1

7.2

v

0 5 10 15 20 25 30 35 x

Pa5-4-3 =60 olika satt (60 permutationer)

Den forsta bokstaven kan viljas pa 5 satt. Det finns darefter 4 bokstaver kvar att vélja
bland. Man kan alltsa vélja den andra bokstaven pa 4 satt. P4 motsvarande satt kan den
tredje bokstaven viljas pa 3 satt.

Pa 60/ 6 = 10 olika satt (10 kombinationer)

Tre bokstaver kan skrivas pa 3 - 2 = 6 olika satt. De tre bokstdverna A, B och C kan skrivas
som ABC, ACB, BAC, BAC, CAB och CBA. 60 permutationer ger alltsa 60 /6 = 10
kombinationer.

Pa 15 olika satt (15 kombinationer)

Man kan ténka sig att linjerna skakar hand med varandra. Man kan ocksa tdanka sa har. Om
man redan har 3 linjer sa kan en fjarde linjen skéra dessa i 3 punkter, en skarning med
vardera linje. Om man redan har 4 linjer sa kan en femte linjen skéra dessa i 4 punkter. Osv.
Resultatet for 6 linjer blir darfér 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15 skdrningar.

P3 216 sitt (6 - 6 - 6 sitt)

Pa6:5-4-1=120satt (permutationer)

P3 ? = 56 satt (kombinationer)

15

—= 0,27

56

Sannolikheten att forst dra en vinstlott ar p Darefter finns det 7 lotter kvar varav 5 ar

. . . .5 N . v e e 3 5
nitlotter. Sannolikheten att nu dra en nitlott ar-. Den sokta sannolikheten ar darforg =

3

—=0,11

28

Sannolikheten att forst dra en vinstlott ar p Darefter finns det 7 lotter kvar varav 2 ar
. . . . 2

vinstlotter . Sannolikheten att nu dra en ny vinstlott ar .

. . e 4w 3 2
Den sokta sannolikheten ar darfor =
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7.3 22036
14

Sannolikheten att forst dra en nitlott p Darefter finns det 7 lotter kvar varav 4 ar nitlotter.

. . ) . . e e en 5 4
Sannolikheten att dra en nitlott till ar o Den sokta sannolikheten ar darforg g

8.1 a)
0 B
G
RO RG RB
b) 0,5

Det finns 6 gynnsamma utfall av 12 mojliga utfall. (RG, OG, GR, GO, GB och BG).

. i 4w gn 6
Sannolikheten ar darfor o
1

C) g

Det finns 2 gynnsamma utfall av 12 mojliga utfall.(OG och GO) Sannolikheten ar darfor %
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