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Forord

Alla skrifter - epokgorande som ansprékslosa - har en startpunkt. Na-
gon gang har ett fré satts till ndgot som sd sméaningom utvecklats till
tankar som nagon eller nagra ansett virda att sdtta pa prant. Det géller
naturligtvis &ven denna lilla skrift. Nagon gang i september 2015 &gde
ett licenciatsemininarium i matematikdidaktik rum vid Linnéuniversite-
tet. Vid seminariet togs en rad intressanta fragor upp och en av dem
handlade om resonemang i matematiken. Vid fikabordet efter seminariet
fortsatte vi att resonera om resonemang. I kommentarmaterialet till de
nya kursplanerna tas olika matematiska kompetenser eller férméagor upp
i ett forsok att sdtta ord pa kvaliteten pa elevernas matematiska kunskap.
En sadan kompetens dr resonemangsformaga. Naturligt har resonemang
alltid varit ett viktigt element i alla matematikundervisning ja i all ma-
tematisk verksamhet, men nu har férmégan att resonera upphdjts till
en kompetens som skall virderas vid bedomning av elevernas kunska-
per. Kanske kréavs det da att man forséker klargéra vad som menas med
resonemangsformaga. En kollega, som &r aktiv vid ett annat larosite,
tittade uppfordrande pa mig, som sedan lange &r pensionér, och sade:
"Du kan val skriva en bok om matematiska resonemang.” Jag visste inte
om det var allvarligt menat eller bara ett skdmt eller nagot daremellan.
Men kollegan sag inte ut som om hon skiimtade. Som pensionér &r ju
inte tiden en bristvara och tanken pa att bena ut fragor kring resone-
mangskompetensen lag och gnagde. Till slut slog jag upp "resonemang”
en synonymordbok for att f& nigra "utom-matematiska” tankar kring
begreppet.

Det visade sig att ordboken ger tva perspektiv pa resonemang. Det
ena handlar om resonemang som ett sokande samtal dér olika synpunkter
stills mot varandra och dar for- och nackdelar varderas. Det &r en verk-



samhet som kréver 6ppenhet och lyhérdhet och 6msesidig respekt. Det
andra perspektivet dr mer begransat. En synonym till resonemang eller
att resonera ar att dra korrekta slutsatser. Den verksamheten kréver lo-
gisk stingens och klarhet. Dessa tva aspekter svarar vil mot tva sidor av
matematiken. Den ena &r det resonerande samtalet dér olika forslag till
I6sningar av ett problem diskuteras, véarderas och provas for att ibland
forkastas och ibland utvecklas vidare for att till slut forhoppningsvis leda
till en l6sning. Den andra aspekten av resonemang betonar den logiska
stringensen och leder in pa fragan om bevisféring. Dessa bada perspektiv
har dgnats var sitt kapitel.

Tvé arbeten har i hog grad paverkat mitt skrivande. Det ena dr Anette
Jahnkes bok Skolans och forskolans matematik - kunskapssyn och praktik
som jag fick formanen att lisa som manuskript. Det ar framfor allt i det
forsta kapitlet jag har lanat tankar och idéer fran henne. Bland annat
har hon gjort mig uppmérksam péa Platons tankar om sann kunskap. Det
andra arbetet dr Kirsti Hemmis doktorsavhandling Approaching Proof in
Mathematical Practice. Hennes beskrivning av olika perspektiv pa bevis
har influerat min framstéllning.

En av grundtankarna i framstéllningen &ar att ga tillbaka till matema-
tikens historia. Ett ledord har varit Learn form the masters som var den
samlande titeln pa en rad skrifter och konferenser under 1990- och 2000-
talet. Matematiska begrepp och teorier belyses genom att ga tillbaka
till klassiska skrifter. Verk av Euklides, Platon, Galilei, Pascal, Fermat
och Recorde far belysa de tankar jag for fram. Det ger ett historiskt
perspektiv pa matematiken.

Den lésekrets jag haft i atanke, nir jag skrivit detta héafte, dr bli-
vande och aktiva larare for dldre elever pa grundskolan och for gymna-
sieelever. Det dr ingen larobok i vanlig mening. Min férhoppning &ar att
den skall vacka fragor och att den skall locka till diskussion. Den skall
vara ett komplement till den grundldggande utbildning som skall stér-
ka de matematiska kunskaperna och ge en systematisk genomgang av
matematikdidaktiska fragor.

Till sist: Ett stort tack till universitetslektor Eva Taflin fran Dalarnas
hogskola som inspirerat mig att fundera 6ver resonemangsproblematiken
och dérmed forgyllt min pensionérstillvaro.



Inledning

Varje dag maéaste vi gora val och fatta beslut. Det kan gélla triviala sa-
ker som vad vi skall dta till middag eller mer livsavgoérande saker som
huskop eller yrkesval. Vi maste 6verviaga olika alternativ och forséka se
deras konsekvenser. Vi maste stdndigt féra resonemang i de flesta fall
med oss sjdlva, men vi kan ocksa ta rad av andra och tillsammans med
dem resonera oss fram till det bésta alternativet. For somliga ar sjil-
va resonerandet en central del av yrkesverksamheten. Opinionsbildare
maste kunna foéra resonemang som Gvertygar ahdrare eller ldsare. Chefer
maste kunna resonera bade med sina medarbetare och sina &verordnade
for att fatta basta mojliga beslut. De maste sedan kunna Gvertyga sina
medarbetare om det slutliga beslutets fortrafflighet. Larare méste kunna
diskutera med sina elever for att forklara komplicerade sammanhang och
de maste ldra eleverna fora logiskt sammanhéngande resonemang. Det
ar bara nagra exempel pa professioner dir det stills hoga krav pa att
kunna resonera 6vertygande och korrekt. Listan kan goras lang och pa
den finns de som pé nagot satt arbetar med matematik.

Matematiken forser oss med tankeverktyg som begrepp, metoder och
teorier. Att utveckla nya matematiska verktyg &r en del av forskningen i
matematik och den verksamheten kraver bade fantasi och analytisk for-
méaga. Verktygen kan inte anvéndas utan eftertanke. "Hur resonerade du
nir du gjorde pa detta sdttet?"dr en fraga som matematiklararen ofta
stéller till sina elever. Matematisk problemlosning pa alla nivaer stéller
krav pa forméagan att fora resonemang bade for att hitta en 16sning och
for att Overtyga sig om att losningen &r korrekt. Att kunna fora resone-
mang ir ett maste for den som arbetar med matematik. Det géller bade
vetenskapsmannen som utvecklar ny matematik och eleven pa lagstadiet.

Vad menar vi da med att resonera och med begreppet resonemang?



Om vi gar till Norstedts svenska synonymordbok finns véasentligen tva
olika typer. Den ena har synonymer som samtal, samsprak, diskussion,
tankeutbyte och den andra tankegang, slutledning, bevisforing. Verbet
“resonera’ ar slakt med franskans "raison” och engelskans "reason” som
bada kan Gverséttas med “fornuft”. Ett resonemang skall i ndgon mening
vara fornuftigt.

Resonemang som samtal och tankeutbyte fér tankarna till en aktivi-
tet ddr man tillsammans soker sig fram till nagonting gemensamt &ven
om det gemensamma kan vara att man dr djupt oense i nagon fraga. Det
ar fraga om givande och tagande och kréver en 6ppenhet av bada parter.
Resonemang som slutledning och bevisféring handlar om att utifran giv-
na forutsdttningar dra logiskt korrekta slutsatser. Om resonemang som
samtal innebér 6ppenhet och ifragasidttande sa innebar resonemang som
slutledning stringens och klarhet. De bada tolkningarna speglar olika de-
lar av matematiken: Det ofta intuitiva sokandet efter en l6sning och den
logiskt stringenta framstéllningen.

Det matematiska resonemanget har under senare &r uppmérksam-
mats inom matematikdidaktiken inte minst nér det géller utformning
av kursplaner. De har manga ganger bara beskrivit det matematiska in-
nehallet. Men ett matematiskt innehall kan behérskas pa olika sétt och
med olika djup. For att kunna formulera kriterier pa detta har man infort
begreppet matematiska forméagor eller kompetenser. I de varianter, som
presenterats i olika ldnder, ges stor vikt vid det matematiska resonemang-
et. I kursplanen for den svenska skolan tas "resonemangsférméaga” upp
som en viktig kompetens som skall trédnas i undervisningen. Den dans-
ke matematikdidaktikern Mogens Niss anger "resonneringskompetense”
som en av atta matematiska forméagor. En av de ledande amerikanska
matematikdidaktikerna Jeremy Kilpatrick har karakteriserat matema-
tisk kompetens med hjélp av fem tradar som &r oupplosligt samman-
tvinnade och en av dessa kallar kan “adaptive reasoning” en form av
resonerande som anpassas till aktuell problemlésning och som innehaller
forméaga att tdnka logiskt, att reflektera, att forklara och att motivera.

Jag skall med nagra exempel belysa de bada aspekter pa resonemang.
Resonemang som samtal exemplifieras bade med berémda meningsbyten,
som har haft stor betydelse féor matematikens utveckling, och med dis-
kussioner kring matematiska problem i klassrummet. Jag kommer att
diskutera tva klassiska meningsutbyten fran 1600-talet ndmligen Galileis
Samtal och matematiska bevis om tvd nya vetenskaper och den korre-
spondens mellan fransménnen Blaise Pascal och Pierre Fermat som bru-
kar betecknas som starten av sannolikhetslaran. Som exempel pa samtal
inom matematikundervisningen kommer jag att ta upp en larobok fran
1500-talet som &r skriven i dialogform samt tva exempel pa elevsam-



tal fran dagens skola. Som en inledning till de olika exemplen kommer
jag att studera ett brev av Platon, dir han diskuterar begreppet sann
forstaelse.

I den andra delen betonas resonemang som slutledning och bevisfo-
ring. Tyngdpunkten kommer att ligga pa att diskutera bevis - att ge
exempel pa bevis, att se olika aspekter pa bevis och att se bevisens roll
for att skapa logiskt sammanhéngande matematiska teorier.






Kapitel 1. Resonemang
som samtal

Platons tankar om sann forstaelse

Dialogen som litterar foreteelse har gamla anor. Den har ofta som mal att
belysa begrepp och att ifragasitta invanda forestdllningar. De klassiska
exemplen &r Platons dialoger dar hans larare Sokrates &r huvudperso-
nen. En av de mest berémda &r Staten dar Platon utvecklar sin syn pa
idealstatens utformning. En annan, Kriton, dr en dialog mellan Sokrates
och hans rike vin Kriton om réttvisa och orattvisa. I Faidon berdttar
Sokrates elev Faidon for filosofen Echekrates om de tankar Sokrates hade
om livet efter déoden dagen innan han avrittas.

Aven om Platons dialoger handlar om allméinfilosofiska fragor, som
ofta ligger langt fran matematiken, sa har han ocksa funderat 6ver hur
man kommer till djupare insikt om tingen och det kan vara av intresse
for att belysa hur matematisk forstaelse skapas. Han gor det i ett brev
till anhéngarna av en av sina elever Dion fran Syrakusa — en inflytelserik
statsman som nagra ar tidigare mordats. Brevet kan dateras till 353
— 352 fKr. En av Dions fiender Dionysos II har gett ut en filosofisk
skrift. Platon &r skeptisk till hans formaga att astadkomma en sadan och
diskuterar pa nagra sidor vad som kravs for att vinna verklig forstaelse
och att vara en sann filosof. Han skriver:

Pa det séttet och med denna sinnesforfattning lever en sa-
dan ménniska: vilka sysslor han &n skoter &r han alltid och i
allt bunden till filosofin och till en daglig livsféring som goér
honom mest laraktig och minnesgod och ger honom férmaga



att resonera under iakttagelse av inre nykterhet. Den motsat-
ta livsféringen hatar han. Men de som inte &r nagra riktiga
filosofer utan bara har ett ytligt farglager av asikter likt en
solbréanna — nér de ser hur mycket moda som kréavs for en
sadan uppgift da tycker det att det blir svart, ja omdjligt for
dem, och de blir helt ur stand att bedriva den har verksam-
heten. Men négra av dem forsdker Gvertyga sig sjélva om att
de har lart sig det hela tillrickligt och inte behéver ta itu
med nagra ytterligare svarigheter.

Det ar alltsa stora krav pa en filosof. Han menar ocksé att det skrivna
ordet inte ar tillrackligt for en “sann tankegang”. Han skriver

For varje varande ting &r det tre saker som dr nddvindiga
for att kunskap skall bli till. Den fjarde saken &dr kunskapen
sjalv, och som den femte saken méaste man tédnka sig det som
ar kunskapens foremal och som ar det verkliga varandet. En
sak dr bendmningen, en annan sak &ar definitionen, en tredje
avbilden, en fjarde kunskapen.

Platon exemplifierar nu sitt resonemang med begreppet cirkel.

Det finns nagot som kallas cirkel; det som vi just uttalat &r
dess bendmning. Som nummer tva kommer dess definition,
som bestar av substantiv och verb: "nagot vars yttersta de-
lar overallt har samma avstand till mitten” torde vara en
definition pa nagot vars namn &r "rundning”’, “omkrets” och
“cirkel”. Det tredje dr det som man ritar upp och suddar ut,
eller det som svarvar till och férstor. Alla dessa saker hanfor
sig visserligen till cirkeln, men de beror inte cirkeln sjélv for
cirkeln &r nagot mer dn de. Som nummer fyra har vi kunskap,
insikt och sann asikt om dessa ting.

Den femte saken, "kunskapens féremal och det verkligt varande” kom-
mer, tilldgnar man sig genom hart arbete. Platon skriver

For det ar bara om alla sakerna mddosamt gnuggas mot
varandra, bendmningar, synbilder och férnimmelser, och om
de rannsakas i valvillig anda med hjilp av fragor och svar
utan all missunnsamhet — det &r bara da som férnuftig insikt
om var och en av dem kan flamma upp férutsatt att man
anstrianger sig s& hart som det star i méansklig forméaga.

Platons tal om kunskapens féremal och det verkliga varandet kan pa
en nutida lasare verka litet egendomligt. Det skall ses mot bakgrund av



Platons tro pa en idealvarld — den verkliga varlden — som vi ménniskor
endast ser skuggor av. Vart mal &r att genom skuggorna fa en sa klar
bild av den verkliga véirlden som mdjligt. Men det kan ocksa vara vért
att ha i minnet att texten ar ett polemiskt angrepp mot Dionysos IT
som vill kalla sig filosof genom att ge ut skrifter i filosofiska fragor. Det
polemiska syftet styr resonemanget.

Trots det tror jag att vi har mycket att lara av Platons tankar. De
tre forsta faserna eller sakerna kan vi latt ta till oss. Vi har bendmningar
for olika begrepp som cirkel, triangel, kvadrat, primtal m.m. och dessa
styr vara tankar till olika foreteelser. Men for att kunna astadkomma
precision och konkretion maste vi bade definiera dem med ord och gora
oss en bild av dem. Den fjarde fasen som handlar om kunskap innebéar
att vi ndrmare undersoker begreppen. For en cirkel kan det t.ex. inne-
béara vi konstaterar att en medelpunktsvinkel alltid dr dubbelt s& stor
som motsvarande periferivinkel eller att forhallandet mellan omkrets och
diameter &ar en konstant som vi kallar 7 eller att kordasatsen géller. Nar
vara kunskaper om cirkeln ¢kar sé& fordjupas var forstaelse.

Dessa fyra ting ar enligt Platon emellertid inte tillrdckliga i var stra-
van efter den femte saken ”det verkliga varandet”. Vi maste utsdtta var
uppfattning om begreppen fér provningar genom diskussioner med and-
ra. De fyra sakerna maste "modosamt gnuggas mot varandra” och “det
skall ske i valvillig anda med hjilp av fragor och svar utan all missunn-
samhet”. Vi kan ldsa oss till bendmningar, definitioner och satser om
t.ex. geometriska begrepp. Vi kan rita figurer pa ett papper. Men det ar
inte tillrackligt. Vi maste ocksa préva vara uppfattningar i diskussioner
med andra. Vi maste utsétta vara asikter for granskning och vi mas-
te granska andras asikter. Vi maste ifragasétta och lata oss ifragaséttas.
Ar verkligen medelpunktvinkeln dubbelt s& stor som periferivinkeln? Jag
kan rita en figur dér det inte verkar vara sant. Varfor &r det sa? Varfor
géller kordasaten? Satser fortydligas genom bilder och bevisas genom lo-
giska resonemang, men resultaten kan dnda ifragaséttas och argumenten
maste slipas. Att vaga gora misstag ar en del i processen. Genom 6ppna
resonemang manniskor emellan férdjupas och forstéarks forstaelsen for
matematiska begrepp och teorier.

Galileo Galilei och rorelsens matematik

Nagra ord om Galilei

En av vetenskapens giganter, som pa ett avgérande sdtt har bidragit
till var varldsbild, &r Galileo Galilei. Tillsammans med Johannes Kepler
formulerade han resultat som lag till grund for ett av naturvetenskapens



viktigaste verk — Newtons Philosophice Naturalis Principia Mathematica
som publicerades 1687. Kepler konstruerade den matematiska modell for
planetrorelserna som vi anvinder dn idag och Galilei formulerade lagar
for kroppars rorelse som byggde pa experimentella métningar. Newton
kunde sedan i Principia formulera en teori som samtidigt forklarade
Keplers och Galileis lagar. I ett brev till kollegan Robert Hooke skrev
Newton "Om jag kunnat se langre &n nagon annan sa beror det pa att jag
stod pa skuldrorna av tva jattar” och han menar da Kepler och Galilei.

Galileo Galilei foddes 1564 i Pisa i Italien. Sjutton ar gammal borjade
han studera medicin vid universitetet i Pisa, men d&mnesomradet enga-
gerade honom inte. Hans intresse var matematik och naturvetenskap. Sa
smaningom 6vergav han medicinstudierna och dgnade sig helt at mate-
matik. Han var framgangsrik och blev professor i matematik i Pisa 1589
- 1592 och sedan i Padua 1592 - 1610. Ar 1610 aterviinde han till Pisa
déar han blev "matematico primario” samtidigt som han var anstalld som
matematiker och filosof hos storhertigen av Toscana. Ett ar tidigare hade
han konstruerat en kikare med vars hjilp han kunde studera stjarnhim-
len pa en detaljniva som inte tidigare varit mojligt. Konstruktionen hade
bade kommersiella och militéra tillampningar och Galilei kunde utnyttja
dem for att stidrka sin ekonomi. Kikaren gav honom ocksa mojligheter att
gora systematiska studier av himlakropparna och de 6vertygade honom
om riktigheten av det Kopernikanska systemet dar planeterna inklusive
jorden kretsade kring solen. Galilei var bekant med Keplers banbrytande
arbete om planetrorelserna, som publicerades 1619 och som byggde pa
Kopernikus idéer. Ar 1632 presenterade Galilei sina tankar i Dialoger
rorande varldens tva huvudsystem — det Ptolemaiska och det Koperni-
kanska. Tankarna i boken stred mot den katolska kyrkans vérldsbild som
byggde pa Aristoteles teorier fran 300-talet fore Kristus. Kort efter ut-
givningen forbjod inkvisitionen forsiljning av boken och kallade Galilei
till forhoér. Han blev démd till livstids fangelse som omvandlades till hu-
sarrest. Han atervénde till sitt hem néra Florens déar han 6vervakades av
inkvisitionens tjanstemén. Under husarresten skrev han verket Samtal
och matematiska bevis rérande tvd nya vetenskaper som smugglades ut
och publicerades i Holland 1638. Galilei var blind under sina sista ar och
dog i husarresten 68 ar gammal.

Bada verken &r som titeln anger skrivna i samtalsform. Deltagarna
ar Salviati, uppenbarligen Galileis alter ego, Sagredo, en god vidn med
god kdnnedom om den problematik som diskuteras samt Simplicio, re-
presentant fér den av kyrkan sanktionerade vérldsaskadningen, som den
formulerades av Aristoteles pa 300-talet fore Kristus.
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Rorelsens matematik

Betydelsen av att ifragasétta Vi skall ta upp nagra delar av Samtal
och matematiska bevis rorande tvd nya vetenskaper som handlar om ro-
relsens matematik. Salviati redogér for en avhandling som han har ldst
och han far fragor och kommentarer av Sagredo och Simplicio. Salviato
framhaller inledningsvis betydelsen av att férutséttningar, slutledningar
och resultat ifragasitts och diskuteras. Detta genomsyrar hela framstall-
ningen och Saviati uttrycker det pa foljande sétt:

Det &r bra att ni och Simplicio gor dessa invindningar. Jag
tror att det dr samma invindningar som jag sjalv gjorde nér
jag sadg denna avhandling. De undanréjdes antingen genom
diskussion med forfattaren eller genom att jag sjalv skérska-
dade problemet.

Accelerationen hos en kropp i fritt fall Vi skall mer i detalj stude-
ra hur Salviati, Sacredo och Simplicio resonerar om hur hastigheten hos
en kropp i fritt fall férdndras. Salviati inleder med att konstatera att det
ar rimligt att hastighetsforandringen sker enligt nagon enkel regel och
framfér som en rimlig hypotes att hastighetsékningen &r proportionell
mot tiden. En kropp i fritt fall far efter en tidsenhet en viss hastighetok-
ning, efter tva tidsenheter har hastighetsokningen férdubblats, efter tre
tidsenheter &r hastighets6kningen tre ganger sa stor o.s.v. Han infér be-
greppet likformigt accelererad rorelse.

Sagredo tycker att hypotesen verkar rimlig men han har svarighe-
ter att inse att den beskriver den rorelse vi ser i naturen. Antagandet
far konsekvenser som strider mot hur han upplever fritt fall. Ett tungt
stenblock som faller fran vila skulle enligt Galileis teorier till en bérjan
ha mycket sma hastigheter men sa upplever inte Sagredo verkligheten.
Han tycker att stenblocket omedelbart far en mycket stor hastighet och
uttrycker sina dubier mycket méalande pa féljande sétt:

Jag tédnker mig en tung kropp som faller fran vilolage, d.v.s.
med begynnelsehastigheten noll och med en hastighetsokning
som &r proportionell mot den tid som forflutit sedan rérelsens
bérjan. En sadan rorelse skulle t.ex. pa atta pulsslag erhélla
en hastighet av atta enheter. Vid slutet av fjarde pulsslaget
skulle den ha fatt fyra, vid slutet av det andra tva och vid
slutet av det forsta en enhet. Och eftersom tiden &r odndligt
delbar, foljer av vart resonemang att om en kropps tidiga-
re hastighet &r mindre &n den nuvarande, sa finns det inget
hastighetsmatt, hur litet det &n ar, som inte kroppen har vid
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nagot tillfdlle efter det den startat med oéndligt liten hastig-
het, dvs. fran vila.

[ ... ]| méste vi dra slutsatsen att kroppen, d4 man kommer
allt ndrmare startogonblicket, ror sig sa langsamt att den
med denna hastighet inte kunna fardas en mil pa en timme
eller pa en dag eller pa ett eller tusen ar, ja, den skulle in-
te kunna firdas en handsbredd pa mycket langre tid. Detta
fenomen forbluffar tanken, emedan véra sinnen visar att en
tung fallande kropp plotsligt erhaller stor hastighet.

Salviati medger att han ocksa fran borjan hade svart att acceptera
konsekvenserna av sin hypotes. Kan verkligen ett stenblock som faller
fritt fran vila ha en hastighet som &r praktiskt taget lika med noll i bérjan
av luftfarden? Men han beméter tvivlen med en bild som 6vertygar bada
honom sjélv och Sagredo om att det inte bara dr mojligt utan ocksa hogst
troligt. Han gor ett tankeexperiment dar ett fallande stenblock faller
ned pa en pale och jamfor resultaten om blocket faller fran olika hojd.
Han konstaterar att om blocket lyfts en mycket liten stricka som t.ex.
tjockleken av ett blad blir paverkan knappast méarkbar och stenblockets
hastighet &r darfor mycket néra noll. Ocksa hér ar beskrivningen levande
och askadlig.

Aven jag métte denna svarighet i borjan, men jag kunde snart
avvisa den. Och jag gjorde detta genom just det experiment
som ger upphov till svarigheter for er.

[...] Men sdg mig, mina vénner, ar det inte si att om ett
block far falla ned pa en pale fran en hojd av fyra alnar och
da driver den t.ex. fyra fingrars bredd ned i marken, sa skulle
det om det f6ll fran tva alnars hojd, driva ner palen en myc-
ket mindre stricka, och fran en alns héjd en &nnu mindre
stricka? Om blocket slutligen endast lyftes en fingerbredd,
hur mycket skulle det da kunna astadkomma &n om det lagts
pé palen utan nagon stot? Sakerligen mycket liten. Om det
lyfts endast sa litet som tjockleken av ett blad, kommer man
inte mérka effekten. Och eftersom slagets verkan beror pa
hastigheten hos den kropp, som slar till, kan vél ingen tvivla
pa att rorelsen dr mycket langsam och hastigheten mycket
liten da dess verkan inte kan mérkas. Se nu styrkan hos san-
ningen, ty samma experiment som i forsta 6gonblicket tycks
visa en sak, visar motsatsen, da det skirskadas noggrannare.

Sagredos ifragasédttande av att en tung kropp strax efter starten verk-
ligen kan ha en hastighet som &r nastan lika med noll &r naturlig. Ytligt
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sett verkar hans invindning vara riktig men Salviatis fordjupade analys
ar overtygande. Diskussionen har, i Platons anda om vikten av “gnug-
gande av tingen”, 6kat overtygelsen om att Salviatis utgangspunkter for
accelerationen vid fritt fall ar riktiga.

Salviati gor &nnu ett tankeexperiment och tédnker sig en sten som
kastas upp luften. Den far s& smaningom hastigheten noll och "méste
genomga alla grader av langsamhet”. Simplicio tycker detta &r méarkligt.
Det finns ju "oédndligt manga grader av langsamhet” och om stenen skulle
anta alla dessa méaste den ju fortsétta i all odndlighet. Han sager

Men om de allt storre graderna av langsamhet &r odndligt
méanga, tar det aldrig slut. Darfér stannar aldrig en uppat-
stigande kropp utan kommer att fortsétta i all oandlighet.
Det ar dock inte vad vi ser i verkligheten.

Men Salviati har ocksa ett svar pa denna invdndning. Varje hastighet
antas inte under ett dndligt tidsintervall utan bara i ett visst 6gonblick

Detta skulle intréffa, Simplicio, om kroppen bibehdll sin has-
tighet under nagon tid for varje hastighetsgrad. Men den pas-
serar varje stadium utan att dréja mer dn ett 6gonblick, och
eftersom varje tidsintervall, hur litet det &n ar, kan delas i
ett odndligt antal 6gonblick, kommer dessas antal alltid att
motsvara det odndliga antalet hastighetsgrader.

Diskussionen blottlagger nagra av de mest fundamentala tankesvarig-
heterna vid kontinuerliga forandringar. Det handlar om det odndligt lilla
och det oéndligt stora. Stenen har en viss hastighet i ett odndligt litet
tidsintervall och 6kningen &r under detta tidsintervall proportionell mot
intervallets langd. Alla dessa smé foréndringar adderas sedan till en total
férandring under ett dndligt tidsintervall. Simplicio fraga kan forefalla
naiv och akademisk men den &r naturlig. Hur kan man addera oandligt
manga oéndligt sma delar? Vad menas med att ett tidsintervall r oénd-
ligt litet? Problematiken tacklades redan under antiken och formulerades
pa 300-talet fore Kristus av filosofen Zenon i ett antal paradoxer bl.a. i
den om AKkilles och skéldpaddan.

Varfor dr hastighetsforandringen inte proportionell mot vigen?
Sagredo har emellertid &nnu en invindning. Varfor skall hastighetsok-
ningen vara proportionell mot tiden och inte den stricka kroppen har
tillryggalagt? Det kan vél vara en lika rimlig hypotes. Han séger

Savitt jag kan se for ndrvarande skulle definitionen blivit kla-
rare uttryckt, utan att dess grundidé dndrats, ndmligen om
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man sager att den likformigt accelererande rorelsen ar en ro-
relse vars hastighet 6kar i proportion till den tillryggalagda
vagen. Da skulle t.ex. den hastighet, som en kropp erhallit
efter fyra alnar, vara dubbelt s& stor som den hastighet den
fatt efter tva alnar och denna aterigen dubbelt s& stor som
efter forsta alnen. Ty det &r inget tvivel om att en kropp som
faller fran sex alnars héjd har (och slar med) en impuls som
ar dubbelt sa stor som vad den hade efter tre alnar, vilket i
sin tur ar tre ganger sa stor som vad den hade efter en aln.

Salviati medger Sagredos antagande &r rimligt och att bade han sjalv
och forfattaren till den bok han studerat provat hypotesen. De fann vid
nédrmare eftertanke att antagandet hade orimliga konsekvenser. Simplicio
tycker emellertid att hypotesen &r i hogst grad sannolik men Salviati
vederldgger den. Foljande dialog utspinner sig:

Simplicio: Jag &r en av dem som accepterar antagandet och
tror att en fallande kropp erhaller kraft medan den faller,
att dess hastighet 6kar proportionellt mot den tillryggalagda
vagen och att kroppens impuls dr dubbelt sa stor om den fal-
ler fran en dubbelt s& stor h6jd. Dessa antaganden forefaller
mig bora accepteras utan tvekan eller debatt.

Salviati: Och de &r &nda lika falska och orimliga som anta-
gandet att rorelsen avslutas plotsligt. Har ar ett mycket klart
bevis fér denna sak. Om hastigheten &r proportionell mot den
tillryggalagda vagen, eller mot den vig som skall tillryggalag-
gas, passeras dessa strickor under lika stora tidsintervall. Om
dérfor den hastighet med vilken en kropp tillryggaldgger at-
ta fot vore dubbelt sa stor som den hastighet kroppen hade
d& den passerade de fyra foten (liksom den ena striackan &r
dubbelt sa stor den andra) sa skulle de erforderliga tidsinter-
vallen vara lika. Men en och samma kropp kan passera atta
fot och fyra fot pa lika lang tid endast om rérelsen ar diskon-
tinuerlig. Observationer visar emellertid att rérelsen hos en
fallande kropp kréaver mindre tid att tillryggalédgga en stréicka
av fyra fot en en stricka av atta fot, och darfér ar det inte
sant att dess hastighet 6kar proportionellt mot végen.

Jag maste erkénna att jag har haft svarigheter att férsta resonemang-
et och dr inte nojd med forklaringen. Det verkar som Galilei forutsétter
att rorelsen &r likformig, men han betraktar ju en rorelse dar hastig-
heten forandras. Om hypotesen att hastighetsokningen &r proportionell
mot vigen si kan vi sluta foéljande: Om en kropp som faller fyra fot
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och har en viss sluthastighet s& har samma kropp om den faller atta
fot dubbelt sa stor sluthastigheten. Gaiilei verkar férutsitta att samma
sak géller for medelhastigheterna. Antagandet &r rimligt och kan visas
genom att dela in tiden i odndligt sma tidsintervall. Medelhastigheten ar
alltsa dubbelt sa stor under fallet pa atta fot som under det pa fyra. Om
en kropp tillryggaldgger en viss stracka med en viss hastighet och has-
tigheten fordubblas s& kommer den att pa samma tid att tillryggaldgga
en dubbelt sa stor stricka. Men da skulle det ta lika lang tid for kroppen
att falla fyra fot som atta fot. Det ar naturligtvis orimligt och hastig-
hetsokningen kan darfor inte vara proportionell mot den tillryggalagda
véigen.

Gamla misstag och nya sanningar Diskussionen avslutas med att
Galilei later Sagredo gora en kommentar om Salviatis sitt att fora reso-
nemang, som med enkla medel styrker livskraftiga teorier och vederlagger
falska. Det ger Salviati mojlighet att ge négra beska omdoémen av det
vetenskapliga etablissemanget. Vi aterger dialogen.

Sagredo: Ni framlégger dessa svarfattliga ting med alltfér stor
latthet, vilket gor dem mindre uppskattade &n om de presen-
terats pa ett mera svarforstaeligt sdtt. Ty man virdesitter
inte den kunskap som man erhaller med sa litet arbete lika
hogt som den man far genom langvariga och svara diskussio-
ner.

Salviati: Att de, som kort och klart pavisar falskhet i manga
accepterade ldror, behandlas med forakt i stéllet for tacksam-
het ar en oréttvisa som kan uthédrdas. Men det dr ddremot
obehagligt och forargligt att se mén, som gor ansprak pa att
vara bland de framsta i ett visst forskningsfilt, godta vissa
slutsatser, som sedan av nagon annan snabbt och latt visas
vara falska. Jag vill inte kalla denna instéllning fér avund-
samhet, vilken vanligen urartar i hat och vrede gentemot den
som uppdagar felen. I stéllet vill jag kalla den en stark 6ns-
kan att halla fast vid gamla misstag hellre &n att acceptera
nya sanningar. Denna 6nskan driver ibland mén att forena
sig mot dessa sanningar, dven om de i sina hjértan tror pa
dem, blott och bart for att minska den uppskattning som vis-
sa andra &r foremal for fran den tanklosa hopen. Ja, jag har
hort vara akademiker halla manga sadana falska antaganden
fér sanna, som med latthet har kunnat avvisas. Det &r nagra
av dessa jag tanker pa.
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Salviatis sista yttrande uttrycker formodligen Galileis frustration 6ver
de diskussioner han bland annat haft med inkvisitionen. Dialogen fort-
sitter. Den blir alltmer teknisk och kulminerar med ett bevis fér att en
kropp som kastas snett uppat beskriver en bana som &ar en parabel.

Samtalet i Dialoger och matematiska bevis rérande tvd nya vetenska-
per ar naturligtvis konstruerat, men fragorna som stélls och invdndning-
arna som gors maste haft sitt ursprung inte bara i Galileis diskussioner
med kollegor utan de speglar ocksé Galileis resonemang med sig sjélv.
Han har vridit och vdnt pa begrepp och argument for att komma till
de slutsatser han gjort. Med Platons vokabuldr har han "gnuggat saker-
na mot varandra”. Kunskap befésts och forstaelse férdjupas genom att
resonemang och argument utsétts for kritisk granskning.

Pascals och Fermats brevvaxling om hasard-
spel

Sannoilkhetslarans fodelse

Galileis dialoger var konstruerade. En verklig dialog, som lade grunden
till ett nytt omrade inom matematiken, utspanns mellan tva av den ti-
dens stora vetenskapsmén nagra decennier efter det att Galileis arbeten
publicerats. Sommaren och hosten 1654 dgde en brevvixling mellan de
bada matematikerna Blaise Pascal och Pierre de Fermat rum och den
brukar betecknas som sannolikhetslarans fodelse. Det var intresset for
att méta chanserna for att vinna i olika form av hasardspel som startade
diskussionen. Den italienske ldkaren och matematikern Girolamo Car-
dano hade visserligen studerat motsvarande fenomen redan i mitten av
1500-talet i verket De ludo aleae eller pa svenska Om tdrningsspel men
det publicerades forst 1663 langt efter Cardanos déd. Man kan anta, att
det intresse som Pascals och Fermats brevvéixling skapat for att anvin-
da matematik i samband med slumpméssiga hidndelser, var en orsak till
utgivningen. Vi skall titta litet ndrmare pa delar av brevvéxlingen, men
férst nagra ord om de bada skribenterna.

Nagra ord om Pascal och Fermat

Blaise Pascal var endast 31 ar da brevvixlingen startade. Han var
nagot av ett matematiskt underbarn. Hans far, Etienne Pascal, var vil-
kénd i vetenskapliga kretsar och han sag till att sonen fick en forstklassig
utbildning. Redan som artonaring publicerade Blaise Pascal viktiga re-
sultat inom kégelsnittsgeometrin. Nagra &r senare konstruerade han en
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raknemaskin for att hjdlpa sin far som da var uppbordsman i Norman-
die. Han var alltsa en pionjéar inom berékningstekniken och har fatt ett
programmeringssprak uppkallat efter sig. Pascal gav viktiga bidrag inom
bada fysik och matematik. Hans studier av lufttrycket var banbrytande
och en tryckenhet bar nu hans namn. Han visade resultat inom analys
som visade viagen mot differential- och integralkalkylen som skulle fa sitt
genombrott genom Leibniz och Newton pa 1680-talet. Han var en av de
forsta i vasterlandet som studerade kombinatorik och han publicerade en
artikel om det vi nu kallar Pascals triangel. Pascal lamnade matematiken
i slutet av ar 1654 for att dgna sig at vilgérenhet och teologiska studier.
Han dog endast 39 ar gammal.

Pierre de Fermat var betydligt dldre &n Pascal. Han var f6dd 1601
och till yrket jurist. Han var verksam i Toulouse dar han gjorde karriar in-
om domstolsvisendet. Han dgnade sig 4t matematik pa sin fritid men var
respekterad av det vetenskapliga etablissemanget. Han gav i likhet med
Pascal viktiga bidrag till analysen men hans stora intresse var talteori
dar hans resultat dr grundliggande for modern krypteringsteknik. Han
formulerade och trodde att han hade bevisat det som kallas Fermats ga-
ta eller Fermats stora sats. Beviset aterfanns aldrig och férmodligen var
det felaktigt. Ett korrekt bevis gavs forst 1995 av den brittiske matema-
tikern Andrew Wiles. Vi dterkommer till ndgra av Fermats talteoretiska
resultat och till hans gata i den avdelning som behandlar bevisforing.
Fermat dog 64 &r gammal.

Bakgrunden till brevvixlingen

Upprinnelsen till korrespondensen mellan Pascal och Fermat var ett kon-
kret problem inom hasardspel. En av Pascals vinner Chevalier de Méré
var en passionerad spelare och intresserad av matematik. Han hade st6tt
pa foljande problem: Tva spelare A och B kastar ett mynt. Om det blev
krona vinner A och om det blev klave B. De satsar lika stora summor var
och kommer &verens om att den som forst vinner tre ganger skall fa hela
summan. Men hur skall potten férdelas om spelet blir avbrutet i fértid?
Om A och B vunnit lika manga ganger far de naturligtvis halva summan
var. Men hur skall férdelningen ske om det star 2-1, 2-0 respektive 1-0
till endera parten? For att fa rad gick de Méré till Pascal. De Méré var
visserligen intresserad av matematik men inte fortrogen med &mnet. I ett
av breven till Fermat skriver Pascal "M har begavning men han ar inte
nigon matematiker (vilket, som ni vet &r en stor brist) och han forstar
inte ens att en matematisk linje dr odndligt delbar och &ar fast vertygad
om att den bestar av ett dandligt antal punkter”.
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De forsta breven. Fermats teori och hans kritik av
Pascals resonemang

Tyvarr har vi inte den ursprungliga formuleringen av problemet eftersom
det forsta brevet fran Pascal till Fermat har férsvunnit. Vi vet att Fer-
mats teori gick ut pa att studera de fall som kan intréffa efter det att
spelet avbrutits. Det illustreras med f6ljande exempel

Tva spelare A och B kastar krona och klave och varje ging myntet
visar krona far A en poéang och om det visar klave far B podngen. Den
som forst far t.ex 10 podng har vunnit. De har fran borjan satsat lika
mycket pengar var och den som vunnit far hela potten. Antag nu att
den ene spelaren A saknar tva podng och den andre B tre. D& maéste
spelet vara avgjort efter ytterligare fyra omgangar. Tre omgangar riacker
inte eftersom en mojlighet &r att A kan han vunnit en podng och B tva
och da &r spelet fortfarande inte avgjort. Efter fyra omgangar s har A
vunnit om han far ytterligare 2 poéing. Annars har B fatt de 3 podng han
saknar. Om vi skriver ut de som vunnit poéngen i de fyra omgangarna
sa har vi fo6ljande olika mdjligheter:

AAAA AAAB AABA AABB ABAA ABAB ABBA ABBB
BAAA BAAB BABA BABB BBAA BBAB BBBA BBBB

Av dessa vinner A alla utom den sista pa forsta raden och de fyra sista
pa den andra. Om bada spelarna satsat 8 pistolerEIvar d.v.s. totalt 16 sa
skall A ha 11 och B 5.

Uppenbarligen kommer inte alla dessa spel att dga rum. Om A vinner
de tva forsta spelen sa avbryts spelet. Det dr ju inte meningsfullt att
fortsdtta. Pascal hade darfor betdnkligheter mot detta resonemang och
vill utforma en teori som utgar fran de spel som verkligen dger rum. Han
ger en annan metod som han exemplifierar med tarningsspel. Fermat
ar emellertid i det férsta bevarade brevet, som &r odaterat, kritisk till
Pascals resonemang och papekar uppenbara felaktigheter.

Pascal gor ett nytt forsok

Nagra viktiga specialfall T ett brev daterat onsdagen 29 juli 1654
medger Pascal att han har haft fel. Han gor en ny ansats. Han betraktar
den typ av spel, som Fermat tidigare studerat, dir man kastar ett mynt
upprepade ganger. Den ene spelaren far ett podng varje gang myntet
visar krona och den andre ett podng om det visar klave. Han antar att
varje spelare satsar 32 pistoler och att den som forst far tre poéng far hela

IPistol &r dldre guldmynt
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potten. Han stéller fragan: Hur skall potten fordelas om spelet avbryts
vid stéllningarna 2-1, 2-0 respektive 1-0 till en av spelarna? Han skriver

Lat oss anta att den forste spelaren har vunnit tva och den
andre ett. De utfor nu ett kast dér chansen att vinna &r
sddan att om den forsta vinner, sa far han hela potten d.v.s.
64 pistoler. Om den andre vinner sa blir stéllningen tva mot
tva, och om de 6nskar sluta da, sd méaste var och en fa tillbaka
sin andel dvs. 32 pistoler.

Beténk da, Monsieur, att om den forsta vinner sa skall han
fa hela potten dvs. 64 pistoler. Om han forlorar fa han &nda
32 pistoler. Om de nu inte vill spela om denna poédng, och
skiljas utan att ha gjort det, s& kommer den férste att sdga:
"Jag ar séker pa de 32 pistolerna, for dven en forlust ger mig
dem. Lat oss dérfor dela de (aterstaende) 32 pistolerna i tva
lika stora delar och ge mig dessutom de 32 som jag ar sdker
pa.” Han kommer da att fa 48 pistoler och den andre 16.

Anta nu att den forste har vunnit tva spel och den andre
inget. Da dr mojligheterna sadana att om den forste vinner,
s& far han hela potten 64 pistoler. Om den andre vinner sé
har vi kommit tillbaka till féregaende fall déar den forste har
vunnit tva spel och den andre ett.

Men vi har redan visat att i detta fall skall 48 pistoler ga
till den spelare som vunnit tva ganger. Om de inte Onskar
spela nésta spel sa kommer han att sdga, "Om jag vinner
skall skall jag fa hela potten dvs. 64. Om jag forlorar skall
jag vara beréttigad till 48. Ge mig darfor 48 som maste vara
mina, &ven om jag forlorar, och dela de 6vriga 16 i tva lika
stora delar darfor det &r lika stor chans att du vinner dem
som jag.” Alltsa far han 48 plus 8 lika med 56 pistoler.

Lat oss nu anta att den forsta bara vunnit en gang och den
andre ingen. Ni, Monsieur, inser da att om de borjar spela
en gang till sa dr mojligheterna sadana att om den forste
vinner s& har han tva poéng och den andre inget och enligt
foregaende fall skall han fa 56 pistoler. Om han forlorar sa
har de var sin poédng han far d& 32 pistoler. Han kommer
darfor att sdga: "Om du inte 6nskar spela nésta spel sa ge
mig de 32 pistoler som jag sikert skall fa och dela resten av
de 56 i tva lika stora delar. Om vi tar 32 fran 56 sa aterstar
24. Halften av 24 ar 12, s& du far 12 av dessa och jag 12 som
tillsammans med de 32 ger 44.”
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Kanske behover det sista resonemanget fortydligas: Den forste spelaren
far under alla forhallanden 32 pistoler och den andre 8. Skillnaden mellan
de 56 pistoler som den forste spelaren far om utfallet dr gynnsamt for
honom och de 32 han &r sdker pa &r 24. Denna summa skall delas i
tva lika stora delar och de bada spelarna far da 32 4+ 12 = 44 pistoler
respektive 8 + 12 = 20 pistoler.

Ett mer generellt problemstéllning Pascal 6vergar nu till mer all-
ménna diskussioner. Antag att en spelare vinner sin forsta poéng i forsta
kastet, i andra kastet 0.s.v. om man spelar till dess nagon spelare far 1, 2,
3, 4,5 och 6 podng. Hur stor andel av potten skall spelaren fa? Det visar
sig att de specialfall Pascal tidigare studerat kan anvédndas for att 16sa
det mer generella problemet. I forscken att bestdmma férdelningarna i
de olika fallen leds han till rent kombinatoriska problem. Han hérleder
resultat, som han papekar &r rent aritmetiska, och som han tillampar
pa spelsituationen. Han anvénder tekniken for att gora tabeller 6ver hur
potten skall fordelas vid olika stdllningar i de olika fallen. Hur Pascal
resonerar for att komma fram till sina resultat framgar inte klart. Det ar
inte 14tt att folja tankegangarna och det finns luckor i framstéllningen. I
brevet viljer han att i mer detalj att studera det fall da den spelare som
forst far fem podng vinner hela potten. For de 6vriga fallen redovisas
endast resultaten.

Trots oklarheter i framstéllningen ar det uppenbart att Pascal har
kommit 16sningen pa sparet och att kombinatorik ar en viktigt hjalpme-
del. Han skrev ungefdar samtidigt en artikel som publicerades postumt
1665 under titeln Traité du triangle arithmétiqgue och som handlar om
det vi idag kallar Pascals triangel.

Pascals kritik av Fermats teorier

Nista brev fran Pascal dr daterat 24 augusti 1654 och i det polemiserar
han mot Fermats teorier om hur potten skall férdelas. Det &r det brev
dar skillnaderna mellan de bada matematikernas teorier sétts pa sin
spets och det kommer att medféra att missuppfattningar undanrdjs och
consensus uppnas. Bada forfattarna dr under brevvixlingen angeldgna
att inte sara varandra dven om de kritiserar varandras metoder. Det
framgar av bl.a. inledningen till brevet:

Monsieur,

Jag hade inte msjlighet att i det senaste brevet berdtta om
alla mina tankar rérande problemet om podngen och samti-
digt gor jag det motvilligt eftersom jag fruktar att den goda
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harmoni som uppstatt mellan oss och som &r s& dyrbar foér
mig kommer att flagna for jag dr radd att vi har olika upp-
fattningar i &mnet. Jag vill beskriva hela mitt resonemang
for er, och be er gora mig den tjénsten att ratta mig om jag
har fel och att ge mig ert stéd om jag har ritt. Jag ber er
i fortroende och med uppriktighet for jag ar inte séker dven
om ni &r pé min sida.

Pascal gar darefter igenom det fall som vi beskrivit tidigare déar den
ena spelaren fattas en podng och den andra tva. Han konstaterar da
att han far samma resultat med sin teori som Fermat med sin. Han péa-
star emellertid att Fermats resonemang inte haller om vi istéllet har tre
spelare och studerar ett exempel dar spelare A saknar 1 podng medan
spelarna B och C bada saknar 2 poéng. Spelet dr d& under alla omstén-
digheter slut efter ytterligare tre omgangar. Enligt Fermats teori skall
man da bestdmma alla mojliga utfall som &r 27. Pascal gor foljande ta-
bell dar de tre forsta raderna ager vem som vinner det férsta, det andra
respektive det tredje spelet:

Siffrorna i de tre understa raderna anger vilka av spelarna som kommer
upp till det erforderliga antalet podng efter de tre omgangarna. Om den
forste spelaren A klarar detta skriver Pascal 1 i den fjdrde raden, om B
respektive C gor det skriver han 2 respektive 3 i femte respektive sjétte
raderna. Vi kan notera att manga av utfallen &r sddana att fler &n en
av spelarna efter ytterligare tre kast uppfyllt de krav som stélls for att
vinna. Pascal rdknar nu efter hur manga mdjligheter det finns dér A far
ytterligare en podng och ddrmed kommer upp i det antal vunna poéng
som behovs. Han bestdmmer med andra ord hur manga ettor det finns
i den fjarde raden. Det ar 19 stycken. Antalet tvaor i femte raden &r 7
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och antalet treor sjitte raden &r ocksa 7. Det finn alltsd 7 mojligheter
att bade B och C kommer upp i erforderligt antal podng om de tre
omgangarna spelas. Men, sdger han,

om vi av detta drar slutsatsen att det dr nddvindigt att ge
var och en enligt proportionerna 19, 7, 7 gor vi ett allvarligt
misstag och jag skulle tvivla pa att ni skulle géra det. Det
ar flera fall som ar gynnsamma for bade den forste och den
andre, eftersom ABB har det antal A som kréavs av den forste
spelaren och de tva B som den andre behover. S& &r ocksé
ACC gynnsam for bade A och C.

Han antar da att om tva av spelarna kommer upp i erforderligt antal
poéng sa skall de ha halva potten var. For enkelhets skull antar vi att
hela potten ar 27 pistoler. Spelaren A vinner ensam hela potten i 13 av
fallen och han for dela den med antingen B eller C i 6 av fallen. Han
bor alltsé f& 13 + 6/2 = 16 pistoler. B vinner hela potten i 4 av fallen
och halva potten i 3 av fallen och han skall alltsd ha 4 + 3/2 =5 1/2
pistoler. P4 samma sétt ser vi att C ocksa skall ha 5 1/2 pistoler. Potten
skall alltsd med detta sitt att rdkna fordelas i proportionerna 16, 5 1/2,
5 1/2. Men Pascal tycker inte att resultatet stimmer. Han skriver

Det tycks mig att detta &r det sétt att gora fordelningen
enligt er metod, om ni inte har ndgot annat att séga i &mnet
som jag inte kinner till. Men om jag inte misstar mig sa &r
férdelningen orattvis.

Skilet ar att vi gor ett falskt antagande — nidmligen att de
spelar alla tre spelen utan undantag, istéllet for det naturli-
ga villkoret i detta spel, som innebér att de inte skall spela
vidare om en spelare fatt de poéng som han saknar och i det
fallet slutar spelet.

De behover inte spela tre ganger utan det kan mycket vil
hénda att de spelar en eller tva ganger och sedan inte behover
spela mer.

Tanken bakom spelet &r ju inte att de tre kasten skall utféras utan det
avslutas nér en av spelaren uppnatt det antal podng som erfordras. Pa-
scal tilldimpar nu den teori han utvecklat pa de aktuella exemplet och
kommer till en annan férdelning. Han skriver:

Men om de spelar under villkoret att inte alla tre kasten

maste utforas utan bara till dess nagon av dem har uppnatt
de poéng som saknas och spelat slutar utan ge nagon av de
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Ovriga mojligheter att na sina mal, da skulle den forste fa 17
pistoler, den andre 5 och den tredje 5. Detta har jag bestamt
med hjélp av min allménna metod och med den har jag ockséa
bestdmt att under de tidigare ndmnda villkoren sa skall den
forste fa 17 och de bada 6vriga 5 pistoler vardera — ty denna
fungerar i alla fall och utan problem.

Pascal avslutar brevet hogaktningsfullt.

Detta, Monsieur, 4r mina reflektioner 6ver detta &mne i vilket
jag inte har nagon 6vertag over er utom att ha funderat pa
den léangre, men det &r en ringa fordel for mig ur er synpunkt
eftersom er forsta blick dr mer genomskadande &n min tragna
stravan.

Fermats svar

Ett forsta svar fran Fermat Fermat ger ett kort svar i ett brev som
ar daterat 29 augusti. I inledningen konstaterar han

Var pennfiktning fortsétter och jag ar glad for att vara tan-
kar har utvecklats sa att de verkar ga i samma riktning och
foljer samma vag.

Han kommenterar Pascals arbete Traité du triangle aritméthique.
Tydligen har Fermat ocksa arbetat med liknande problem. Han har inte
hunnit granska sina resultat men sager

... jag ar Oovertygad om att det bésta sdttet att undvika fel
ar att tdvla med er. Men om jag skulle sdga mer, sa skulle det
ha karaktéren av komplimanger och vi har bannlyst denna
fiende av sockrad och lattképt konversation.

Han kommenterar darefter Pascals berdkningar om fordelningen av
potten d& en spelare saknar en podng och de tva andra tva podng och
pastar att hans metod ocksa ger férdelningen 17, 5 och 5 men att han
skall kommentera det i ett senare brev eftersom arbetet i parlamentet
for nérvarande tar mycket tid. Han hoppas att Pascal kan ge honom
nodvandig respit. Han avslutar brevet med nagra tankar om det vi kallar
Fermatska primtal.

Ett utforligare svar Ungefir en manad senare i ett brev daterat den
25 september ger Fermat ett utforligare svar pa brevet fran Pascal fran
den 24 augusti.
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Han bemoter Pascals invindningar mot hans teori, som enligt Pascal
skulle ge en fordelning pé 16, 5 1/2 och 5 1/2. Han skriver

I exemplet med de tre spelarna dar den ene fattas en poéing
och de bada 6vriga tva, vilket ar det exempel ni anvander
fér att motbevisa min teori, s& finner jag endast 17 kombi-
nationer som ger den forste potten och 5 for var och en av
de Ovriga; for som ni pastar att kombinationen ACC &r for-
delaktigt for den forsta spelaren, sd maste ni komma ihag
att allt som gors efter det att en spelare har vunnit &r ing-
et viart. Men denna kombination som har inneburit att den
férste spelaren vunnit efter forsta omgangen och vad spelar
det da for roll om den tredje spelaren vinner tva poéng efter
det ty dven om han vinner trettio sa ar det 6verflodigt? Kon-
sekvensen, som du har helt riktigt kallat "denna fiktion”, av
att utvidga spelet till ett sdrskilt antal spel ar endast till for
att gora regeln enkel och (enligt mening) att gora chanserna
lika; eller battre, att genom att ge alla brak samma ndmnare.

Fermat utvidgar alltsa spelet till alla de 27 mojligheterna eftersom
varje sddan mojlighet har samma chans. Det betyder inte att spelarna
med nédvandighet skall spela alla de tre spelen. Han raknar efter vilka
mojligheter som innebér att A, B respektive C vinner. I tabellen kommer
mojligheterna ABB och BAB innebéra vinst f6r A medan BBA ger vinst
for B. 117 av de 27 fallen kommer A att ta hem potten medan B och C
gor det i vardera 5 fall.

Han inser att detta kanske inte 6vertygar Pascal sa han ger en alter-
nativ 16sning och konstaterar inledningsvis att den forste spelaren kan
vinna efter en, tva eller tre omgangar.

Om han vinner efter en omgang ar det nodvandigt att han far
ett gynnsamt utfall om han kastar en tresidig térningﬂ Ett
kast ger tre chanser. Spelaren far d& 1/3 av potten eftersom
hans utfall endast ar ett av tre.

Om han vinner efter tva omgangar sa kan de ske pa tva sitt,
antingen vinner den andre spelaren den forsta och han den
andra eller sa vinner den tredje spelaren den forsta och han
den andra. Men tva slag ger 9 mojligheter. Den forste spela-
ren far da 2/9 om han vinner efter tva omgéangar.

Men om han vinner efter tre omgangar, kan han gora det
pé endast tva sétt, antingen vinner den andra den férsta om-

2En tresidig térning kan realiseras genom att pa en vanlig tdrning markera tva av
sidorna med en etta, tva med tvaa och de Overiga tva med en trea.
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gangen, den tredje vinner den andra och han den tredje; eller
s& vinner den tredje omgang nummer ett den andra nummer
tva och han sjilv nummer tre; ty om den andra eller den
tredje spelaren vinner de bada forsta omgangarna sa vinner
denne hela potten och den forste spelaren blir utan. Tre slag
med térningen ger 27 chanser av vilka 2/27 av chanserna ger
vinst till den forste spelaren om de spelar tre omgangar.

Summan av chanserna som ger vinst till den foérsta spelaren

ar alltsa 1/3, 2/9 och 2/27 vilket ger 17/27.

Fermat avslutar resonemanget med att betona att regeln ar generell
och avslgjar att utvidgningen till ett sérskilt antal omgangar endast &r
till for att se till att diverse brak far ssamma ndmnare. Han skriver "Detta
dr mysteriet i nagra fa ord, det som utan tvekan férenat oss och déar vi
bada endast sokte féornuft och sanning.”

Brevet avslutas med négra talteoretiska fragestéllningar och Fermat
hoppas att Pascal skall ta sig tid att fundera Gver dem.

Samsyn mellan Pascal och Fermat. Brevvixlingens av-
slutning

Pascal ger ett kort svar i ett brev fran den 27 oktober dar han nu in-
ser hur Fermat resonerat och konstaterar att "vi dr pa nytt i samklang
med varandra.” Nar det giller de talteoretiska fragestéllningar ber han
Fermat att vinda sig till nagon annan eftersom de ligger langt fran hans
intresseomrade och att han endast dr kompetent att beundra dem och
han hoppas Fermat snart far mdéjlighet av avsluta arbetet med dem.

Brevvéaxlingen upphér atminstone for en tid. Fermat soker pa nytt
kontakt med Pascal i ett brev fran den 25 juli 1660. Han vill gédrna att
de tréffas men han har inte kraft att ta sig fran Toulouse till Paris.
Han vet att Pascals héilsa inte heller ar s god och foreslar att de mots
pa halva vigen. I ett svar nagra veckor senare den 10 augusti avbdjer
Pascal inbjudan. Hans hélsa &r mycket dalig och dessutom har han in-
te ladngre samma intresse for matematiken. Det &r religiosa fragor och
valgoérenhetsarbete som upptar hans tid. Han séger:

For att tala uppriktigt till er om matematik (geometri), s&
ar den for mig den allra bésta intellektuella trdning; men pé
samma gang anser jag den vara si oanvindbar sa att jag
inte kan finna nagon skillnad mellan en matematiker och en
duktig hantverkare. Aven om jag anser den vara det bista
hantverket i virlden sa &r den dnda bara ett hantverk och
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jag har ofta sagt att det &r bra att tréna sig p4 men inte att
dgna hela sin kraft at.

Pascal dog tva ar senare i svara plagor. Efter ytterligare tre ar dog Fer-
mat.

Pascal och Fermat &r tva giganter inom matematiken. Deras brev-
vaxling om hasardspel var banbrytande. Den praglades av uppriktighet
och 6msesidig respekt, men de slutsatser de bada matematikerna till slut
kunde enas kom inte till utan vidare. Vigen dit var slingrig. Den kan-
tades av missuppfattningar och felaktiga resonemang. Detta &r vanligt i
processer som till slut leder till viktiga resultat. Det finns en skillnad i
sitten att resonera. Medan Fermats resonemang &r enkla och tydliga ar
Pascals ibland komplicerade och svara att félja. Onodigt komplicerade
kan man tycka, men & andra sidan leder de till mer generella metoder
och visar pa kombinatorikens stora roll i det som senare kom att kallas
sannolikhetsléran.

Robert Recorde - en laroboksforfattare fran
1500-talet

Vi har gett exempel pa hur nya banrytande resultat utvecklas i sam-
tal mellan tédnkta eller autentiska deltagare. Det &r de stora méstarna
som har ordet. Men samtalet har ocksa en funktion i elementarundervis-
ningen. Aven elever pa olika stadier i vart utbildningssystem kan genom
samtal utveckla och forstiarka forstaelsen for centrala matematiska be-
grepp, metoder och teorier. Det kan gélla den grundléggande aritmetiken
for de minsta, grundldggande algebra for de litet dldre eller differential-
och integralkalkyl for gymnasieelever.

De forsta larobockerna i aritmetik

Laroboken ar ett viktigt hjélpmedel i all undervisning. De forsta rikne-
larorna i vésterlandet &r fran slutet av 1400-talet och i dem introduceras
vart decimalsystem med de hinduarabiska siffrorna tillsammans med al-
goritmerna for de grundlaggande rdknesédtten. En av de mest kidnda &r
den s.k. Trevisoaritmetiken, som publicerades i Treviso 1473. Forfattaren
ar okéind. Andra viktiga verk &r Nicolas Chuquets Triparty en la science
des mombres fran 1484 och Luca Paciolis Summa de arithmetica fran
1494. De hinduarabiska siffrorna presenterades redan i Fibonaccis Liber
Abacci fran 1201 men det drojde ratt lange innan de nya réiknemetoderna
slog igenom. Det var forst under 1400-talet som algoritmerna pé allvar
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borjade konkurrera med abakusen, som sedan lange varit det domine-
rande réknehjilpmedlet. Vart decimalsystem med dess algoritmer blev
emellertid allmin egendom forst efter ytterligare nagra sekler. I Sverige
utkom den forsta rikneldran i tryckt form 1614. Forfattaren var Agidio
Aurelius och titel dr imponerande: Arithmetica eller en kort och enfal-
digh rdiknebook uti hele och brutne taal, med lustige och skéne exempel
the de enfaldigom som till thenne konst lust och behagh hafwe,; korte-
ligen och eenfaldigen till nytto och gagn forfattat och tillsamansdraghen
av Agidio Aurelio. Men det ar inte nagot av de namnda verken vi skall
titta ndrmare pa. Vi vinder oss till England och mitten av 1500-talet dar
en lakare, ldrare och &mbetsman Robert Recorde publicerade tva viktiga
rakneldror The Ground of Arts fran 1543 och The Whetstone of Witte
fran 1557. Dessa bada bdcker innehaller inte bara aritmetikens grunder
utan ocksa algebra. Vem var da Robert Recorde?

Nagra ord om Robert Recorde

Han f6ddes 1510 i Wales och fick sd smaningom mdojligheter att stude-
rade medicin i Cambridge och Oxford och det &r troligt att han ocksa
undervisade dar. S& smaningom flyttade han till London dar han prakti-
serade som ldkare. Han kom att uppmérksammas av ledande &mbetsmén
och blev besiktningsman for silvergruvor i Wetford. Han var ocksa kon-
trollér vid myntverket i Bristol och var den forste i England att pragla
mynt med hinduarabiska siffror i stéllet fér romerska. Mitten av 1500-
talet var en turbulent tid i Englands historia. I det allménna tumultet
blev Recorde anklagad for fortal och démd till boter. Formodligen kun-
de han inte betala botessumman eftersom han sattes i fangelse 1557 dar
han dog aret darpa.

Parallellt med verksamheten som ldkare och med &vriga uppdrag
skrev Recorde larobocker i framfor allt aritmetik och men ocksé i geome-
tri. De mest kinda &r, som jag tidigare ndmnt, The Grounds of Art och
The Whetstone of Witte. Ordet "Whetstone” dr namnet pa en slipsten
som anvinds for att vissa rakknivar. Bokens titel talar alltsd om att in-
nehallet &r ett redskap for att skdrpa tanken. Det kan anmérkas att det
dr i detta verk som likhetstecknet inférs och anviands for forsta gangen.

Det dr uppenbart att Recorde méste ha haft erfarenheter som lirare.
Alla hans ldrobocket utom den i geometri &r utformade som dialoger
mellan larare och elev. Dialogerna visar fortrogenhet med elevernas sétt
att tédnka och de ger honom mdjligheter att forklara och motivera de
metoder som han vill lara ut. Detta star i kontrast till de flesta and-
ra larobocker dar algoritmer och metoder presenteras och exemplifieras
utan narmare diskussion.
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Om nyttan av aritmetik

Innan vi ger prov pa Recordes framstéllningskonst i The Whetstone of
Witte skall vi ge ett utdrag ur The Ground of Arts fran 1543 med ru-
briken The Declaration of the Profit of Arithmeticke eller i svensk Gver-
sattning En deklaration om nyttan av aritmetik. Har diskuterar eleven
och ldraren nyttan av att lara sig rdkna. Eleven ifragasitter den och vi
ger brottstycken av dialogen.

Eleven: ... eftersom det enligt min asikt dr meningslost att
sarskilt dgna tid at att ldra sig en sak, som minsta barn
dagligen och stundligen kan ldra sig under sina lekar ...

Léraren: ... om nu rakning ar sa vanlig som du tror ...
s& bevisar inte detta att den &r foraktlig och vérdelds, ut-
an tvirtom att den hogst fortrafflig och allmént varderad ef-
tersom den ligger till grund for allt vart handlande. Utan den
kan namligen ingenting beréttas, inga meddelanden vidare-
befordras och inga kop eller andra ménskliga angelédgenheter
fullféljas pa rétt sétt. ... Varfor ar revisorer sa vélbetalda?
Hur kommer det sig att geometriker och astronomer ar sa
valbetalda och framgangsrika? Jo, de beror pa att de med si-
na utrdkningar kan finna sadant som annars skulle Gverstiga
maénsklig formaga.

Eleven: Om det ar sa att de méan, vilkas mérkliga bedrifter de
flesta manniskor beundrar, nér sin skicklighet genom riakning,
da inser jag att matematik &r mycket viktigare &mne an jag
trodde.

Léararen: Ja, ty om rédkning vore sa virdelos, som du ansag,
skulle den inte behéva anvindas sa mycket i umgénget méan-
niskor emellan. Uteslut alla siffror och svara pa denna fraga:
Hur gammal ar du?

Eleven: Hm.

Lararen: Hur manga dagar gar det pa en vecka? Hur manga
veckor pa ett ar? Hur mycket jord och hur manga dréngar
har din far? Hur ldnge sedan &r det du kom fran honom till
mig?

Eleven: Hm.

Lararen: Utan hjilp av tal kan du bara svara "hm”. Hur
méanga mil ar det till London?

Eleven: En pase plommon.
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Lararen: Dar ser du vilken makt talen har, och att ménniskor
blir stumma utan dem och méste besvara de flesta fragor med
”hm”’

Diskussionen fortsétter och till slut har eleven blivit helt 6vertygad
om nyttan av aritmetik och séger

Eleven: ... Nu ber jag er istdllet att ge mig del av denna
fortraffliga lardom sa att jag kan dra nytta av den. ...

Léararen: Jag dr mycket glad a4t din begéran och skall genast
gé till verket eftersom du &r si ivrig att lara dig detta.

Eleven: Da lovar jag att helt underkasta mig er auktoritet
och halla allt vad ni siger for sant.

Léraren. Det &r for mycket; ingen bor bli trodd i allt utan
att framligga sina skil. Aven om jag vill att min elev skall
sdtta tro till vad jag séger, sa giller det endast nar jag ger
beldgg for mina pastaenden. . ..

Den sista kommentaren &r viktig. I ett intellektuellt samtal méaste
pastaenden fa ifragaséttas. Forhallningsséttet far aldrig bli auktoritért.

Ett exempel ur The Whetstone of Witte. Om kvadrat-
tal

Dialogen i forra stycket handlar om nyttan av matematik och Recordes
principiella hallningssétt. Den handlar inte om sjélva matematiken. For
att illustrera Recordes pedagogiska metod valjer vi ett avsnitt ur The
Whetstone of Witte som handlar om kvadrattal.

Léararen: Kvadratiska tal &r de som kan divideras med ett tal
sa att kvoten blir detta tal: det vill sdga att ett kvadrattal ar
ett tal som fas genom att multiplicera ett tal med sig sjélv
som att multiplicera 10 med sig sjdlv ger 100. Talet 100 &r
kvadrattal eftersom 100 dividerat med 10 ocksa blir 10.

Eleven: Multiplicera 4 med 4. Det ger 16 och det &r ocksa ett
kvadrattal av samma skél.

Lararen: Det &r ratt.

Eleven: Och 9 multiplicerat med 4 &r inte det ett kvadrattal.
Ser vi det s& tycks vi kunna gora alla tal till kvadrattal genom
multiplikation.

Lararen: Ténk noga over, att ett kvadrattal bildar en kvadrat
bland talen pa samma sédtt som en exakt kvadrat gor det i
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Geometrin; alla sidor &r lika stora. Om en sida &r lingre &n
den andra kallas den i Geometrin for en lang kvadrat. Om jag
nu ritar den figur som svarar mot de tal du ndmnde och later
en sida vara 4 och den andra 9 sa kommer vi att fa féljande
bild.

Vi ser en lang kvadrat. Anda kan det heltal som uppkommer
genom denna multiplikation verkligen kallas ett kvadrattal
som du ser hiar. Men sidan eller roten &r 6 och varken 9 eller
4.

Eleven: Nu forstar jag battre genom figuren och exemplen.
Och jag har ocksa lart mig vad en rot &r pa det sdtt du
férklarade det. Det &r sidan i figuren som svarar mot talet.

Recorde later eleven stélla en fraga sa att lararen far mdjlighet till
ytterligare fortydliganden samtidigt som han kan visa pa analogierna
mellan kvadrattal och geometriska kvadrater. Pa det sdttet far ldsaren
andrum for eftertanke. Denna aspekt dr kanske ofta férbisedd i laroboc-
ker. Det &r nodvandigt att véinda och vrida pa begreppen for att de skall
sjunka in hos eleven.

Nagra resonemang elever emellan
Elevsamtal - ett verktyg i matematikdidaktisk forsk-
ning

I matematikdidaktisk forskning har man ofta studerat hur elever dis-
kuterar nér de stélls infér matematiska problem. Studierna ar ofta ett
led i att forsoka kartldgga elevers sétt att resonera och de gors ofta mot
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bakgrund av pedagogiska teorier. Sjdlva problemformuleringen ar vik-
tig. Det dr centrala matematiska fragestéllningar som skall belysas. For
att samtalet maste bli givande maste det ocksa finnas en tillrécklig stor
variation av metoder for att ndrma sig problemet.

Vi skall studera tva elevsamtal. Den ena &r hdmtad fran Inger Wis-
tedts och Mats Martinssons studie Kwaliteter i elevers tankande over
en odndlig decimalutveckling fran 1994 och den andra fran Tomas Berg-
qvists avhandling To FExplore and Verify in Mathematics fran 2001. Ele-
verna i det forsta samtalet gar i arskurs 5 och i det andra i arskurs 2 pa
gymnasiets naturvetenskapliga program.

Elevsamtal 6ver en oandlig decimalutveckling
Problemstéllning Tre elever i arskurs 5 stélls infor foljande problem:

En trabit skall anvindas till att gora tre lika stora bokstod.
Hur stor del av trébiten gar at till varje bokstéd? Svara i
decimalform.

Vi kallar de tre eleverna fér Maria, Cristian och Sofia. En observator
finns med som ibland ger viss ledning.

Maria: Ser man hur stora bokstoden &r?
Cristian: Ja, men du skall ju dela upp... 100 i 3.
Maria: Men det gar ju inte. Eller blir det rest da?

Eleverna gor ett forsta uppskattning Cristian provar olika 16s-
ningar pa egen hand och Sofia tror att det blir "nanting med en halv”.

Maria: Men det gar ju inte att fa dom lika stora. Da blir det
litet 6ver. Kan det inte fa vara en liten trabit Gver.

Observatoren skrattar och det gor Cristian ocksa.

Cristian: Det maste bli 31 & en halv.
Maria: 35 & en halv.

Eleverna provar sig fram mer systematiskt Observatoren foreslar
att de skall préva och de berdknar forst 3 ganger 31,5 som blir for litet
och sedan 3 ganger 35,5 sa blir fér mycket.

Cristian: 34 da.

Sofia: 34 & en halv.

Cristian: Det ska inte vara nan halv, tror jag.
Maria: Ta 33 da ...

Christian: ... komma 3 kanske.
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De konstaterar att 33,3 ge for 1dg summa. De forséker med 33,4 men da
blir summan for hog.

Maria: Det maste vara nanting i mitten mellan tre och fyra.
Cristian: Tre & en halv.

Observatoren summerar och far 100,05. Sofia forslar trettiofyra och ob-
servatoren summerar till 100,02. Maria forslar tre och observatoren sum-
merar till 99,99.

Cristian: Nior.

Sofia: Men det maste vara nollor.

Cristian: Ja men hur ska det ga till? Da maste det bli 25 ...
da delar man 50 ... delat i 3, méaste det bli.

Sofia: Man borde ha minirdknare med sig.

Maria: 50 delat i tre gar inte eftersom 50 delat i tva &r 25.
Sa det blir nan restgrejs eller nat mojs.

Cristian: Fast det ska nog inte bli rest.

Maria: Nej, det kan det inte bli, for d& blir det ju den dér
lilla trabiten som jag sa.

Eleverna fortsitter. De lagger till en decimal och provar sig fram. De
kommer fram till att 33.333 &r for litet och 33,334 &r for mycket De
provar med 33,3335 men summan blir fér hog.

Maria: Men vi har ju haft bara en tusendel fel. Men ta tvaor
istallet. Nej det maste vara treor. Men det méaste vara ett
jamnt tal eftersom det dr 100. Det &r allts& en sa liten tréabit
s& man knappt kan se den.

Cristian: Det maéste bli en liten trabit, det maste bli litet
sdgspan.

Maria: Det dr ju s& néra sa vi behover inte komma nérmare.

Maria jamfor med problemet att dela 100 &pplen pa tre per-
soner Observatoren forsoker att fa dem att fortsédtta men de borjar
trottna. Maria fragar sig varfor man skall skriva ut alla treor nér det
inte behovs. De rakar i diskussion om att det méaste bli en rest eller inte.
Det verkar som det alltid blir det. Men Maria &r inte néjd. Hon gar fram
till tavlan och ritar hundra &pplen som hon skall férdela pa tre personer

Maria: Da far vi 33 dpplen var och det hér dpplet blir Gver.
Det delar vi pa.

Sofia: Det delar vi i tre delar.

Maria: Ja. Da gar det alltsa. 33 & en tredjedel, plus 33 & en
tredjedel, plus 33 & en tredjedel. Det blir hundra.
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Hon forsoker addera 33,3 tre ganger och far ett forargligt fel pa en tiondel,
och nu blir hon ordentligt irriterad.

Maria: Men det gick ju! Varfér gick det da?! Om det gar
att summera "33 & en tredjedel” tre ganger och fa exakt 100
varfor gar det d& inte att ta 33,3 tre ganger och fa 100 exakt?!
Varfor det? Men det gar ju! Jag fattar ingenting! Varfor gick
det alldeles nyss och inte gar nér man skriver med siffror
istéllet for applen? Det kanske ar for att siffrorna inte fattar
det har med ...

Cristian: Det finns alltid en grej pa dpplet ocksa. Nan far en
kdrna mer.

Maria Néej. Det gar att dela ett &pple i tre lika stora delar.
Cristian: Inte exakt.

Maria: Nej, men ... Jo, exakt. Det hir exakt (hon hénvisar
till sin summering av "33 & en tredjedel” tre ganger). Det gar
Cristian.

Cristian: Det gar aldrig exakt.

Maria: Ja, men da gar det ju inte att dela i tva delar heller,
exakt.

Cristian: Jo, tva delar gar det.

Maria: Nej, varken tva eller tre delar. Inte exakt.

Siffrorna orkar inte ldra sig Maria atervinder till sin egen funde-
ring. Hur kan det komma sig att 100/3 uttryckt som 733 & en tredjedel”
ger exakt svar medan 100/3 uttryckt i procentform inte gor det?

Maria: Ja, det dr att man inte kan ta alla. Man delar bara
pa en. Det tycker siffrorna ar konstigt och det orkar dom inte
lara sig.

Reflektioner kring samtalet ” ...det tycker siffrorna &r konstigt och
orkar inte lara sig det”. Det kan lata naivt och kanske drar vi pa munnen
nér vi ldser det, men Maria har visat pa en fundamental svarighet inom
aritmetiken. I Om nyttan av aritmetik visar Rober Recorde hur beroende
vi &r av talen. Varje gang vi méter nagot, det kan vara antal, alder,
strackor, tid med mer med mera, anvénder vi tal och sjalvklart behover
vi beteckningar for dem. Decimalsystemet, har visat sig effektivt och
anvéinds vérlden 6ver. S& ldnge vi begrédnsar oss till heltal uppstar i regel
inga svarigheter men nér vi skall beteckna delar av en enhet infor vi
braktal eller "brutna tal". Brakridkning &r besvérligt for manga elever
och anvénds inte sa ofta i vardagen. Istéllet skriver vi andelar med hjalp
av decimaltal eller som procent. Men vissa enkla braktal som t.ex. 1/3
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kan inte framstéllas i decimalform om vi bara far anvénda oss av andligt
manga siffror och det &r ju faktiskt omdjligt att skriva ut odndligt manga
treor. Detta maste vara ett problem for nybdrjaren. Samtalet blottlagger
det och eleverna blir forvirrade. Elevernas diskussion blir ett led i det
Platons "gnuggande”. Misstag gors, missuppfattningar kommer i dagen
och kan forklaras. Ur den férvirring som skapats uppstar férhoppningsvis
en béttre forstaelse for de tal som vi dagligen anvénder.

I antiken rakade pythagoréerna, en filosofisk sekt under ledning av
Pythagoras, ut for ett liknande problem. For dem var universum upp-
byggd av tal och med tal menade de da de positiva heltalen eller braktal
d.v.s. kvoter mellan tva heltal - de tal vi kallar rationella. Nagra andra
tal fanns inte och universum kunde beskrivas med hjélp av dem. Men
en av medlemmarna visade att om en kvadrat har sidan en ldngdenhet
sa kan inte langden av diagonalen skrivas som ett rationellt tal. Detta
storde pythagoreernas vérldsbild p& samma sidtt som Maria blev frustre-
rad Over att decimaltalen inte “orkar lara sig” att bilda en tredjedel. Men
for pythagoréerna blev det blodigt allvar. Sanningen om att diagonalen i
en kvadrat var "oméatbar” hemligstdmplades. En av sektens medlemmar
brot emellertid mot det tysthetsloftet. Han blev démd till déden och
avréttades.

Elever samtalar om tredjegradspolynom

Problemformulering och en 16sning Tva elever Bosse och Bengt,
som bada gar andra aret pa naturvetenskapliga programmet stélls infor
foljande pastaende:

Grafen till ett tredjegradspolynom skér alltid z-axeln.

De skall avgora om pastaendet dr sant eller falsk och ge en foérklaring
till svaret. Det kan vara pa sin plats att redovisa en 16sning innan vi
studerar elevernas resonemang.

Ett tredjegradspolynom kan skrivas y = ax® + bx? + cx + d
dér a # 0 och grafen skir xz-axeln precis da

az® +bx? + cx +d = 0.

Uppgiften gar alltsa ut pa att underséka om det alltid finns
nagot = som uppfyller denna ekvation. For att férenkla det
fortsatta resonemanget dividerar vi bada leden med a och
undersoker istdllet om det finns x sddant att

2+ +dr+d =0
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dar b = b/a,d = ¢/a och d' = d/a. For mycket stora po-
sitiva 2 kommer x3 att vara den dominerande termen och
polynomet x® + b'z? + ¢’z + d’ kommer att anta positiva
virden. Om vi istéllet betraktar stora negativa virden pa x
kommer polynomet att att anta negativa virden eftersom z>
ar negativt om x ar negativt. Vi kan tydliggéra detta genom
omskrivningen

/ c/ d/
PV +do+d =21+ -+ 5+ =)
r 2?2 x

De tre sista termerna i parentesen ar mycket smé néar x ar
mycket stort negativt eller positivt och alltsd ar parentesen
fér sddana x mycket néra 1. Polynomets tecken rittar sig
alltsa efter tecknet pa x for stora positiva och negativa x.

Eftersom polynomet &r positivt for stora positiva 2 och ne-
gativt for stora negativa x sd méaste polynomet anta vérdet 0
nagonstans déremellan och vi har visat att polynomets graf
skér z-axeln.

En lovande start De bada eleverns borjar med att fundera éver hur
grafen till en tredjegradspolynom ser ut och diskuterar storleksordningen
pa termerna.

Bosse: Kommer den alltid att skéira? Jag vet inte . ..

Bengt: Ja det gor den, eftersom ett negativt z-virde alltid
kommer att bli negativt och ett positivt alltid positivt. Det
#ir bara diremellan det ar stokigt. 2 &r alltid mer #n 22 4 .
Bengt: Ar det? Inte for 2 = 1! Du sa alltid! [skratt]

Bosse: Ja, men, utom for x = 1.Nar x 4r mer d&n 1 ... Men
4 andra sidan ekvationen kan ju se ut pa detta sétt: [skriver]
ar® + bx? + cx + d. ¢ kan vara riktigt stort, och ... b kan
ocksa vara mycket stort.

Bengt: a ocksa.

Bosse: Ja, men ...

Bengt: Det hjdlper oss inte mycket.

Bosse: 2% kommer till slut att alltid bli stérre &n b och c.
Allt enligt den heliga regeln: Nar du kommer till 100 sa &r x
upphdjt i tre mycket storre an kvadraten pa x.

Samtalet dndrar riktning Héar har de embryot till en hallbar forkla-
ring men samtalet dndrar riktning och de borjar istéllet betrakta lut-
ningen pa kurvan. De deriverar och nagon av dem séger:
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Om vi deriverar den far vi ett nollstdlle. Och pa bada sidor
.... Paena sidan gar den uppat och pa den andra nedat. Och
den kommer att bli brantare och brantare.

Ett tveksamt forsok till forklaring De inser att de kommit ut pa
djupt vatten och att de egentligen inte vet vad de sysslar med. De ger
foljande forklaring till varfor grafen till polynomet alltid skir z-axeln:

x mycket storre dn 0 ger positiva och negativa forandrings-
hastigheter respektive for f(x).

x mycket mindre &n 0 ger negativa respektive positiva for-
andringshastigheter respektive for f(z).

Néar forandringshastigheten &r + /- pa den ena sidan och
-/+ pa den andra sidan kommer funktionen att skira x-axeln
déremellan.

Det &r svart att forstd vad de menar med denna forklaring och férmod-
ligen forstar eleverna inte riktigt vad de skrivit. Nér forskningsledaren
fragade om de &r Gvertygade om att pastadendet &r sant utspinner sig
féljande samtal:

Bosse: Dirfor att du vet att om z &r negativt sa ar x> negativt
ocksa. For mycket stora z-virden ar x> mycket storre dn 22
och = och detsamma géller for positiva . Sa grafen kommer
alltid att vixa och avta. Darfor skir den alltid z-axeln.
Forskningsledaren: Och det ar vad ni skrivit har?

Bengt: [skratt]

Bosse: Ja, men det kiéinns som en dalig forklaring.

Pa en fraga om deras klasskamrater skulle acceptera deras férklaring
svara de "mycket tveksamt” formodligen darfor att de inte forstar den
sjalva.

Reflektioner kring samtalet Detta samtal leder egentligen inte fram
till nagon forstaelse. Det borjar relativt bra men sparar sedan ur for att
i slutrepliken aterkomma till en argumentering som &r mer framkomlig.
Eleverna verkar fixerade vid att teorin for derivator skall anvindas pa
nagot sitt. Det kan bero pa att de tror att det forvantas av dem att
anvanda de begrepp som dr aktuella i den vanliga undervisningen. De ar
vana vid det och det laser deras tankebanor. Naturligtvis kan de genom
klok ledning komma fram till en forklaring som bade de sjdlva och klass-
kamraterna tror pa. Nagon sadan finns inte i det aktuella fallet och det
ar avsiktligt. Forskningsledaren, som 6vervakar elevernas diskussion, har
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inte till uppgift att leda dem till ett hallbart resonemang. Hennes eller
hans uppgift &r att studera och registrera samtalet.

I nadgon mening tror jag att samtalet speglar en verklighet. Manga
ganger far elever uppgifter som de forsoker 1sa tillsammans. Tankarna
gar i olika riktningar och diskussioner uppstar som ibland leder nérma-
re malet och ibland avldgsnar sig fran det. Det ar ldrarens uppgift att
leda dem péa ratt spar. Men ofta ar tiden knapp och de arbetande grup-
perna manga. Det &r kanske inte omdjligt men &nda mycket svart att
hinna ge alla den ledning de behéver. Den “gnuggning” som Platon talar
om och som skall 6ka forstaelsen maste i manga fall avbrytas och det
inverkar negativt p& inldrningen. Den forvirring som uppstar nér olika
tankar mots kanske inte leder till den analys som ger konsensus och dér-
med till en djupare kunskap. Forvirringen bestar och déarmed felaktiga
uppfattningar och missférstand. Det vore naturligtvis onskvért att alla
elever fick mojlighet att fa sina resonemang analyserade men det ar ofta
en orimlighet. Tiden racker helt enkelt inte till vare sig for elever eller
larare. Det &r lararens uppgift att gora urval och sammanvéigningar for
att skapa en effektiv medelvdg mellan samtal som vrider och véander pa
begreppen och enkel befélsféring.

Det resonerande samtalet 1 matematikunder-
visningen - mojligheter och problem

Det no6dvandiga samtalet

Matematikundervisningen i Sverige och i ménga andra delar av vést-
véarlden har under en lang tid priglats av det som kallas "tyst rdkning”.
Eleven l6ser i sin egen takt uppgifter ur ett laromedel och lararen forvéin-
tas hjélpa till nar det uppstar svarigheter problem. Undervisningen blir
individualiserad. Nagra elever avancerar snabbt genom bokens uppgifter
och far bérja pa ndsta. Andra gar betydligt langsammare fram. Det &r
uppenbart att metoden kraver mycket av ldraren, som maste halla manga
bollar i luften under en lektion. Den kan ocksa leda till problem fér de
snabba eleverna. En tolvaring i en skola i USA var en av klassens bésta
elever. Han hade arbetat enligt den individualiserade metoden i fyra ar.
Vid en intervju, som gjordes i forskningssyfte, visade sig att han hade
en besynnerlig uppfattning om olika begrepp. Han ansag t.ex. att tva
tiondelar i decimalform skrivs som 1.2. Trots felaktiga tolkningar hade
han lyckats ta sig igenom uppgift efter uppgift och av nagon anledning
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fatt sina resultat att stimma med dem som angavs i facitﬂ Exemplet
visar med eftertryck hur viktigt det &r att fa préva sina tankar i samtal
med andra elever eller med ldrare. Det dr nodvandigt att nagon gang
stanna upp och resonera igenom ett omrade eller ett problem. Begrepp
och metoder méste fa "gnuggas” i Platons anda. Den egna uppfattningen
maste provas mot andras. Kanske upptécker jag att jag i vissa avseen-
den gjort missuppfattar eller helt enkelt ténkt fel. Kanske har jag tankt
ritt. I bada fallen férdjupas min kunskap. Om jag ténkt fel kan rétta till
felaktigheterna och om jag tankt réatt har fatt forsvara min uppfattning
mot andra som tankt pa annat sétt.

Det gemensamma samtalet ar viktiga for att utveckla matematiska
resonemang. Utan det kan matematik bli ett slentrianmaéssigt rdknande
av uppgifter i laroboken. Undervisningen gar d& mer ut pa att knédcka
koden i det aktuella laromedlet &n att forsoka forsta begreppen. Men na-
turligtvis méaste elever 16sa problem pa egen hand. I manga avseenden &r
matematiken trots allt en individuell verksamhet. Eleven méaste pa egen
hand kunna hantera ett matematiskt begrepp eller genomféra en metod
om hon eller han skall kunna tillimpa sina matematiska kunskaper. Att
bara resonera réicker inte. Att tillgodogéra sig matematik innehéller en
inte obetydlig del fardighetstraning. Men utan resonemang blir forstael-
sen latt ytlig och kunskapen fragmentiserad. Samband mellan begrepp
och tankar bakom metoder férsummas.

Det alltsa viktigt att samtala om matematik. Men hur skall samta-
len realiseras? Hur skall vi fa eleverna att fora resonemang som leder till
storre forstaelse? Naturligtvis ar det varje larares uppgift att utforma det
pa det sétt hon eller han tycker &r bast. Men jag vill &nda férmedla vissa
synpunkter pa vad som jag anser krivs av det goda resonerande samta-
let och jag kommer att utgéd fran de samtal som jag tidigare redovisat
brottstycken av.

For ett antal ar sedan anordnades ett antal konferenser under rubri-
ken Learn from the masters. De stora matematikernas egna skrifter kan
tjana som inspirationskélla &n idag. Platon, Galilei, Pascal, Fermat och
Recorde ma ha levat fér hundratals ar sedan men manga av deras tan-
kar &r stdndigt aktuella. Det finns fragestéllningar hos dem som tangerar
de som som kommer fram i samtalet mellan barn i en svensk skolklass.
Fragor som barn stéller rymmer inte s& sillan svéra filosofiska problem.
Det adr kombinationen mellan de klassiska skrifterna och de matematis-
ka samtalen mellan barn och ungdomar som &r utgangspunkterna fran
mina synpunkter. Méjligen skall till det ldggas erfarenheterna fran mina
femtio ar som matematiklérare.

3Exemplet dr hidmtat fran Anette Jahnke, Férskolans och skolans matematik, Stu-
dentlitteratur. 2016
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Samtalsklimatet

For det ar bara om alla sakerna mddosamt gnuggas mot
varandra, bendmningar, synbilder och férnimmelser, och om
de rannsakas i vilvillig anda med hjilp av fragor och svar
utan all missunnsamhet — det dr bara da som férnuftig insikt
om var och en av dem kan flamma upp forutsatt att man
anstrianger sig s& hart som det star i ménsklig forméaga.

Sa sdger Platon i brevet till i brevet till Dions vanner. Miljon skall va-
ra sadan att begrepp och teorier "rannsakas i vélvillig anda med hjalp
av fragor och svar utan missunnsamhet.” Samtalsklimatet skall alltsa
praglas av bade uppskattning och kritik. De samtalande parterna skall
ha respekt for varandra. Fragor och svar skall tas pa allvar. I en av re-
plikerna i Samtal och matematiska bevis om tvd nya vetenskaper siger
Galileis alter ego Salviati "Det &dr bra att ni och Simplicio gor dessa
invandningar. ...” Han vdlkomnar kritiken och erkdnner att han sjilv
ocksé tédnkt i samma banor. Han gor flera ganger liknande kommenta-
rer. I Pascals och Fermats brevviixling betonar bada i varma ordalag sin
respekt fér varandra, men det hindrar inte att de kritiserar varandras
teorier. Fermat skriver i ett av breven "Men om jag skulle séga mer, sa
skulle det ha karaktdren av komplimanger och vi har bannlyst denna
fiende av sockrad och lattkdpt konversation.” Samtalet far inte bli sa re-
spektfullt s& att meningsskiljaktigheterna fortréangs. Galilei, Pascal och
Fermat ser samtalet som en vig att utveckla nya omraden och da méaste
det vara mojligt att ifragasétta de olika hypoteser som uppstélls. Kan
detta vara rimligt? Vilka konsekvenser kommer de att fa7? Dessa fragor
maste stéllas och besvaras for att en teori skall bli robust.

Nu kan det inviindas att Galileis samtal &r artificiella och de &r kon-
struerade sa att de stérker hans egna teorier. Men trots detta speglar
det en Sppenhet hos honom att ta ifragasédttanden pa allvar. Sagredos
och Simplicios invindningar har sékert Galilei mé6tt i olika sammanhang
da de aktuella fragestallningarna diskuterats. Férmodligen har han ock-
s& sjalv i nagon form av inre dialog arbetat med problematiken. I det
samtal vi studerat har han sett inte bara Sagredo utan ocksé Simplicio
som jamlikar. Han utnyttjar inte i det samtal vi studerat sitt 6vertag for
att visa sin Gverldgsenhet

Ocksé hos Robert Recorde moéter vi en tro pa vikten av ifragasétta
och att inte lita till auktoriteter. D& eleven i en av dialogerna forklarar
sig villig att underkasta sig lararens auktoritet och halla allt vad han
séger for sant sdger lararen stopp. ”... ingen bor bli trodd i allt utan att
framligga sina skil. Aven om jag vill att min elev skall sitta tro till vad
jag sager, sa giller det endast nér jag ger beldgg for mina pastaenden.”
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Auktoritetstro &r inte férenlig god pedagogik.

Kan dessa tankar tillimpas i dagens svenska skola? Kan man skapa
en milj6é ddr man kan féra matematiska samtal som préglas av 6ppenhet,
Oomsesidig respekt och ifragasidttande. De tva dialoger fran skolan som
vi gett brottstycken av tycker jag visar det. Eleverna, bade de i klass 5
och de i gymnasieskolan, verkar vara vana vid att diskutera och de ger
och tar i meningsutbytet utan att det tar sig personliga uttryck. Det
ar sakfragorna som behandlas dven om stilen ibland &r raljant. Det ar
visserligen bara tva exempel med totalt fem elever s& utvalet ar i minsta
laget men jag vagar nog &nda pastéa satt det finns en 6ppenhet hos elever-
na i svensk skola av idag som inte fanns for négra decennier sedan. Det
ar ett bra utgangsldge. Det riacker emellertid inte. Diskussionen méste
styras sa att den leder fram mot 6kad forstaelse. Det &r inte rimligt att
eleverna sjélva pa den knappa tid som star till forfogande skall komma
till en valgrundad slutsats som kan vara en utgangspunkt for det fortsat-
ta arbetet. Lararens roll ar viktig. Det &r hon eller han som i kraft stoérre
kunskaper skall leda diskussionen framat mot ett givet mal. Till skillnad
fran forskningen, dar resultatet fran borjan &r obekant eller &tminstone
osdkert, sa finns i undervisningen ett tydligt mal med samtalet. Det kan
vara fraga om ett begrepp som skall fortydligas, ett problem som skall
16sas, en raknemetod som skall analyseras eller en sats som skall bevisas.
Léararen far emellertid inte blir alltfér auktoritér. Det méaste vara tillatet
att gora fel. Felaktigheter kan analyseras och bidra till att stérka forsta-
elsen for alla i gruppen. A andra sidan far inte lirarens ledning vara si
otydlig att diskussionen flyter ut i alltfor manga olika riktningar. Tiden
sitter begransningar. Larare spelar som i all undervisning en avgoran-
de roll. Hon eller han méaste goéra avviagningar mellan det effektiva och
det eftertdnksamma, mellan att anvinda sin auktoritet och att lata alla
tankar och idéer komma till tals. Det &r en svar balansgéng som varje
larare maste 16sa pa sitt eget sétt.

Spraket

For att kunna samtala maste man behéarska spraket. I ett vanligt samtal
anvander vi oss av ett vardagssprak dar ordens betydelser inte ar preci-
serade och dar tolkningarna kan variera fran person till person. Det kan
vara abstrakta begrepp som politik och demokrati, ord som beskriver
kénslor som kéarlek och hat, gliddje och sorg. Det &r omdjligt att ange de
exakta betydelserna och det &r inte heller 6nskvért. Inneboérden i orden
kan forskjutas. Erfarenheter, studier, reflektioner och inte minst samtal
kan ge nya perspektiv och férédndra vara tolkningar eller upplevelser av
dem.

I det matematiska spraket efterstravas ddremot exakthet. De mate-
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matiska begreppen ar preciserade och orden skall ha en exakt innebdrd.
Manga néjer sig med att beskriva en cirkel som en kurva som &r rund,
men i matematiken récker inte det. Ordet rund ar vagt och maste i sa fall
definieras. Den géngse definitionen av cirkel &r den ar en kurva som be-
star av alla punkter som ligger pa ett givet avstand fran en given punkt.
Kravet pa precision innebér en 6kad tydlighet men ocksa en begréansning.
Vi kan inte tillata olika tolkningar. I matematiken skapas ocksa nya ter-
mer for begrepp som dr av betydelse fér &mnet. Ord som paralleltrapets,
ellips, parabel, funktion och relation har en exakt betydelse i matemati-
ken. Manga ganger dr de matematiska termerna lanade fran det vi kan
kalla vardagsspraket dar betydelsen kan vara flytande. Men om orden &r
anviands i matematik dr de namn fér begrepp som preciserats. Matema-
tiken skiljer sig pa det viset inte fran andra yrkesverksamheter dér man
utvecklat ett internt sprak for att underldtta kommunikationen kolleger
emellan.

I det matematiska samtalet maste det matematiska spraket utvecklas.
De flesta elever &r nog inte medvetna om att vikten av att anvinda en
korrekt matematisk terminologi. De har kanske fatt en uppfattning om en
terms betydelse fran en gemensam genomgang och de har pa egen hand
16st nagra uppgifter som testar forstaelsen av motsvarande begrepp. Det
hénder emellertid inte sa sdllan att eleven ger begreppet egna namn som
mer 6verensstdmmer med vardagsspraket. Istéllet for “addera” anvander
hon eller han "plussa’; istéllet for “multiplicera” anviands "gangra”. Det &r
bara nagra exempel dér nog de flesta inte har sérskilt svart att oversitta
till accepterade termer. Men elevens terminologi kan skilja sig sa fran
den géingse sa att den inte bara ger upphov till sprakforbistring utan
dven till allvarliga missuppfattningar. Jag erinrar om den elev som efter
fyra ar av "tyst rikning” trodde att 1.2 betydde tva tiondelar.

Samtalet om matematik ar ett verktyg for att kalibrera elevernas ma-
tematiska sprak. Liraren maste visa pa vikten av att ha en gemensam
terminologi och se till att de korrekta matematiska termerna anvinds.
Samtalet kan ocksa ga ut pa att resonera sig fram till ett nytt mate-
matiskt begrepp och d& &ar det viktigt att i slutdndan sla fast det ord
som skall anvdndas och att motivera det. Vi sag i dialogen ur Recordes
Whetstone of wit hur ldraren forklarade begreppet kvadrattal och hur
han gav exempel. Eleven var till synes med pé& noterna men genom en
fraga avslojade att han inte forstatt inneborden. Det ar troligen erfaren-
heter fran arbetet som ldrare som har lett Recorde till att lata eleven
stalla fragan. Trots att definitionen &r tydlig s& tappar eleven en del av
det som karakteriserar det. Léraren ldgger saken till ratta och med en
figur far han eleven att forsta vad ett kvadrattal dr. Definitionen, elevens
missuppfattning och figuren medverkar alla till en storre forstéelse. Med
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Platons terminologi har sakerna gnuggats mot varandra for att komma
till béttre insikt.

Tiden

Samtal dér alla dr eniga och inga motséttningar, inga ifragasidttanden
och ingen kritik forekommer kan ofta bli ointressanta. Det &r nér olika
synpunkter och olika asikter bryts mot varandra som diskussionen far
spéanst och vitalitet. De matematiska samtalen eller resonemangen ele-
ver och larare emellan ar till for att fanga olika tolkningar av begrepp
och satser eller att hitta olika losningar p& problem. Av naturliga skil
kommer det att medféra att manga elever till en borjan blir forvirrade.
Men de olika tankarna och forslagen som stélls mot varandra maéste till
slut mynna ut i ett resultat som alla kan acceptera. Det kan vara en
gemensam forstaelse av ett begrepp, en 16sning pa ett problem eller ett
bevis for en sats.

Samtalet far alltsa inte avbrytas for tidigt sa att manga elever lamnas
i tillstand av storre forvirring dn innan samtalets borjan. For det krévs
tid. Ju mer tid man har desto béttre bor forstaelsen bli. Men tiden
ar oftast en bristvara. Lararen maste ibland sitta stopp men samtidigt
se till att om inte alla sa illa fall de allra flesta 4&r med pé& noterna.
Detta ar en av lararyrkets utmaningar som maste 16sas av varje larare
i den aktuella situationen. Nagra standardregler finns inte. Det tillhor
lararyrkets praktik att mota och 16sa sadana problem.

Problemlosning - ett sjalvskrivet omrade for
gemensamma resonemang

Problemlosning - en oskiljbar del av matematiken 1 Nationalen-
cyklopedin beskrivs matematik som en abstrakt och generell vetenskap
fér problemlésning och metodutveckling. Matematik &r oupplosligt sam-
mankopplat med problemlésning. Den tillhér matematikens DNA. De
flesta matematiska begrepp och teorier har en gang uppstatt ut behovet
att 16sa nagon form av problem. Vi har exemplifierat det genom Gal-
lileis dialoger och brevvixlingen mellan Pascal och Fermat. Begreppen
och teorierna generar i sin tur fragestéllningar som ger upphov till nya
problem och sa sker en standig utveckling av matematiken.

Probleml6sning i matematikundervisningen Matematiska pro-
blem har ocksa en pedagogisk funktion. Genom att 16sa vél valda problem
kan elever fa en okad forstaelse och kénsla for matematiken. Réakneldror
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och larobocker fran tidig medeltid till idag innehaller ett stort antal pro-
blem och ldaroboksforfattaren har valt dem med omsorg for att belysa det
matematiska innehallet. De varierar i svarighetsgrad. En del &r mycket
enkla och &r till for att eleven pa ett enkelt sétt skall kunna testa att hon
eller han forstatt innebérden av ett begrepp eller funktionaliteten hos en
metod. Problemen Okar sedan i svarighetsgrad. De kraver allt mer av
sjalvstandigt tdnkande och allt stérre kunskaper om olika delar av mate-
matiken. De fordrar ocksa alltmer av eleven nér det géller matematiska
fardigheter och fortrogenhet med det matematiska spraket.

De bada samtalen fran dagens skola handlar om problemlésning. Det
dr problem som &ar utgangspunkterna for verksamheterna och de sva-
righeter som uppstar medfor att eleverna borjar fundera éver grundlag-
gande begrepp. Det &r kanske syftet med de bada problemen. Att lata
ett problem vara utgangspunkten for ett matematiskt samtal gor ofta att
eleverna deltar med ett storre engagemang. Men problemlésandet &r i sig
en tréning i att fora matematiska resonemang och det &r sarskilt lampligt
for ett gemensamt samtal. Hur skall vi angripa problemet? Vilka meto-
der kan vara ldmpliga att anvdnda? Har vi sett liknande problem foérut?
Vilken information &r vésentlig? Fragorna &r manga och forhoppningsvis
ocksé idéerna. En brainstorming blir en naturlig start pa diskussionen.
Steg for steg kan vi tillsammans nérma oss 10sningen men ibland gar
vi vilse och far backa. Samtalet avslutas forhoppningsvis med en férdig
16sning.

Polyas schema for problemlésning Det finns en omfattande ma-
tematikdidaktisk litteratur om problemlésning som verksamma och bli-
vande larare kan studera. En av de férsta som i modern tid dgnade sig att
forsoka forsta problemlosningsprocessen var den ungerske matematikern
George Polya. Han var fran borjan verksam i Budapest men i borjan av
andra varldskriget flyttade han till USA dér han arbetade till sin déd
1985. Mycket av det Poélya skrev om problemlésning handlar om hur
man l6ser avancerade problem pa universitetsnivd men han har i boken
How to solve it? forsokt skapa en struktur som kan vara tillampar pé
matematisk problemlésning pa alla nivaer, ja till och med pa problem-
16sning av mer allmén natur utanfér matematiken. Han ger ett enkelt
och anviandbart schema i form av fyra punkter: 1. Forsta problemet. 2.
Gor upp en plan. 3. Genomfor planen. 4. Kontrollera resultatet. De flesta
elever vill ga direkt pa punkterna 2 och 3, men efter en férsta inledande
diskussion kan lararen fa eleverna att stanna upp och fa dem att fundera
6ver den forsta punkten. Darefter kan de aterta diskussionen av punkt 2,
som ofta &r den svaraste. Olika mdjligheter maste provas och lararen kan
stalla ledande fragor. Har vi stott pa liknande situationer forut? Kan vi

43



gbra analogier av nagot slag? Kan vi se nagon form av monster? Efter
manga forsok dér fantasi och associationsférmaga ofta spelar stor roll
kan de kanske gora en plan, som nu skall utforas enligt punkt 3. Men da
kan de stota pa svarigheter av olika slag. De rdkningar som de planerade
gora var inte si enkla som de hade forutsett. De kan helt enkelt inte ut-
fora dem. Kanske upptécker de under arbetet att det finns luckor i deras
resonemang. Kanske har de helt enkelt tankt fel. Forsoket att genomfora
planen resulterar i att de finner den for svar eller helt enkelt omojlig att
realisera. De fa backa till punkt 2 och skapa en ny plan och kanske maste
de gé tillbaka till punkt 1 och kontrollera att de forstatt problemet rétt.
Till slut har de hittat en genomférbar plan och har utfért den och fatt
ett resultat. Da skall de enligt Pélya schema kontrollera resultatet. Ar
det rimligt? Om det &r s& kan de med viss tillférsikt anse sig ha 16st pro-
blemet. Om inte sa maste de ga tillbaka och kontrollera genomférandet,
planen och om de forstatt problemet ratt. Férhoppningvis hittar de fel
i sjdlva genomférandet som &r latta att korrigera och déar korrigeringen
ger ett rimligt resultat. Det dr virre om det visar sig att sjdlva planen
innehaller felaktigheter. D4 hamnar de bokstavligen pa ruta ett igen.

Har problemet en 16sning och i si fall hur manga? Har vart
problem en 16sning? Fragan syns kanske inte i Polyas plan. Vi har un-
derforstatt att det ar sa. Men innan vi later fantasin floda for att hitta
en lamplig plan, som skall leda till den eller de 16sningar vi séker, kan det
vara lampligt att stanna upp och stélla just denna fraga: Har problemet
verkligen en 16sning? Det &r ju inte sa fruktbart att leta efter nagot som
inte finns. Antag t.ex. att uppgiften &r att bestimma arean av en tri-
angel med sidorna 5, 6 och 13 cm. Problemet ser oskyldigt ut. Det finns
ju t.o.m. en formel, Herons formel, som ger triangelarean om sidorna &r
kinda. Men existerar det en triangel med de angivna matten. Summan
av langderna av de tva forsta sidorna &r 11 cm och det dr mindre &n 13
cm som &r langden av den tredje sidan. Men det &r orimligt. Summan
av tva sidor i en en triangel dr alltid storre &n den tredje sidan. Proble-
met saknar 16sning eftersom det inte finns nagon triangel med de givna
sidorna.

Vi ger ytterligare ett exempel och antar att ett problem av nagot
slag har lett till ekvationen

P=z—1

dér x &ar ett reellt tal som skall bestdmmas. Vi lyder radet att forst
reflektera 6ver om ekvationen verkligen har en 16sning. Det dr klart att
x inte kan vara negativt. Da &r vinstra ledet positivt och det hogra
negativt. Samma sak géller om 0 < z < 1. Om z = 1 &r vénstra ledet
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1 medan hégra ledet fir 0 och om x > 1 s& dr 2% > x vilket innebér att
2% > z—1. Ekvationen saknar alltsa 16sning. Kanske giller det ocksa vart
ursprungliga problem eller kanske vi har gjort nagot fel nér vi harlett
ekvationen.

Om vi har resonerat oss fram till att ett problem &r 16sbart, sa kan
det finnas skil att fundera 6ver hur manga l6sningar det finns. Manga
problem ar sa formulerade att det finns precis en 16sning. Det problem
som vi skall 16sa kanske leder till en andragradsekvation och vi vet att den
kan ha tva I6sningar. Det finns odndligt manga losningar till problemet
att bestdmma sidorna i en triangel dar arean och en av héjderna ar
givna. I vissa sammanhang anses ett problem vara véilformulerat om det
har precis en 16sning och det dr kanske sadana problem som lirare ofta
soker konstruera till sina elever.

Ett inledande resonemang om ett problem verkligen &r 16sbart och
om hur ménga I6sningarna i s& fall ar, kan vara givande dven da det
ir relativt uppenbart att problemet har precis en 16sning. I ett sddant
samtal kan idéer utvecklas som hjdlper oss att hitta en plan for det
fortsatta arbetet.

Redovisning av 16sningen Efter en del turer har vi férhoppningvis
funnit en 16sning pa problemet och vi har kontrollerat att den &r rim-
lig. Men déarmed &r vi inte fardiga. Det aterstar en sak. Losningen skall
skrivas ner och samtidigt skall vi kontrollera att alla slutsatser &r kor-
rekta och att alla berdkningar stimmer. Detta bor goras i sa strikt form
som mojligt. De resonemang som lett till 16sningen har férmodligen re-
sulterat i diverse anteckningar och berédkningar som behovts i sdkandet
efter 16sningen. De ar ofta skissartade och méangtydiga. Nu ar det dags
att ta fram ett nytt vitt papper. Forutsdttningarna skall inledningsvis
preciseras. Vi skall sedan steg for steg dokumentera hur l6sningen kan
hérledas utifran dem. Det &r hir inte fraga om att beskriva hur vi kom-
mit fram till 16sningen. Det ar inte vdgen dit som skall dokumenteras.
Det ar bara de olika logisk stegen och rakningarna som skall redovisas.
Framstallningen skall vara klinisk. En sddan avslojar ofta obarmhértigt
felrdkningar, felslut och luckor i resonemangen. Vi skall i nésta kapitel
nérmare diskutera hur vi 6vertygar oss sjdlva och andra om ett férmodat
resultat. Huvudsyftet med detta kapitel har varit att studera resonemang
som leder till ett pastaende som vi pa goda grunder anser vara sant.
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Kapitel 2. Resonemang
som slutledning

Behovet av bevis

Varfor bevis?

I det forra kapitlet diskuterade vi hur matematiska resonemang kan leda
till nadgon form av resultat. Resonemangen har varit 6ppna, olika idéer
har testats, nagra har forkastats andra utvecklats vidare och till slut har
vi férhoppningsvis kommit fram till ett resultat. Det kan vara en l6sning
pa ett problem, ett samband eller ett pastdende. Men &n &r inte resan
6ver. Som vi ndmnde i slutet av forra kapitlet maste 16sningen presenteras
och da aktualiseras en rad fragor. Haller verkligen vart resonemang? Hur
6vertygar vi andra om det? Hur 6vertygar vi oss sjélva om det?

Det ar i dessa fragor som detta kapitel har sin utgangspunkt. Vi
kommer att ge exempel pa resonemang som pa ett overtygande sitt visar
att ett resultat verkligen stammer. Vi kommer ocksa att ge exempel pa
resultat som inte haller for en ndrmare granskning. Vi diskuterar hur
man kan genomfora generella resonemang som inkluderar ett stort antal
konkreta fall. Bilder och figurer har stor betydelse for att konkretisera
resonemangen. Men resonemangen far inte bygga pa en bild med speciella
egenskaper. Om vi t.ex. vill visa, att en triangel vilken som helst har en
viss egenskap, far vi inte bygga resonemanget pa eventuella speciella
egenskaper som triangeln i var figur har. Det skall kunna tilldimpas pa
vilken triangel som helst Vi har undvikit ordet bevis men det ar just
bevis det handlar om. Bevis skall 6vertyga. Men har bevisen ocksa andra



roller? Kan de generella resonemangen ge nya perspektiv? Ett exempel
fran geometrin far illustrera fragestéillningarna.

Ett exempel fran geometrin

Det &r vilkant att vinkelsumman i en triangel &r 180 grader. Hur 6ver-
tygar vi oss sjalva och andra om att det &r sant? Det kan ligga néra
till hands att méta vinklarna i ett antal trianglar. Det visar sig da att
summan alltid dr ungefir 180 grader och avvikelserna kan skyllas pa
ofullkomligheten hos métverktyget som i grundliggande undervisning
oftast ar en gradskiva. Kan vi av métningarna dra slutsatsen att vart
pastaende alltid ar sant? Kraven ar olika. Nagra kanske bara utfor mét-
ningarna pa ett fatal enkla trianglar och néjer sig med det. Andra &r
mer ambitiosa och berdknar vinkelsumman i ett stort antal trianglar av
mycket varierande utseende. De flesta inser att det dr omdjligt att kon-
trollera alla trianglar. De &r odndligt manga och tiden dr dndlig. Hos
nagra gnager tvivlet. Kan det, trots att vi undersokt ett mycket stort
antal fall, finnas nagon som inte klarar testet.

Ar det méjligt att genomfora ett resonemang som giller for alla tri-
anglar? Det gor det faktiskt. I figuren &r ABC en godtycklig triangel.
Naturligtvis &r triangeln i figuren speciell men vart resonemang utnytt-
jar inte nagra speciella egenskaper hos den triangel vi ritat upp. Det
géller for alla trianglar. Vi har i figuren konstruerat en rét linje genom

A

Figur 1:

A som ar parallell med sidan BC. Vinkeln B, som &r markerad med
dubbla bagar, dr da lika med den hogra vinkeln vid A, medan vinkeln C,
som dr markerad med enkel bage. dr lika med den vénstra vinkeln vid A.
Summan av de tre vinklarna vid A &r uppenbarligen 180 grader. Alltsa
dr summan av vinklarna i triangeln ABC' ockséa 180 grader.

De bada parallella linjerna i figuren skérs av en tredje AB. De bada
dubbelmarkerade vinklarna kallas alternatvinklar. P4 samma sétt ar de
bada enkelmarkerade vinklarna alternatvinklar da de parallella linjerna
skir av en tredje AC, Resonemanget bygger pa att nér tva parallella
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linjer skirs av en tredje sa ar alternatvinklarna lika stora. Naturligtvis
kan vi fraga sig om det &ar sant och i sa fall varfér, men det forefaller alltfor
uppenbart for att ifragasidttas. Vi aterkommer till denna fragestallning
langre fram nér vi diskuterar konstruktion av matematiska teorier.

Vi kan kalla resonemanget for ett bevis. Det dr inte bara till for att
Overtyga oss om sanningen i vart pastaende utan dr ocksa en forklaring.
Ett fran borjan relativt dverraskande pastaende kan forklaras med ett
enklare.

Nagra olika fragestallningar kring bevis med
exempel fran aritmetiken

Att precisera det till synes sjialvklara

Vikten av att kunna ge korrekta och fullstindiga forklaringar
For nagra decennier sedan hade jag en student med stor fallenhet for
kombinatorik. Under ett seminarium skulle han visa sin 16sning av ett av
de problem studenterna skulle férbereda. Han var den ende som lyckats
16sa det. Han gick fram till tavlan och skrev upp l6sningen direkt utan
nagra kommentarer och gick sedan och satte sig. Hans kamrater sag
forvanade ut. Kan du inte férklara hur du kom fram till resultatet tyckte
de. Men det ser man ju direkt, det behdvs inga forklaringar svarade han.
Kamraterna skakade pa huvudet och jag fick gripa in.

Situationen berdttar nagot om matematikkunnande. Det récker inte
att hitta en l6sning pa ett problem. Den skall ocksd kunna forklaras.
Steg for steg kan skall man kunna visa hur man fran férutsédttningarna
kommer fram till resultatet. Att kunna fora ett sddant resonemang &r
en viktig matematiska formaga. Det behéver inte vara som i exemplet
dér 16sningen &r sjilvklar for bara en student i gruppen. D& blir kravet
pa forklaring uppenbart. Det kan ocksa vara angeldget att formulera en
16sning pa relativt enkla problem dér de flesta tror péa resultatet och
inte kréver nagon forklaring. Att férstka bena ut varfor ett relativt en-
kelt pastaende ar sant ger en tréning i att analysera egenskaperna hos
de matematiska objekt man studerar, det kan vara rata linjer, stréac-
kor, vinklar och cirklar i geometrin eller de hela talen i aritmetiken. Att
beskriva varfor ett pastadende &r sant utifran givna forutsdttningar tré-
nar ocksa formagan att uttrycka sig korrekt med de krav pa exakthet
och noggrannhet som matematiken kraver. Vi skall ge ett exempel fran
aritmetiken som handlar om jdmna och udda tal.

Addition av jimna och udda heltal Vi brukar dela in heltalen i
jadmna och udda. De jdmna positiva heltalen talen &ar 2, 4, 6, 8, ... och
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deudda 1, 3,5,7,9, .... I fortsdttningen begransar vi oss for enkelhets
skull till positiva heltal. Vi noterar att summan av tva jamna tal alltid
ar jamnt. Detsamma géller summan av tva udda tal. Daremot &r sum-
man av ett jamnt och ett udda tal alltid udda. De flesta av oss behover
knappast nagot bevis for att inse dessa samband. En lang erfarenhet
av att addera heltal gér att vi mer eller mindre omedvetet accepterar
dem. Men lat oss férséka genomfora ett generellt resonemang som vi-
sar att vara pastaenden ar riktiga. I Robert Recordes anda illustrerar vi
varje positivt heltal med ett antal prickar. Om heltalet ar jamnt bildar
prickarna jimna par

och om heltalet &r udda blir det alltid en prick 6ver om vi parar ihop
dem tva och tva

Om vi adderar tva jamna tal

sa ar det klart att prickarna i summan kan paras ihop tva och tva och
summan blir jdmn. Detsamma géller om vi adderar tva udda tal

eftersom de bada "6verblivna” prickarna i de bada bilderna kan paras
ihop med varandra. Om vi ddremot adderar ett jimnt och ett udda tal
far vi foljande bild:

Det blir en prick 6ver sedan vi parat ihop prickarna tva och tva. Vart
resonemang visar alltsa att

Summan av tva jamna eller tva udda heltal ar alltid jamnt.
Summan av ett udda och ett jamnt heltal &r alltid udda.

d.v.s. det vi fran borjan tyckte oss veta. Kanske tycker manga fortfaran-
de att resonemanget ar overflodigt och att de hela tiden ser bilderna i
huvudet nér de accepterar de bada pastaendena. Men det ar en vits med
att uttrycka det med ord och bild. Sjilva formulerandet skérper tan-
ken och visar pa ett sétt att resonera som kan vara tillampligt i andra
sammanhang dar problemen inte &ar sa enkla.
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Att utnyttja redan bevisade pastaenden

Ett rationellt arbetssitt FEtt pastaende som &ar bevisat kan natur-
ligtvis utnyttjas for att bevisa andra pastdenden och naturligtvis skall
man gora det om det férenklar arbete. Ett sddant arbetssdtt kan gora
framstéllningen kortare och mer Gverskadlig. Nér ett pastaendet visats
med hjilp av ett annat kan det nya pastaendet anvindas for att visa ett
tredje o.s.v. P& det séttet kan en hel teori byggas upp. Vi kommer att
aterkomma till detta i ett sdrskilt avsnitt.

Multiplikation av jamna och udda heltal I féregaende avsnitt stu-
derade vi addition av jamna och udda heltal. Vad h&nder nu om vi mul-
tiplicerar tva heltal som vi for enkelhets skull antar vara positiva? Om
vi multiplicerar ett jamnt positivt heltal med ett annat heltal sa bli pro-
dukten jamn oavsett om det andra talet &r jamnt eller udda. Produkten
av tva udda heltal dr emellertid alltid udda. Inte heller i detta fallet be-
héver de flesta av oss nagot bevis utan var erfarenhet sédger oss att det
ar sant. Men det ar emellertid relativt enkelt att med hjéilp av resultaten
fran foregaende avsnitt resonera sig fram till att pastdendena ar sanna.

Eftersom vi inskrankt oss till att arbeta med positiva heltal kan mul-
tiplikation tolkas som en upprepad addition. Om vi skall multiplicera
ett jamnt heltal med ett annat positivt heltal skall vi addera det jémna
talet ett antal ganger med sig sjdlv. Vi kan nu utnyttja det vi redan
visat. Om vi adderar det jamna talet med sig sjalv blir enligt vad vi
tidigare kommit fram till resultatet jamn. Om vi sedan till resultatet,
som &ar jamnt, pa nytt adderar det forstndmnda jamna talet blir det nya
resultatet jAmnt o.s.v. Slutresultatet blir alltsa jamnt.

For att visa att produkten av tva positiva udda heltal &r udda obser-
verar vi att ett udda tal dr lika med summan av ett jamnt tal och talet
1. Det ena udda heltalet skall alltsé adderas till sig sjéalv ett udda antal
ganger. Det innebér att vi forst skall addera det med sig sjélv ett jamnt
antal ganger d.v.s. vi skall multiplicera det med ett jamnt tal. Resultatet
ar da enligt vad vi nyss visat jamnt. Dérefter skall vi till detta resultat,
som alltsa dr jamnt, lagga till det forstndmnda udda heltalet och alltsa
maste slutresultatet enligt féregaende avsnitt vara udda. Produkten av
tva udda positiva heltal tal ar alltsa udda

Kanske kan nagra tycka att det sista resonemanget blir komplicerat
och svart att folja. En figur brukar underlatta forstaelsen.
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Varje rad har lika manga prickar som det ena talet anger. Detta tal skall
adderas till sig sjélv ett udda antal ganger vilket betyder att vi skall
addera prickarna i ett udda antal rader. Raderna kan paras ihop tva och
tva och vi far en rad 6ver. I den kan kan prickarna i sin tur paras ihop
tva och tva och vi far till slut en prick éver. Produkten &r alltsa udda.

Algebran som hjilpmedel for generella resonemang

Behov av férenkling Vi sag i det forra avsnittet hur resonemangen
blev svarare att f6lja och bilderna mer komplicerade nér vi gick fran ad-
dition till multiplikation av udda och jamn heltal. Komplexiteten Skar
med storsta sikerhet om vi vill bevisa pastaenden som inte verkar sa enk-
la som de vi studerat. Finns det mdéjligheter att forenkla resonemangen?
Ett verktyg som forkortar framstéllningen och 6kar 6verskadligheten ut-
an att ge avkall pa generaliteten ar algebran. Genom att inféra symboler
for tal och rikna med dem kan vi hérleda samband som géller for alla tal
som symbolen kan anta. Vi exemplifierar genom att formulera féregaen-
de avsnitts resonemang om udda och jamna heltal med hjalp av algebra
och véljer det pastaende déar beviset kanske ar svarast att folja ndmligen
att produkten av tva udda tal ar udda.

Vi skall forst underscka hur de udda talen kan representeras algebra-
iskt. Ett jaAmnt positivt heltal illustrerade vi med en figur av prickar som
kunde paras ihop tva och tva. Om vi betecknar antalet par med n sa ar
totala antalet prickar lika med 2 - n eller kortare 2n. De jamna heltalen
kan alltsa skrivas 2n dar n ar ett heltal och varje tal som kan skrivas pa
detta sdtt ar jamnt. Ett udda tal &r lika med ett jamnt tal adderat med
talet 1. De udda talen &r alltsa de tal som kan skrivas 2n + 1 dér n &r
ett heltal. Att visa att produkten av tva udda heltal 2m + 1 och 2n + 1,
dar m och n ar heltal, dr udda kraver en del rdkningar. Vi har att

2m+1)-2n+1)=2m+1)-2n+ (2m+1)-1=2n(2m+1) +2m+ 1.
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Heltalet 2n(2m + 1) + 2m dr jamnt eftersom det &r summan av de bada
jadmna talen 2n(2m+ 1) och 2m och alltsa ar 2n(2m +1) +2m + 1 udda.

Beviset dr onekligen kortare och till synes enklare &n det vi gav i
foregaende avsnitt. Men blev det lattare att forsta? Att skriva upp ett
udda tal med hjdlp av en symbol kréver eftertanke. I rdkningarna har
vi anvant rdknelagar och omskrivningar som inte ar uppenbara. Att inse
att slutresultatet dr udda &r kanske inte tydligt for alla. Invéindningarna
ar berittigade, men om vi val lidrt oss ett antal fundamentala raknelagar
och vant oss vid att anvinda dem, blir rékningarna ett rutinarbete och
tankeverksamheten kan dgnas &t annat. Vi skall nu se hur vi kan anvinda
algebran for att visa pastdenden om kvadrattal, men férst nagra ord om
de grundliggande riknelagarna.

Réaknelagar Nagra av de riaknelagar som brukar skrivas upp ar av
mycket enkel natur. Vi har t.ex. att m+n = n+m och m-n = n-m diarm
och n &r godtyckliga heltal. Ordningen av termerna respektive faktorerna
spelar ingen roll for resultaten. Dessa lagar kallas kommutativa. Vi har
ocksa s.k. associativa lagar namligen (m +n)+r=m+ (n+7r)

och (m-n)-r =m-(n-r) for alla heltal m,n och r. Resultatet blir
alltsa detsamma om vi férst adderar m och n och dérefter adderar denna
summa med r som om vi forst adderar n och r och dérefter till den
erhallna summan adderar m. Motsvarande tolkning kan goras av den
associativa lagen for multiplikation. Vi behover alltsa inte bekymra oss i
vilken ordning vi gér additionerna respektive multiplikationerna och kan
skriva m +n 47 och m-n-r utan att det kan uppsté missuppfattningar.
De kommutativa och associativa lagarna tvivlar vl ingen pa och de kan
illustreras med resonemang med prickar liknande de vi gjorde nér vi
studerade udda och jamna tal. Vi avstar fran det av utrymmesskal.

En tredje typ av rakneregel knyter ihop addition och multiplikation.
Den kallas den distributiva lagen och séger foljande:

r-(m+n)=r-m+7r-n

for godtyckliga heltal m,n och r. Att multiplicera en summa med ett
tal ger alltsa samma resultat som om vi férst multiplicerar talet med
varje term i summan och sedan addera produkterna. Vi siger att vi
multiplicerat in 7 i parentesen (m + n). Denna lag &r for manga svarare
att inse och en bild kan askadliggéra den.
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Den stora rektangeln innehéaller r rader om (m + n) kolonner. Den inne-
haller alltsa r(m+n) prickar. Den hogra delrektangeln innehéaller r rader
och m kolonner och den vénstra r rader och n kolonner. De bada del-
rektanglarna innehaller alltsa r - m respektive r - n prickar och eftersom
antalet prickar i den stora rektangeln ar lika med summan av antalet
prickar i de bada deltrianglarna foljer den distribution lagen.

Med hjilp av den distribution lagen kan vi nu multiplicera tva pa-
renteser. Vi har

(r+s)(m+n) = (r+s)m+(r+s)n = m(r+s)+n(r+s) = mr+ms+nr+ns.

Har har vi forst anvéant distributiva lagen och multiplicerat in (r + s)
i parentesen (m + n), dérefter den kommutativa lagen och till slut den
distributiva lagen tva ganger. Produkten av de bada summorna &r alltsa
lika med summan av de produkter som fas genom att multiplicera varje
term i den ena parentesen med varje term i den andra och sedan addera
de fyra produkterna.

Ett viktigt och anvandbart specialfall &r uttrycket fér kvadraten av
en summa av tva termer. Vi har

(m+n)? = (m+n)-(m+n) =m-m+m-n+n-m+n-n=m>+2mn+n.

Rékneregeln
(m +n)* =m? + 2mn + n?
kallas for kvadreringsregeln.

Raknelagarna innehaller resonemang som kan vara ratt komplicerade.
Att kunna ridkna sig fram till ssamband utan att behdva géra omfattande
forklaringar underlattar det matematiska arbetet. Argument som annars
skulle upprepas gang pa gang har vi byggt in i en rdknelag som vi sedan
kan anvinda mekaniskt. Nackdelen ar att abstraktionsnivan ékar. Det &r
nodvéndigt att vinja sig vid symbolerna och for det krévs det 6vning.
Ibland kan det vara bra att ga tillbaka till en mer konkret beskrivning
av ett samband. Kvadreringsregeln kan t.ex. illustreras pa féljande sétt :




Den stora kvadraten har sidan (m + n) och den innehaller (m + n)?
prickar. Kvadraten lingst upp till vinster har sidan m och innehaller m?
prickar medan den nederst till vinster har sidan n och n? prickar. De
bada rektanglarna som blir 6ver har sidorna m och n och innehaller mn
prickar vardera.

En sats om kvadrattal I det forsta kapitlet gav vi ett utdrag fran
en dialog ur Robert Recordes The Whetstone of Witte som handlade
om kvadrattal d.v.s. tal som ar lika med produkten av ett heltal med sig
sjalv. Vi aterknyter nu till kvadrattalen och visar nagra enkla egenskaper
hos dem. De fjorton férsta ar

1,4,9, 16,25, 36,49, 64, 81,100, 121, 144, 169, 196.

Kvadraten pa ett jamnt tal dr jaimnt och kvadraten pa ett udda tal ar
udda. Det foljer av vara tidigare resonemang. Ett jdmnt tal dr ett tal som
ger resten 0 vid division med 2 och ett udda tal &r ett tal som ger resten
1. Vi noterar att kvadraten pa ett tal med resten 0 ocksa ger resten 0
och att ett kvadraten pa ett tal med resten 1 ger resten 1. Situationen
ar enkel.

Vad hénder nu om vi istéllet studerar resterna vid division med 37
De kan vara 0, 1 eller 2. Talet 6 har t.ex. resten 0 vid division med 3,
talet 7 har resten 1 och 8 resten 2. Vilka rester har kvadrattalen? Vi gor
en tabell

16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196

1 4
1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1

9
1 0
dér vi pa den undre raden skrivit upp resterna vi division med 3.

Vi ser ett monster. Tydligen ger aldrig ett kvadrattal resten 2 vid
division med 3. Vart tredje kvadrattal ger resten 0 och det ar kanske
inte sa underligt. Om ett tal &r delbart med 3 sa &r ocksa dess kvadrat
delbart med 3 och ger dérfor resten 0 vid division med 3. Men varfor ger
alla de Gvriga resten 17

Om ett heltal divideras med 3 s& &r resten 0, 1 eller 2. Det betyder
att varje heltal kan skrivas

3k,3k + 1 eller 3k + 2 dar k ar heltal.

I det forsta fallet ar talet delbart med 3 och ger alltsa resten 0. I det
andra fallet ger talet resten 1 vid division med 3 och i det sista resten 2.
Uppenbart dr att kvadraten pa det forsta talet

(3k)? = 3 - 3k?

55



ger resten 0 vid division med 3. Vi kvadrerar det andra talet och far
(Bk+1)* =9k +6k+1=3(3k*+2k)+1=3¢+1

diir ¢ = 3k% + 2k ir ett heltal. Alltsa ger (3k + 1)? resten 1 vid division
med 3. Slutligen kvadrerar vi det tredje talet och far

(3k+2)? = 9k?+12k+4 = (9k*+12k+3)+1 = 3(3k*+4k+1)+1 = 3¢/ +1

déir ¢/ = 3k? 4 4k + 1 #r ett heltal. Den tredje typen av heltal ger alltsa
ocksa resten 1 vid division med 3. Vi har alltsa visat att kvadraten pa
ett heltal som inte dr delbart med 3 alltid ger resten 1 vid division med
3.

Det ar naturligtvis mojligt att utan algebra genomfora ett resone-
mang som visar samma sak. Men det blir omstédndligt och de figurer
som skall hjélpa oss blir komplicerade och svaréverskadliga. Algebran
blir ett effektivt verktyg. Det krévs visserligen att man har en fardighet
att omforma algeriska uttryck och att tolka dem, men om man val uppo-
vat den formagan s dr vinsterna stora. Algebran ger oss dessutom béttre
mojligheter att undersdka om det resultat som visats kan generaliseras
eller forstarkas. Vi skall titta ndrmare pa det i nésta avsnitt.

Kan bevis utnyttjas for att skirpa pastaenden?

Summan av tva pa varandra féljande positiva heltal dr alltid udda. Av
dessa bada tal maste ndmligen det ena vara udda och det andra jamnt
och summan av ett jamnt och ett udda tal &r, som vi tidigare sett, udda.
Vad kan vi sdga om summan av kvadraterna pa tvéa pa varandra foéljande
positiva heltal? Den maéaste ocksd vara udda. Kvadraten pa det jamna
av de bada talen dr jamn och kvadraten pa det udda dr udda. Alltsé ar
summan udda. Vi kan ocksa visa det algebraiskt. Om vi betecknar de
bada talen med n och n 4+ 1 s& &r summan av kvadraterna lika med

n?+m+1)2=n+m*+2n+1)=2n>+2n+1=2(n%*+n)+1

och eftersom (n? + n) ir ett heltal sa dr talet 2(n? +n) + 1 udda och
vi har visat vart pastdende dven pa detta sétt. Vi kan noja oss med
det. Men vi kan ocksa stanna upp ett slag och analysera uttrycket for
kvadratsumman néimligen 2(n? 4+ n) + 1. Vi kan nimligen skriva om den
forsta termen pé foljande satt

2(n? 4+ n) = 2n(n + 1).

Ett av de bada talen n och n 4+ 1 maste vara jdmnt och da &r ocksa
produkten n(n + 1) jdmn. Talet n(n 4+ 1) kan alltsd skrivas 2r dar r &r
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ett heltal och vi kan alltsa skriva kvadratsumman
n?+n+1)?=2-2r+1=4r+1.

Genom att analysera det algebraiska beviset for att summan av kvadra-
terna av tva pa varandra foljande positiva heltal &r udda har vi kunnat
visa ett betydligt skarpare pastdende ndmligen:

Summan av kvadraterna av tva pa varandra f6ljande positiva
heltal ger alltid resten 1 vid division med 4 .

En sddan summa kan alltsd inte ge nagon av resterna 0, 2 eller 3 vid
division med 4. Naturligtvis kan vi i forutsattningen ta bort villkoret att
talen skall vara positiva och da fa en mera generell sats.

Kanske hade vi genom négra enkla tester kunnat komma fram till
samma pastaende och darefter bevisa det utan att blanda in jdmna och
udda tal. Men i all sin enkelhet ger vart resonemang ett nytt perspektiv
pa bevis. Vi har tidigare slagit fast att ett bevis Gvertygar oss om att
ett pastdende ar sant. Vi har ocksa sett att bevis kan forklara varfor
pastaendet ar sant. Ett pastaende kan forklaras med hjélp av ett enklare.
Emellertid kan ett bevis kan ocksd ge oss ny information. En analys
av det kan leda till upptackten att det gar att bevisa mer &n vad vi
fran borjan avsett. Den kan ocksd innebéra att vissa férutsédttningar
ar onddiga och kan strykas. Kort sagt: En analys av ett bevis for ett
pastaende kan medfora att pastdendet kan skérpas.

Nagra exempel fran Fermats arbeten

Fermats lilla sats - ett vardefullt resultat 1 ett tidigare avsnitt
behandlade vi den brevvéaxling mellan Pascal och Fermat som brukar be-
tecknas som starten av sannolikhetsldran. Amatérmatematikern Fermat
bidrog med manga viktiga matematiska resultat inom manga omraden
inte bara inom sannolikhetsldran utan ocksa inom t.ex. analys. Men han
stora intresse var att undersoka egenskaper hos de hela talen. Han var
en av talteorins pionjirer. Hans intresse for talteorin framgar ocksa av
brevvixlingen med Pascal. Aven om hasardspelen &r anledningen till
brevviixlingen och det &r diskussionerna kring dessa som han gjort den
berémd, sa kommer Fermat i manga brev in pé talteoretiska fragor som
inte har nagon koppling till huvudproblematiken. Han vill ha Pascals
synpunkter pa sina tankar och teorier. Nu &ar inte Pascals intresse for
talteori tillrackligt stort och han hinvisar Fermat till andra som &ar mer
insatta i fragorna.

Ett berémt resultat av Fermat dr det som ofta kallas Fermats lilla
sats. Den formulerades i ett brev 1640 och lyder som f6ljer:
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Om p ar ett primtal och a &r ett godtyckligt heltal sa &r p
delare till aP~! — 1 forutsatt att p inte delar a.

Vi har hér anviant den gingse terminologin. Att ett heltal b delar ett
annat heltal a betyder att a = bc dér ¢ ocksé ar ett heltal. Ett heltal p
kallas primtal om p > 2 och om de enda positiva heltal som delar p ar 1
och p.

Fermats lilla sats medfor alltsa att t.ex. 17 &r en delare till 10016 —1
och att 23 &r en delare till 201622 — 1. Talen 17 och 23 dr ju primtal och
17 och 23 &r inte delare till 100 respektive 2016. Satsen ar fér den oinvig-
de komplicerad till sitt innehall och verkar dessutom sakna all praktisk
betydelse. Det dr uppenbart att pastaendet ar sa komplext att det kréaver
nagon form av generellt resonemang som visar att det dr sant. Det krévs
med andra ord ett bevis. Fermat bevisade aldrig sjilv satsen. Det gjor-
de den tyske matematikern och filosofen Gottfried William Leibniz ett
halvsekel senare. Fran borjan hade satsen endast teoretiskt intresse. Det
ar ett vackert och Gverraskande resultat. Pa senare tid har talteorin fatt
en stor betydelse inom kryptering och Fermats lilla sats &r ett viktigt
hjalpmedel inom den verksamheten. Satsen med bevis dr nu standard in-
om grundliggande kurser i talteori. For att pa ett rimligt siatt genomfora
ett bevis av satsen ar fardigheter i algebra oundgéngliga.

Fermatska primtal och en mindre lyckad hypotes Fermat upp-
tackte flera samband som han trodde géllde generellt. Ibland var han
lyckosam, som i fallet med Fermats lilla sats. Ibland var han mindre lyc-
kosam. I det brev till Pascal som &r daterat 29 augusti 1654, tar han
upp en typ av primtal som senare skulle komma att kallas Fermatska
primtal. Han skriver

Reflektera, om du finner det ldmpligt, kring foljande sats:
De kvadrerade potenserna av 2 adderade med 1 &r alltid ett
primtal. Det vill sdga

Kvadraten pa 2 adderat med 1 ger 5 som ar ett primtal;

Kvadraten péa kvadraten ger 16 som adderat med 1 ger 17,
ett primtal;

Kvadraten pa 16 ger 256 som adderat med 1 ger 257, ett
primtal;

Kvadraten pa 256 ger 65536, som adderat med 1 ger 65537,
ett primtal;

och sa i odndlighet.

Detta &ar en egenskap vars sanning jag ber om svar fran er.
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Beviset ar mycket svart och jag forsdkrar er att jag &nnu inte
klarat det helt. Jag vill inte visa det for forrdn har fullbordat
det.

Vad Fermat pastar &r att talen
22" +1

ar primtal for alla heltal n > 1. Det stdmmer fér n = 1,2, 3 och 4 och det
far Fermat att tro att det stdmmer for alla positiva heltal n. Gissningsvis
tyckte han att det inte kan vara en tillfallighet att det stimmer s& val
for de forsta heltalen. Nésta heltal i serien ar

92° 11 = 4294967297

och det &r inte helt enkelt att avgoéra om detta tal dr primtal eller inte
atminstone inte om man som Fermat saknade maskinella hjélpmedel. Nu
visade Leonard Euler 1732 att talet inte ar ett primtal. Vi har ndmligen
att

92’ 4 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.

Négra fler primtal i serien &n de fyra forsta har man inte hittat. Tyvarr
ar det sa. I modern kryptering ar det viktigt att finna stora primtal. Om
Fermats hade haft rétt sa skulle man ha man haft ett effektivt hjalpmedel
men hans férmodande &ar felaktigt. Det racker inte alltid att ett slaende
resultat stdmmer i nagra exempel. Generella bevis kravs.

Fermats stora sats - en korrekt hypotes med ett svarfangat och
svarforstaeligt beviﬁ I en ratvinklig triangel &r enligt Pythagoras
sats summan av kvadraterna pa de bada kortare sidorna, kateterna, lika
med kvadraten pa den ldngsta sidan, hypotenusan. Det ar en av de mest
berémda satserna i matematiken och den har varit kind i flera tusen ar.
Vi kan formulera den péa féljande satt: Om kateterna har langderna x och
y och hypotenusan léngden z uttryckt i nadgon lingdenhet s& uppfyller
x,y och z ekvationen
2?4y = 22,

Talen x = 3,y = 4 och z = 5 uppfyller ekvationen liksom x = 5,y = 12
och z = 13. Om heltalen x,y och z uppfyller ekvationen kallas de pytha-
goreiska. Det finns tabeller pa pythagoreiska tal pa lertavlor fran Babylo-
nien. Den grekiske matematikern Diofantos, som levde pa 200-talet efter
Krtistus, studerade i problemsamlingen Arithmetika bl.a. pythagoreiska

4En utméirkt bok om Fermats stora sats &r Simon Singh, Fermats gdta. Norstedts.
1998
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tal och han kunde ge en metod for att bestdmma dem. Det var Arithme-
tika som Fermat studerade nir han gjorde den anteckning i marginalen
som kom att ge generationer av matematiker huvudbry. Han skrev att
om man istédllet studerade ekvationen

for n > 3 sa saknas positiva heltalslésningar och han tillade: "Jag har
hittat ett underbart bevis f6r det men det far inte plats i marginalen.”

Pastaendet kallas Fermats stora sats eller Fermats formodan. Nagot
enkelt bevis har man inte funnit. Man lyckades visa att satsen ar sann
for ett stort antal n och trots tappra férsok kunde man inte hitta nagot
motexempel. Formodligen ar detta tillrdckligt Gvertygande for att tro
pa Fermats formodan. Men inom matematiken récker inte detta. For att
satsen skall vara en etablerad sanning sa krévs ett generellt resonemang.
Under mer adn trehundra ar férsékte manga framstadende matematiker
forgaves 16sa problemet. Till slut lyckades den engelske matematikern
Andrew Wiles ar 1994 konstruera ett bevis, som emellertid dr mycket
komplicerat och som anvénder begrepp och teorier som var helt obekanta
pa Fermats tid. Sa om Fermat verkligen hade lyckats bevisa sin formodan
sd maste det ha varit pa ett helt annat sétt. Det troliga ar att hans bevis
inte hallit for en ndrmare granskning.

Gemene man &r, som jag tidigare sagt, formodligen 6vertygad om
att Fermats formodan &r sann for alla n om den ar sann for ett mycket
stort antal n och att man trots tappra forsok inte lyckats hitta nagot
motexempel. Naturligtvis starks overtygelsen nér det blir bekant att det
finns ett generellt matematiskt bevis. Men att forsta beviset ar férbehal-
let en liten grupp av specialister. De flesta professionella matematiker
har knappast mdjligheter att avsétta den tid som kravs for att sitta
sig in i de mycket komplicerade resonemangen som kraver kunskaper i
avancerad algebra. Spelar det d& inte nagon roll att satsen &r bevisad? I
detta fallet kan det ha stor betydelse eftersom Wiles lyckats knyta sam-
man skilda delar av matematiken och dirmed férdjupat forstaelsen for
centrala matematiska begrepp.

Fermats stora sats ar ett exempel pa ett pastdende som ar sant men
dér sjilva beviset inte &r forstaeligt ens for manga professionella ma-
tematiker. Sjdlva vetskapen om att beviset dr granskat av specialister
starker satsens trovirdighet. Men det forklarar inte for den vanlige ma-
tematikern och &n mindre for gemene man varfor den ar sann.

60



Precision och logisk stringens

Logik inom matematiken - ett stringt krav

Vi har gett exempel pé och diskuterat olika perspektiv av bevis. Men
vilka krav skall bevisen uppfylla? Vi har betonat att de resonemang vi
gor skall vara generella. Att visa ett péstéaende i ett antal speciella fall
riacker inte. De skall ocksa vara korrekta i logisk mening. De skall folja
logiska slutledningsregler. Vad innebér det? I detta avsnitt skall ta upp
nagra aspekter av logiska resonemang och analysera kraven de enskilda
stegen i ett bevis.

Begrepp som "logik” och "logisk” har olika betydelser i olika samman-
hang och for olika personer. Ibland anvénds ordet “logiskt” i betydelsen
“fornuftsmassigt” eller “enligt sunda fornuftet”. Lat oss ta ett exempel.
I en stor skal med karameller &r alla roda utom mdjligen en vars férg
man inte kinner till. Katarina uppmanar Alex att ta en karamell och
tala om vilken farg den har. Alex séger innan han kontrollerat férgen:
"Rent logiskt skall den vara r6d” och menar d& att enligt sunda férnuftet
skall den vara rod eftersom de roda karamellerna &r s méanga och att
den som inte &r det, om den 6verhuvudtaget finns, knappast kan komma
ifraga. Men i ett stringt matematiskt resonemang kan man inte dra slut-
satsen: "Om Alex tar en karamell ur den aktuella skalen s& &r den r6d”.
Vin av ordning séger kanske att vi kan byta ordet “skall” mot "b6r” och
da ar pastaendet i hogsta grad rimligt. Men den typen av pastdenden
hor inte hemma i en strikt logisk framstéallning av matematik. Déar skall
pastaenden eller satser vara otvetydiga.

Vart exempel uppfyller alltsa inte de krav som matematiken kraver
av en logisk korrekt slutsats. Kan man utanfér matematiken ge exempel
pa sadana? Det ar naturligtvis mojligt. Pastaendena "Om Héssleholm é&r
en kommun i Sverige och om William bor i Héssleholm sa bor William
i Sverige” eller "Om alla elever i klassen &r 6ver 10 ar och Eva gar i
klassen sa &r Eva 6ver 10 ar” ar sanna. Inom matematiken har vi visat
pastdenden "Om tva hela tal &r udda sd dr summan udda” eller "Om
ett heltal 4r udda sa &r har heltalets kvadrat resten 1 vid division med
3”7 eller "Om en triangel i planet &r given sa &r dess vinkelsumma 180
grader”. Dessa matematiska pastaenden foljer av ett antal slutledningar
och &r inte, som de bada exemplen fran vardagslivet, uppenbara.

Vi skall inte i detalj ga in pa hur logiska slutledningar &r uppbyggda.
Logik &r en egen vetenskap som har sina rotter i bade filosofi och mate-
matik. Den har mycket gamla anor och den grekiska filosofen Aristoteles,
som levde pa 300-talet fére Kristus, dgnade ett av sina stora arbeten Or-
ganon at logik. En svensk Gverséttning dr ordet "organon” ar "verktyg”
och Aristoteles verk handlar alltsa tankeverktyg. Idag ar logiken ett vik-
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tigt redskap inom de vetenskaper som véxt fram kring utvecklingen av
datatekniken. Aven ett mycket elementirt studium av logik skulle kriva
en egen bok. Vi skall ndja oss med att diskutera pastaenden som i stort
sett &r av formen "Om ... s& ...... ” Innan vi gor det skall vi diskutera
begreppet definition. Om vi skall ha stringa krav pa logiken i de olika
stegen i ett bevis maste ocksd de begrepp vi arbetar vara preciserade.
Men forst ger vi ytterligare exempel pa logiska slutsatser och de &r direkt
hémtade fran Aristoteles och inspirerade av slaget vid Salamis.

”Om négra atenare f6ll i sjon och alla som f6ll i sjon blir blota
sa blir nagra atenare blota.”

Denna slutledning dr korrekt, men om vi varierar pastaendet
till

”Om nagra atenare var bléta och alla som f6ll i sjon blir blta
s& foll nagra atenare i sjén”

sa dr inte slutledningen korrekt. De atenare som blev bléta
kunde ha blivit det pa annat sétt &n att de ramlade i sjon.
Det kanske regnade eller sa blev de nedstéankta da en projektil
slog i vattnet intill baten.

Matematiska begrepp. Definitioner

Krav pa precision och operationalitet I matematiken arbetar vi
med begrepp. Inom aritmetiken kan det vara begrepp som delare, prim-
tal, kvadrattal och rester och inom geometrin trianglar, kvadrater, rek-
tanglar, cirklar, tangenter och bisektriser bara for att ndmna nagra ex-
empel. Vi formulerar pastdenden om begreppen och om vi kan bevisa
dem i stringt logisk mening kallar vi dem satser. Men om vi, som vi
redan papekat, kréver att bevisen skall vara strangt logiska sa maste de
begrepp som vi arbetar var valfdefinierade. Det &r ju de egenskaper som
karakteriserar begreppen som vi skall anvinda oss av. I ett avsnitt om
det matematiska spraket i kapitel 1 framholl vi att i ett vanligt samtal
behover inte de ord vi anviander vara preciserade. Ordens betydelse kan
variera beroende pa person och omsténdigheter. Den typen av vaghet
dr inte tillaten vid matematisk bevisféring. Dér skall begreppen ha en
exakt innebord.

I det forsta kapitlet citerade vi Platons definition av en cirkel som alla
punkter som ligger pa ett givet avstand fran en given punkt. I en av Ro-
bert Recordes dialoger definierade lararen ett kvadrattal pa ett relativt
invecklat sétt som medférde att eleven missuppfattade inneborden. La-
raren kunde emellertid med en bild och en enklare beskrivning fa eleven
pa ratta tankar. En lamplig definition av kvadrattal ar: Ett kvadrattal
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ar ett heltal som kan skrivas som produkten av ett heltal med sig sjalv
eller med hjélp av algebra:

Ett heltal a kallas ett kvadrattal om det finns ett heltal b
sadant att a = b2.

Den algebraiska formuleringen har sina fortjanster. Forutom att den
ar tydlig s& dr den anviandbar vid problemlésning och bevistéring. Den
ar operationell. Detsamma géller ocksa den definition av cirkel som vi
ndmnt tidigare. Vi tar ett ytterligare ett exempel. Hur skall vi definiera
begreppet tangent till en cirkel? Var intuition séger oss att det &r nagot
som bara nuddar cirkeln. Vi vill gdrna anvénda verb som nuddar, snud-
dar vid eller touchar. De kanske beskriver vad det ar friga om men de ar
inte sarskilt behjélpliga om vi vill bevisa pastaenden eller 16sa problem
om tangenter. En kanske mindre suggestiv men ur matematisk synpunkt
béttre definition &r

En tangent till en cirkel dr en rét linje som skér cirkeln i
precis en punkt.

Vi sammanfattar: En definition av ett matematiskt begrepp skall karak-
terisera begreppet entydigt. Det &r definitionen som fastliagger det. Den
skall vara operationell i den meningen att den skall kunna anvindas i be-
visféring och problemlosning. Naturligtvis skall definitionen ocksa fanga
var intuitiva forestéllning om begreppet.

Definitioner och figurer For att fa sann forstaelse for ett begrepp
kravs enligt Platon bl.a. tre grundldggande saker. Begreppets bendm-
ning, dess definition och en bild d.v.s. ”det man ritar upp och suddar
ut.” En figur bidrar i hég grad for att skapa sig en forstaelse for ett be-
grepp. Det ricker inte att kunna formulera definitionen av en cirkel vi
maste ocksa kunna rita upp den. Nar ldraren i Robert Recordes dialog
formulerade definitionen av ett kvadrattal missuppfattade eleven den,
men kom pa ratt spar nar lararen illustrerade begreppet med en figur.
Ofta har vi en inre bild av ett begrepp, vi ser en figur framfor oss. Det
ar den bilden som ligger till grund for den definition som formuleras i
ord. Detta giller naturligtvis speciellt inom geometrin. De geometriska
begreppen ar verktyg for att beskriva former och ménster i var omgiv-
ning. Bilden &r det priméra, den formella definitionen ar sekundér. Inom
aritmetiken ar det kanske ofta tvirtom. Begrepp som udda och jamna tal
och kvadrattal ar ldtta att illustrera men det ar svarare med t.ex. prim-
tal. Har &r oftast definitionen det priméra och illustrationen kommer i
andra hand. Men bada aspekterna &r viktiga och det &r angeldget att
bade kunna formulera en definition med ord och att kunna askadliggora
det.

63



Figur 2:

Inom geometrin kan ibland det vara svart att ge exakta definitioner
av det som vi har eller tycker oss ha en konkret bild av. Lat oss ta exem-
pel. Begreppet manghorning har de flesta av oss en gemensam bild av.
En femhoérning ser ut som den vénstra delen av figur 2. Den begransar
ett omrade i planet. Sidorna ar strackor och hérnen &r gemensam &nd-
punkter for tva strickor. Men &r denna beskrivning tillracklig? Den bild
som vi har i hégra delen av figur 2, dar de tva sidorna AB och C'D skir
varandra, kanske nagra av oss ocksé kallar en femhorning andra inte. En
definition av den typ av femhornig vi ser i vinstra delen av figur 2 skulle
kunna formuleras pa foljande sétt:

Antag att A, B,C,D och E &r fem olika punkter i planet.
Antag vidare att strickorna AB, BC,CD, DFE och EA &r sa-
dana att om tva av dem inte har en gemensam andpunkt s&
har de inte heller nagon gemensam punkt. Vi sidger da att
de fem strickorna AB, BC,CD,DFE och EA bildar en fem-
hérning ABCDE med hornen A, B,C, D och E och sidorna
AB,BC,CD,DFE och EA.

Definitionen blir omsténdlig och en figur dar vi talar om att det endast
ar narliggande sidor som far ha en punkt gemensam &r kanske tillrack-
lig for vara dndamal. Missuppfattningar kan inte uppstd, men ju mer
grundliggande fragor som stélls desto viktigare blir det att precisera be-
greppen och inte bara lita pa figurer. Det finns t.ex. en sats som séger
att en sluten kurva i planet som inte skir sig sjilv delar planet i tva
omréaden, ett inre och ett yttre. For att satsen skall bli meningsfull och
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for att sedan kunna bevisa den krévs att vi preciserar begreppen kurva,
sluten kurva och omrade. Vi maste ocksa tala om vad menar med att
en kurva skir sig sjélv. Definitionerna maste vara sa operationella att vi
kan konkretisera vara resonemang t.ex.i ett algebraiskt sprak.

Systematik Det &r inte bara i matematiken som det &r starka krav
pa precision i beskrivningen av de begrepp och objekt man arbetar med.
En skillnad kan vara att matematikens objekt oftast &r abstrakta och
bestdms helt av definitionen. I andra vetenskaper ar det ofta konkreta
objekt som karakteriseras sa exakt som mojligt av sina egenskaper. Det
ar latt att associera till Carl von Linnés Systema Naturae fran 1735. De
olika arterna beskrivs ingaende och ordnas i ett system. Bokens fullstén-
diga titel Oversatt till svenska &r Naturens system: naturens tre riken,
underordnade klasser, ordningar, slikten och arter med dessas karakteri-
stika, skillnader, synonymer och lokaler. Linné utarbetade ett hierarkiskt
system for att beskriva naturen. Inom ménga delar av matematiken kan
man se liknande system. Vi ger ett exempel fran geometrin.

Vi har tidigare definierat begreppet femhorning. Naturligtvis kan de-
finitionen generaliseras till en godtycklig manghorning. Manghorningar
kan delas in i trianglar, fyrhérningar, femhérningar o.s.v. beroende pa
antalet hérn. En speciell typ av trianglar kallas likbenta, en annan kal-
las ratvinkliga. En speciell typ av fyrhérningar dr parallelltrapetser dér
tva av sidorna ar parallella, en speciell typ av parallelltrapetser &r pa-
rallellogrammer dér motstdende sidor &dr parallella, en speciell typ av
parallellogrammer dr romber dar alla sidor &r lika stora, en annan ar
rektanglar dar alla vinklar ar lika stora. Kvadrater slutligen &r bade en
typ av rektanglar och en typ av romber. Den karakteriseras av att alla
sidor och vinklar &r lika stora.

Analogin med Linnés Systema Naturae haltar nagot men den blir
tydligare i mer avancerad matematik dar abstrakta begrepp som t.ex.
grupper, ringar och kroppar byggs upp i en hierarkisk ordning.

Implikationer och ekvivalenser

Vikten av att tydliggora forutsittning och slutsats. Implikatio-
ner Ett matematiskt pastaende som ar sant brukar kallas en sats. En
sats skall bevisas och det ar d& angeldget att var tydlig med vad man
kan utga ifran och vad man forvintas bevisa. Om satsen formuleras pa
formen "Om A s& B” s& far man utgad fran A och skall bevisa B. Vi
kallar i fortséttningen A for forutsdttning och B for slutsats. Ett av ma-
tematikens mest klassiska verk &r Euklides Elementa fran 300-talet fore
Kristus. Dar samlade Euklides den tidens geometriska kunskap i ett antal
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satser. Varje sats (och de dr manga - 468 tycken) behandlas enligt sam-
ma monster. Forst formuleras satsen, en figur ritas, férutsattningarna
preciseras under en sérskild rubrik och det som skall bevisas formuleras
under rubriken “Slutsats”. Dérefter genomfors beviset och det avslutas
med orden "Vilket Skulle Bevisas”. Beviset skall alltsa formuleras sa att
den sista meningen blir naturlig. Framstéllningen kan verka omsténdlig
och upprepningarna blir manga. Men den blir tydlig. Vi skall aterkomma
till Elementa i ett senare avsnitt.

Ett annat och kanske smidigare sitt att tydliggora forutsattningar
och slutsats dr att anvinda s.k. implikationspilar. Istéllet for "Om A
sd B”, som vi kallar en implikation, skriver vi "A = B”. Véara tidigare
pastaenden kan da skrivas, om vi férutsdtter att = och y &r heltal,

x och y ar udda = x + y ar jamnt.

x ar udda = 2 ger resten 1 vid division med 4.

x och y dr tvad pa varandra foljande heltal = 22 + y? ger
resten 1 vid division med 4.

Nér vi anvinder implikationspilar dr det ofta, som i exemplen, naturligt
att infora beteckningar pa de objekt som studeras.

Ofta anvinder man andra uttrycksétt sitt for implikationen "Om A
s B”. Vi séiger ocksa "A ar ett tillrackligt villkor for B” eller "B &r ett
nodvéndigt villkor for A”, t.ex. "z och y ar udda &r ett tillrackligt villkor
for att = + y Ar jaimnt” eller "22 ger resten 1 vi division med 4 &r ett
nodvéndigt villkor fér att = &r udda”.

Omvindningen av en sats. Ekvivalenser Antag att vi har visat
satsen "Om A s& B” eller med var nya beteckning A = B”. Vi byter
férutséttning och slutsats och i stéllet betraktar satsen "Om B sa A”
eller "B = A”. Vi kallar det pastaendet fér omvindningen av "A = B”.
Antag att "A = B” &r sann. Vad kan vi da siga om "B = A”? Om den
ocksé &r sann sdger vi att satsen "A = B” dr omvandbar. Vi kontrollerar
med nagra av vara exempel och férutsétter ocksa hér att = och y ar
heltal

Omvindningen till pastaendet

S1: x och y &r udda = x + y ar jAmnt

ar

x +y ar jamnt = x och y udda.

Detta pastaende ar uppenbarligen inte sant eftersom x4y ar
jamnt ocksa d& bade x och y jamna. Satsen S &r alltsa inte
omvandbar.

Omvéandningen till pastaendet
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Sy: x dr udda = 22 ger resten 1 vid division med 4

ar

22 ger resten 1 vid divison med 4 = x dr udda

som #r sann. Om x vore jimnt sa skulle ocksa x? vara jimnt
och kan da inte ge resten 1 vid division med 4. Satsen Sy ar
alltsd omvandbar.

Omviandningen till pastaendet

Ss3: x och y Ar tva pa varandra foljande heltal = 2 + y? ger
resten 1 vid division med 4

ar

22 + y? ger resten 1 vid division med 4 = z och y ir tva pa
varandra foljande heltal.

Detta &r inte sant eftersom om t.ex x = 1 och y = 4 sa ar
x? + 9% = 17, som ger resten 1 vid division med 4, trots att
1 och 4 inte &r tva pa varandra foljande heltal. Satsen S3 ar
alltsa inte omvandbar.

Ibland, men som vi sett langtifran alltid, &r bada pastdendena "A
= B” och "B = A” sanna. Vi skriver da "A < B”. Vi séger att A &r
ekvivalent med B eller A &r ett nédvandigt och tillréckligt villkor B eller
”A om och endast om B”. For att g tillbaka till vara exempel si har vi
att

72?2 ger resten 1 vid divison med 4 <= z ir udda”

dér vi som férut antar att x ar ett heltal.

Beviset av en ekvivalens A < B” brukar delas upp i tva delar. I den
ena delen visas "A = B” och den andra "B = A”. Manga ganger kriver
de bada delarna helt olika tekniker. Vi ger ett exempel. Pythagoras sats
sidger att summan av kvadraterna pa kateterna i en ratvinklig triangel ar
lika med kvadraten pa hypotenusan. Vi kan skriva det som en implikation
pa foljande sétt

a,b och ¢ &r sidor en i en ratvinklig triangel dér den ldngsta
2

sidan dr ¢ = a? + b% = 2.
Det finns manga bevis for Pythagoras sats, men inget &r enkelt. Det
krévs alltid av ett resonemang i flera steg. Vi skall inte gé in pa det hér
utan vi fragar oss istéllet om omvéindningen géller d.v.s.

a,b och c ir sidor i en triangel och a? +b? = ¢> = triangeln
ar ratvinklig och ¢ ar den langsta sidan.

Om vi forst har visat Pythagoras sats visar det sig att beviset for om-
vandningen dr relativt enkelt. Var givna triangel har ju enligt forutsatt-
ningen sidorna a, b och ¢ dir a? + b = ¢ . Vi konstruerar en ritvinklig
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triangel med kateterns a och b. Kvadraten pa den tredje sidan, hypote-
nusan, ir di enligt Pythagoras sats lika med a? + b? d.v.s. lika med c?
dér ¢ &r sidan i var ursprungliga triangel. Men da maste ocksa hypo-
tenusan i den ratvinkliga triangel vi konstruerat vara lika med c. I de
bada trianglarna &ar alltsa motsvarande sidor &r lika stora. Da séiger en
av de grundldggande satserna i geometrin att ocksa motsvarande vinklar
ar lika stora. Det betyder att vinkeln mellan sidorna med ldngderna a
och b i var ursprungliga triangeln ar rét och alltsa &r den réatvinklig.

Implikations- och ekvivalenspilar tydliggér vad man far forutsitta
och vart man vill komma. De kan ocksa vara ett viktig hjalpmedel vid
resonemang i flera steg och inte minst vid ekvationslésning. Vi ger nagra
exempel i nédsta avsnitt.

Implikationer, ekvivalenser och ekvationslésning Ordet ekva-
tion betyder likhet och i matematiken betecknar det en likhet som inne-
haller en eller flera obekanta. Att 16sa en ekvation innebér att bestdimma
de viarden pa de obekanta som uppfyller likheten. Man utgar alltsa fran
en likhet och vill bestdmma vérden pa de obekanta som ingar i den. Fran
boérjan vet man egentligen inte om det finns nagon l6sning 6verhuvud-
taget och om den ar 16sbar sa vet man inte heller hur manga l6sningar
den har. Vi skall studera nagra exempel och visa hur anvindningen av
implikations- och ekvivalenspilar kan hjélpa till att tydliggéra tankegang-
arna. Forst 16ser vi en enkel ekvation som skulle kunna vara himtad fran
en larobok fran grundskolan .

Bestam talet x s& att det uppfyller ekvationen
3x+7=ux+15.

Den vanliga metoden gar ut pa att skriva om likheten sa att
vi far xz-termerna till vinster om likhetstecknet och kinda
termer till hoger. Vi borjar med att subtrahera bada leden i
likheten med 7 och far

3r=x+8.

Resonemanget bakom denna operation dr att om x uppfyl-
ler den ursprungliga ekvationen s& uppfyller den ocksé den
andra. Om tva tal ar lika och vi subtraherar samma tal fran
bada leden sa &ar ju skillnaderna ocksé lika. Vi fortsétter pa
samma sétt och subtraherar x fran bada leden och far

2r = 8.
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Om talet x uppfyller var ursprungliga ekvation sa maste allt-
sé 2x = 8. Vi dividerar nu bada leden med 2 och far

xr = 4.

Om tva lika stora tal divideras med samma tal s& &r ju kvo-
terna lika stora. Vi har nu kommit fram till att x = 4 som
alltsa ar var 16sning. Men &ar vi sékra pa det? Analyserar vi
vart resonemang sa inser vi att det vi har visat &r att om
3r+7=x+15sa & x = 4 d.v.s. det &r det enda tal som
kan vara l0sning till var ekvation. Vi har visat att

3r+7T=z+1b—=x=4

men inte att x = 4 verkligen ar en 16sning. Men det &ar ju
faktiskt enkelt att kontrollera. Om z = 4 sa blir vénsterledet
i den ursprungliga ekvationen lika med 3-4+7 =12+7 =19
och hogerledet &ar ocksa lika med 4 + 15 = 19. Alltsa dr x = 4
verkligen en 16sning och vi har 16st var ekvation.

Resonemanget verkar omstédndligt. Vi brukar néja oss med
att utfora de omskrivningar som behovs for att x skall sté
till vénster och en ként tal till hoger om likhetstecknet. Mas-
te vi verkligen testa om det x vi fatt fram verkligen lGser
ekvationen. Naturligtvis kan en kontroll vara en viktig sa-
kerhetsatgéird. Vi kan ju ha réknat fel. Men behovs den f6r
sjalva logiken i resonemanget? Vi skriver upp de olika stegen
i resonemanget och anvander implikationspilar for att fa en
béttre dverblick

r+T7T=x+1b—=3rx=2+8=—2x =8 =z =4.

Nu &r alla implikationers omvandbara. Om 3z = x + 8 sé
far vi, om vi addera 7 till bagge leden, 3x + 7 = z + 15.
Genom att addera z till badda leden respektive multiplicera
béada leden med 2 inser vi att den andra respektive den tredje
implikationen dr omvéndbara. Vi kan alltsa skriva

Jr+T7T=rx+15<=3x=0x+8<«<=2r =8 <=z =4.

Eftersom de olika likheterna &r ekvivalenta foljer det nu di-
rekt att z = 4 inte bara dr den enda mdjliga 16sningen utan
ocksa att det verkligen &r en l6sning. Om vi foljer pilarna
fran hogre till vénster har vi ju visat att om oz = 4 sa &r
3z +7=x+15.
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I exemplet ovan har vi analyserat ett mycket enkelt exempel for att be-
skriva de logiska slutledningar som ligger bakom de operationer vi &r
vana vid att géra nér vi 16ser denna typ av enkla ekvationer. Naturligt-
vis kan vi inte varje gang fora ett sa omsténdligt resonemang utan néja
oss med den sista foljden av ekvivalenser. Kanske uteldmnar vi ockséa
ekvivalenspilarna. Det dr underforstatt att de olika likheterna dr ekviva-
lenta. Nésta exempel dr mer komplicerat och om man inte tdnker igenom
logiken sa kan man fa felaktigt resultat.

Bestam de tal x som uppfyller likheten

V222 — 262+ 73 =8 — 2.

Rotuttrycket i vinstra ledet kiinns besvirande. Om vi kva-
drerar bada sidor far vi en enklare ekvation namligen

222 — 262 + 73 = (8 — x)%
Vi utvecklar hégerledet och far
20% — 267 + 73 = 64 — 162 + 2°
som efter forenkling kan skrivas
2% — 10z +9 = 0.

Det finns en standardmetod att l6sa andragradsekvationer
och med hjilp av den kan l6sningarna bestdmmas till z = 1
och x = 9. Den som till &ventyr har glomt metoden kan 6ver-
tyga sig om att dessa viarden pa x ar losningar genom enkla
kontroller. Om vi sétter in x = 1 och x = 9 i vénsterledet &ar
resultaten i bada fallen lika med 0.

Var ursprungliga ekvation skulle allts& ha tvé losningar. Stam-
mer det?

Vi kontrollerar forst om x = 1 ar en l6sning:

V2:12-26-1473=v49=Toch8—1=7

De bada leden &r lika och alltsa uppfyller z = 1 ekvationen.

Kontrollera nu x = 9:

V2:92-26-9+73=v1=Toch8—9=—1.

De bada leden &r inte lika och alltsa dr x = 9 inte en losning
till ekvationen.
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Varfor ar inte bade x = 1 och x = 9 I6sningar? Vi analyserar
vara slutledningar. Vi bérjade med att kvadrera ekvationens
bada led. Om tva tal &r lika sa dr ocksa kvadraterna lika. Vi
kan alltsa skriva

V222 — 262 + 73 =8 — 2 = 22? — 262 + 73 = (8 — x)2.

Men kan vi "vinda péa implikationspilen™ Kan vi dra slut-
satsen att om tals kvadrater lika sa &r talen lika? Svaret &r
nej. Talen 3 och —3 har ju t.ex. samma kvadrater. Vad vi har
visat dr att om x &ar en l6sning till ekvationen sa méaste

22? — 262 + 73 = (8 — x)?

och det medfor i sin tur att x = 1 eller z = 9. Néagra andra tal
kan inte uppfylla var ursprungliga ekvation men de behover
gora det. Vi maste gora en kontroll och da visar det sig att
endast x = 1 ar l6sning.

Motsagelsebevis

De resonemang och bevis vi hittills anvént oss har i viss mening varit
okomplicerade. Vi har resonerat oss fram till att vinkelsumman i en
triangel ar 180 grader genom en enkel konstruktion och genom att utga
fran att alternatvinklar da tva parallella linjer skérs av en tredje &r lika
stora. Genom enkla figurer kunde vi askadliggéra hur jamna och udda
tal adderas och multipliceras och genom en kedja av resonemang har vi
visat resterna av kvadrattal vid division med olika heltal férdelas. Men
ibland fungerar inte de direkta resonemangen. Vi méaste anvinda en form
av omvand bevisforing. Om vi skall bevisa A = B s& antar vi att B inte
ar sant och visar att det ger upphov till en motséigelse. Av det foljer
att slutsatsen B &r korrekt. Ett exempel fran geometrin far illustrera
metoden.

Vi har tidigare definierat en tangent till en cirkel som en rét linje
som skér cirkeln i precis en punkt, som vi kallar tangeringspunkt. Om
vi drar en radie till tangeringspunkten sa kommer vinkeln mellan radien
och tangenten vara rit. Varfor? For den som i likhet med mig studerat
matematik under en tid da geometrisk problemlésning var en betydande
del av matematikundervisningen ifragaséitts inte pastaendet. Vi har an-
vant oss av det s& manga ganger att det blivit nagot av en sjéalvklarhet.
Men det var lange sedan geometrin hade en sddan betydelse. I de kurser
i klassisk geometri jag gett under de senaste decennierna har det inte
varit sjalvklart att radien till tangeringspunkten bildar rét vinkel med
tangenten. Studenternas fraga "Varfor?"har varit genuin. Hur kan man
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bevisa pastaendet? Naturligtvis har jag sjilv en gang for linge sedan
presenterats ett bevis men det gléms bort da det flitiga anvindandet av
satsen gor den mer eller mindre till en sjalvklarhet. Det bevis som finns
i Euklides Elementa &ar ett motségelsebevis. Vi antar att slutsatsen inte
ar sann och visar att detta leder till en motségelse. Har foljer satsen med
bevis i den form som anvands i FElementa. Forst formuleras satsen, dér-
efter preciseras forutsidttningar och slutsats med hénvisning till en figur
och till slut genomfors beviset. Beviset avslutas med Vilket Skulle Be-
visas och slar alltsa fast att man uppnatt malet. Ibland kan denna mall
kdnnas omstandlig men den skapar ordning och reda i resonemangen och
det kan vara nog sa vardetullt.

Sats En rit linje tangerar en cirkel. Radien till tangeringspunkten é&r
vinkelrdt mot tangenten.

Forutsittning. En rét linje [ tangerar en cirkel med medelpunkt i O i
punkten P.

Slutsats. OP &r vinkelrdt mot [. se figur 3.

Figur 3:

Bevis.

Antag att vinkeln mellan OP och [ inte &r rét. Se figur 4.
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Figur 4:

Vinklarna mellan OP och [ &r da inte lika stora och eftersom
de tillsammans &r 180 grader méaste en av dem vara mindre
ar 90 grader.

Lat @ vara en punkt pa [ sddan att vinkel QPO &r mindre
dn 90 grader. Drag en normal fran medelpunkten O till den
rita linjen [. Den skir [ 1 N. Lat nu P’ vara en punkt pa [
som inte ar lika med P och som &r sddan att PN = PN.

I de bada trianglarna OPN och OP’N é&r vinklarna vid N
bada rata, sidan ON &r gemensam och sidorna PN = P’'N.
Av detta foljer att de bada trianglarna dr kongruenta vilket
betyder att sidor och vinklar i den ena triangeln ar lika stora
som motsvarigheterna i den andra. Alltsa ar sidan OP lika
med sidan OP’.

Men OP éar en radie och eftersom OP’ = OP sa maste enligt
definitionen pa en cirkel punkten P’ ligga pé cirkeln. Alltsa
skar den rata linjen [ cirkeln i tva punkter P och P’ och alltsa
kan inte [ vara tangent vilket var férutsdttningen.

Vi har fatt en motségelse. Vart antagande var fel. Vinkeln
mellan [ och OP maste vara rit.

V(ilket) S(kulle) B(evisas)
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Konstruktioner av matematiska teorier

Behovet av struktur

Vi har genomfort ett antal generella resonemang eller bevis for pasta-
enden inom aritmetiken och geometrin. De bevisade pastaendena kallar
vi satser. En sats som en gang &r bevisad kan, som vi tidigare konsta-
terat, utnyttjas for att bevisa andra satser. Vi kunde t.ex. dra nytta av
att vi visat att summan av tva jimna heltal ar jamnt nér vi visade att
produkten av ett jamnt heltal och ett annat heltal alltid &r jimnt.

Vi tar ett annat exempel. Antag att vi vill understka vinkelsumman
i en fyrhérning. Vi kan, som vi gjorde med en triangel, forst méta vin-
kelsumman i ett antal fyrhérningar, berdkna summorna och formulera
en hypotes som vi forsoker bevisa. Men det &ar enklare att utnyttja det
resultat vi redan visat, ndmligen att vinkelsumma i en triangel ar 180
grader. Om vi férbinder motstaende horn i var fyrhorning sa delas den i
tva trianglar och vinkelsumman i varje triangel ar 180 grader enligt vad
vi tidigare visat. Summan av vinklarna i en fyrhérning &r alltsa alltid
lika med 360 grader. Genom att utnyttja ett redan bevisat pastaende
kan vi harleda ett nytt. Vi behover inte borja om fran borjan igen.

Foljande fraga instéller sig: Kan vi hitta en struktur at aritmeti-
ken eller geometrin, de ursprungliga grenarna av matematiken, dar det
framgar hur de olika satserna hénger samman, vilka satser som bygger
pé vilka och vilken ordning de bor bevisas?

Fragan ar gammal och det férsta exemplet pa en sadan strukturerad
framstéllning adr det verk vi tidigare har hénvisat till ett antal ganger
namligen Euklides Elementa fran 300-talet fore Kristus. I den har Eukli-
des samlat den tidens geometriska kunskaper i tretton bocker eller kapi-
tel och gett den en struktur som har blivit modell fér framstéllning av
vetenskaplig matematik. Lat oss darfor titta litet ndrmare pa Elementa.

Euklides Elementa

Ett stilbildande verk FElementa lar vara en av de mest spridda boc-
kerna alla kategorier och har varit laromedel i skolor i arhundraden. Den
forsta svenska upplagan ar fran 1644 och den fanns i nagon form med i
matematikundervisningen dnda fram till 1960-talet. Den har varit stil-
bildande nér de géller framstéallning av matematik och den har givit upp-
hov till grundlaggande fragestéallningar som klarlades férst under bérjan
av 1800-talet och som dédrmed kom att &ndra synen pa matematiken.
Vad &r det da som gor Elementa sé speciell? Det &r knappast resultaten
som presenteras. De var kinda langt tidigare. Det Euklides gor i Elemen-
ta ar att ge en sammanfattning av den tidens matematiska eller réttare
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geometriska kunskap och det ar sjidlva metodiken i framstéllningen som
inneburit att verket fatt den stora betydelse den har och har haft. Eukli-
des, som verkade i Alexandria, var formodligen influerad av Aristoteles,
som hade angett en ideal modell for framstéllning av vetenskapliga re-
sultat. Utifran ett antal postulat, som skall vara noggrant prévade av
erfarenheten, skall man med enbart logiska resonemang héarleda viktiga
konsekvenser av dem. Vi kan kalla en sadan framstéllning axiomatisk.

Innehall och struktur Flementa inleds med en rad definitioner. Be-
grepp som t.ex. punkt, linje, rat linje, plan, vinkel och cirkel beskrivs
ingadende. En del av definitionerna kan fér dagens matematiker verka en
aning tvivelaktiga t.ex. de av punkt, linje och rét linje, men de flesta
ar exakta samtidigt som de svarar mot begreppens intuitiva innebord.
Definitionerna &r ocksa operationella i den meningen att de fungerar
effektivt 1 den fortsatta framstéllningen.

Efter definitionerna presenterar Euklides fem axiom och fem postu-
lat. Axiomen dr av allmén natur t.ex. "Det hela &r storre &n sina delar”
eller "Om lika stora adderas till lika stora sé& blir summorna lika stora”.
Postulaten handlar om de geometriska objekten och tjadnar som utgangs-
punkten f6r framstéllningen. Fyra av dem &r enkla: "Genom tva punkter
kan man alltid dra en rét linje”, "Varje rit linje kan dras ut hur langt
som helst”, "Det gar att konstruera en cirkel med en given medelpunkt
och med en given striacka som radie” och ”"Alla rita vinklar ar lika sto-
ra”. Det femte postulatet &r mer komplicerat och det ifragasattes redan
under antiken om det inte borde kunna hérledas ur de fyra 6vriga. Det
lyder:

Om tva réta linjer skéirs av en tredje och summan av vinklar-
na som bildas pa den ena sidan av den tredje linjen &r mindre
an tva rata si skir de bada forsta rita linjerna varandra pé
denna sidan om den tredje linjen.

Figur 5: Tva rdta linjer bildar vinklarna u respektive v med en tredje rat linje.
Vinklarna u och v ar tillsammans mindre &n tva rata och de tva férstndmnda linjerna
skir varandra i en punkt till vinster om den tredje linjen.
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Med postulaten som utgangspunkt bevisar nu Euklides ett stort antal
propositioner eller satser. Nagra av satserna ar konstruktioner. De enda
hjalpmedel som &r tillatna vid konstruktionerna i Elementa ar passare
och linjal d.v.s man far rita cirklar med given medelpunkt och radie och
man far dra réta linjer genom tva givna punkter. Den fOrsta satsen &ar
en konstruktion och lyder "Konstruera en triangel vars alla sidor &r lika
langa som en given stricka”. Forts utfors konstruktionen och darefter
bevisas att den konstruerade figuren har de séka egenskaperna. I beviset
far man bara anvénda sig av postulaten och axiomen. I nésta proposition
far man forutom postulaten och axiomen ocksé anvianda sig av den sats
man redan bevisat. Ordningen mellan satserna &r viktig. For att bevisa
den fyrtionde satsen far man alltsd anvénda sig av postulaten, axiomen
och de forsta 39 satserna.

Elementa &r ett stort verk. Det &r indelat i tretton bocker eller ka-
pitel och antalet satser eller propositioner &r totalt 468. Med hjélp av
propositionerna tar sig Euklides steg for steg fram mot de mer kidnda
satserna. Den valkinda Pythagoras sats ar t.ex. den nést sista proposi-
tionen, nummer 47, i den férsta boken. Den sista propositionen, nummer
48, &r omvandningen till Pythagoras sats. Det &r som tidigare ndmnts
inte resultaten som gor Elementa sa speciell utan det ar den strikt logis-
ka framstdllningen. Det krévs bade skarpsinne och ett betydande arbete
for att hitta en fungerande struktur och i det ingar att vélja lampliga
postulat.

Elementa - uppskattat och avskytt Flementa har under arhund-
raden varit ett laromedel i skolor viarlden 6ver. Det har varit bade upp-
skattat och avskytt. Carl Michael Bellman tolkade nog vad manga elever
ként nér han i sin biografi skrev

Hjernan dnnu i mig vrides
nér Jag tdnker pa Euclides
pa de Trianglarna,
abc-ockec, d, a-

Swetten ur min panna gnides
wiirre &n pa Golgatal’]

Det fanns en tid da kunskap om innehéllet i Elementa var en sjilvklarhet
bland intellektuella. Galilei och Newton hénvisade till det i sina arbeten
och forutsatte att innehallet var bekant. Einstein studerade Euklides i
tolvarsaldern och lér pa en en foreldsning i Oxford ha yttrat: "If Euclid
failed to kindle your youthful entusiasm, then you were not born to

5Citatet #r hamtat ur Carl Michael Bellmams Levernebeskrivning fran 1794. Tex-
ten aterfinns pd http://www.bellman.net/texter/levernes.html
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be a scientific thinker.’ﬁ Men det finns ocksa vetenskapsmén som varit
skeptiska. Ingenjoren, fysikern och matematikern Oliver Heaviside, som
var aktiv i slutet av 1800-talet och borjan av 1900-talet, lar ha yttrat:

It is shocking that young people should be addling their
brains over mere logical subtleties, trying to understand the
proof of one obvious fact in terms of something equally ...
obvious[]

Men dven om inte Elementa &r det ideala laromedlet i matematik for
méanga skolelever s har verket haft betydelse inom matematiken. I Ele-
menta skall alla satser bevisas och i bevisen far man bara anvdnda pos-
tulat, axiom och tidigare bevisade satser. Naturligtvis maste man ocksa
anvinda logiska slutledningsregler. Bevisen &r centrala inom matemati-
ken. Det ar forst nér ett pastaende bevisats inom ramen for ett vedertaget
system som det ar accepterat av det matematiska samhallet. Det racker
inte att visa att satsen géller i ett stort antal specialfall. Beviset méste
vara generellt.

Postulaten &r grundliggande for framstéllningen. Olika matematiska
teorier baseras pa olika system av postulat. En rad fragor instéller sig.
Hur viljs postulaten? Ar postulaten oberoende av varandra? Ricker de
for att beskriva den matematiska teori som vi arbetar med? Bér postu-
laten pa en inneboende motsagelse? Ett positivt svar pa den sistndmnda
fragan skulle vara katastrofalt for teorin.

En fraga som vi pa sétt och vis berort tidigare &r om nagot av pos-
tulaten dr onddigt i den meningen att det kan visas med hjilp av de
ovriga. De femte postulatet i Elementa &r betydligt mer komplicerat till
sin natur dn de fyra 6vriga. Redan tidigt stélldes fragan om det fem-
te postulatet kan visas utgaende ifran de fyra andra. Under artusenden
sysselsatte detta problem manga framstaende matematiker. Under arens
lopp omformulerades det femte postulatet péa olika sdtt och det visade
sig bl.a. var ekvivalent med foljande pastaende: "Genom en given punkt
utanfor en given rat linje gar precis en rét linje parallell med den givna.”
Postulatet kallas darfor ibland parallellpostulatet. Utifran de fyra forsta
postulaten kan man visa att det gar minst en rat linje parallell med den
givna réta linjen genom den givna punkten. Men det var svarare att visa
att det bara gar en. Under forsta hélften av 1800-talet fann tre mate-
matiker, Carl Friedrich Gauss, Janos Boylai och Nikolaj Lobatchevsky,

SCitatet 4r hamtat fran Walter Isaacson, Einstein. His Life and Universe. Simon
and Schuster. New York. 2007. sid 19

"Citatet #r hdmtat fran MacTutors stora Internetbaserade verk om ma-
tematikens historia. Det aktuella citatet finns pa http://www-history.mcs.st-
and.ac.uk/Biographies/Heaviside.html
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Figur 6:

oberoende av varandra l6sningen pa problemet. Svaret ar att det inte géar
att visa parallellaxiomet utgiaende fran de fyra 6vriga. Det gar ndmligen
att skapa en geometri dir begreppen punkt och rét linje inte har samma
betydelse som i Flementa och dér de fyra forsta postulaten dr uppfyllda,
men dir det genom en punkt utan for en given rat linje gar oandligt
manga rata linjer som ar parallella med den givna d.v.s. de skér inte den
givna. Den geometrin realiseras pa en s.k. pseudosfir som ar avbildad i
figur 6. Punkterna i geometrin &r punkterna pa pseudosfiren och de réta
linjerna ar de geodetiska linjerna d.v.s. de kurvor pa pseudosfiren langs
vilka man skall fardas for att minimera akstriackan mellan tva punkter.
Den nya geometrien kallas icke-euklidisk och i den ar t.ex. vinkelsumman
i en triangel mindre ar 180 grader.

En axiomatisk framstéllning av aritmetiken

Vi har hittills diskuterat postulaten inom geometrin. Hur ar det da med
andra omraden inom matematiken? Det kanske mest néraliggande &r
aritmetiken d.v.s. teorin for de hela talen och dess utvidgningar. Kan
man hitta en ldmplig uppséttning postulat fér dem? Fragan uppkom
under andra hélften av 1800-talet da utvecklingen av differential- och
integralkalkylen hade lett till att grundlaggande fragor om “det oandligt
lilla och det oédndligt stora” maste klarldggas. Detta ledde i sin tur till
att grénsviardesbegreppet maste preciseras och att de reella talens natur
maste understkas. En rad matematiker dgnade sig at dessa fragor bl.a.
Karl Weierstrass som i sina forelésningar ldsaret 1859/60 vid universite-
tet i Berlin gjorde en systematisk genomgang av analysens grunder. Han
visade att det d&r md6jligt att utgdende fran de naturliga talen konstruera i
ordning de hela talen, de rationella talen och de reella talen. Mest proble-
matiskt var det konstruktionen av de reella talen utifran de rationella.
Det ar emellertid de naturliga talen som utgér grunden. Den italiens-
ke matematikern Giuseppe Peano karakteriserade i arbetet Arithmetices
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principia, nova methodo exposita fran 1889 de naturliga talen med hjalp
av fem postulat. Peanos system ser ut pa féljande sétt

De naturliga talen har f6ljande egenskaper:

1. 0 &r ett naturligt tal.

2. Varje naturligt tal har en efterféljare som &r ett natur-
ligt tal.

3. Tva olika naturliga tal har alltid olika efterfoljare.
4. 0 &r inte efterfoljare till nagot naturligt tal.
5. Antag att P &r en egenskap hos naturliga tal sadan att

(a) 0 har egenskapen P

(b) varje gang ett naturligt tal har egenskapen P si har
ocksa efterfoljaren den.

Da har alla naturliga tal egenskapen P.

Med hjalp av dessa postulat kan man nu definiera de fyra rdknesétten och
de riknelagar som géller for dem. Den uppmérksamme ldsaren kénner i
det femte postulatet igen induktionsprincipen. Det femte postulatet &r
hér precis som i den euklidiska geometrin mer komplicerat &n de 6vriga,
men hér ar det relativt 1att att se att det inte kan héirledas fran de fyra
6vriga. Om r ar ett rationellt tal sa kan vi kalla r 4+ 1 for efterféljaren
till . De positiva rationella talen uppfyller d& de fyra férsta postulaten
men inte det femte.

79



80



Avslutning

Att skapa ny matematik och att l0sa matematiska problem kraver in-
te bara logiskt tdnkande. Man maste ocksad behérskar det matematiska
spraket och man maéaste ha fantasi och intuition, talamod och koncentra-
tionsforméga. Arbetet gar ofta i slingriga banor med associationer som
ibland leder fel sa att man maste backa och tédnka om. Ibland leder ar-
betet ut i tomma intet men de gadnger man ser 16sningen pa ett svart
problem eller ser ett ovéntat samband blir man rikligt belénad.

Men det racker inte med att tro sig ha hittat en 16sning eller ett resul-
tat. Det maste ocksa presenteras och presentationen maste fylla kraven
pa matematisk stringens och struktur. Utan dem blir matematiken allt-
for 16s i kanterna. Antaganden, som i och for sig kan varar valgrundade,
riacker inte. Professor Lars Garding uttrycker detta i en filosofisk dialog,
Metaforer, pa foljande satt:

Matematiken utgor en strang ram som inte sldpper igenom
16sa férmodanden. Sddana kan bara mycket séllan ge upphov
till meningsfull matematik.

I arbetet med att skapa en logiskt sammanhéngande framstéllning kan
man hitta luckor i argumenteringen som maste tappas till och som ibland
innebér att arbetet far en helt ny inriktning. Resultatet maste kanske
revideras. Att skapa en lamplig struktur kraver eftertanke och fantasi.
Samtidigt som presentationen maste vara logiskt uppbyggd méaste man
valja en vig som &r enkel och diar huvudidéerna blir tydliga. Arbetet med
att ge framstéllningen en ldmplig struktur och att gora den stringent
blir i sig en form av matematisk problemlésning som kraver avancerade
matematiska resonemang.

Lat oss atervianda till Euklides FElementa. Later man den vara den
enda bok man laser i matematik far man med storsta sékerhet ett intryck



av att matematiken dr nagot avslutat. Det finns inget mer att séga. Den
innehaller inga fragor och inga 6ppna problem. Man far inte ta del av hur
de olika satserna kommit till och inte hur man kommit pa bevisen. Man
kan fa intrycket av att Gud genom Euklides meddelat ménniskorna nagra
eviga sanningar pa samma sitt som nar han gav Moses stentavlorna med
de tio budorden. Det finns heller inga kommentarer om hur man valt de
fem postulaten och varfér man bevisat satserna i den ordning som gjorts.
Framstéallningen &r klinisk.

Elementa har fatt std modell fér atminstone skriftlig presentation av
matematik. Aven om framstéllningen inte behover vara lika klinisk som
hos Euklides s& skall den vara deduktiv. Resultaten skall bevisas och de
skall presenteras i en strangt logisk ordning. Den process som foregatt
den slutliga framstéllningen beskrivs néstan aldrig. Kanske skulle det bli
forvirrande for ldsaren att ersidtta den deduktiva framstéllningen med
en beskrivning av hur forfattaren kommit fram till sina resultat. Men
en sddan framstéllning skulle kanske gora matematiken mer levande och
i beskrivningen av processen kan fragor stélls som kan ge upphov till
nya problem och som utvecklar teorin. Diskussioner kring den historiska
utvecklingen av matematiska begrepp kan ge dem andra perspektiv och
férdjupa forstaelsen.

Det finns ocksa mer principiella invindningar mot maojligheterna att
skapa en obestridlig framstillning av en matematisk teori. Ar 1961 pub-
licerade den ungerske matematikern Imre Lakatos sin doktorsavhandling
Proofs and refutations. I den kritiserar han uppfattningen om matema-
tiken som en vetenskap dar resultaten ar ovedersigliga sanningar. Varje
sats och varje bevis innehéaller, hur man &n anstrénger sig, sprakliga
otydligheter. Genom att utnyttja dem kan man hitta motexempel som
visar att satsen eller beviset inte géller. Motexemplen &r valda sé& att
tolkningen av texten inte svarar mot den betydelse som fran bérjan av-
setts och som i sammanhanget &r naturlig. Ett motexempel blir nagon
form av monster som kréver att begrepp preciseras eller att satser eller
bevis omformuleras. Pa det séttet kan nya samband upptéckas och den
matematiska teorin fordjupas. Nya motexempel skapar nya fragestall-
ningar. I en sténdigt pagaende diskussion férdndras perspektiven och
kreativiteten sitts hela tiden pa nya prov. Teorin bli aldrig avslutad.

Matematiken har tva ansikten. Det ena &r 6ppet och speglar en vilja
att prova nya idéer dar man med fantasins hjalp kan 6verskrida etablera-
de granser. Det andra ar kritiskt granskande och séker inordna resultat
i strangt logiska system. Att finna en balans mellan dessa bada perspek-
tiv &r en av huvuduppgifterna bade for forskare i matematik och for
matematikldrare pa alla nivaer.
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