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Differentialekvationer och
komplexa tal med GeoGebra

Forfattarna som vid det har laget ar val kdnda for Namnarens lasare
ger har ytterligare konkreta forslag pa hur GeoGebra kan anvandas i
matematikundervisningen. Denna gang berér matematikinnehallet de
senare kurserna i gymnasieskolan.

svenska gymnasieskolan och utgdr pi sitt och vis den slutliga kompe-

tensen av minga gymnasisters matematiska firdigheter och forstielse
av matematik. Bdde teknisk firdighet och kognitiv forstaelse sitts pa prov. Den
visualisering som idr mdjlig med dagens teknik gor att elever kan se och under-
soka matematiska omrdden och begrepp pa ett sitt som forut var omajligt.
Forskning om lirande i matematik ir entydig med att visualisering och inter-
aktivitet dr starkt kopplade till okad forstielse av matematik, forstielse som
mdiliggdrs av programvara som exempelvis GeoGebra.

[ gymnasieskolan dterfinns numera komplexa tal i kurs 4 och differentialek-
vationer i kurs 5. GeoGebra kan hjilpa oss att illustrera och levandegira dessa
tvd omraden som eleverna kanske of ta uppfattar som svira, bide begrepps- och
berikningsmissigt. Att se hur komplexa tal visuliseras eller hur riktningsfilt
och 18sningsfunktioner upptrider di parametrar indras dynamiskt kan leda
till intressanta fragestillningar. Nir de tas upp till diskussion kan det ge elev-
erna en helt annan insikt in d4 de bara far konstatera hur en 16sning uttrycks
som ett algebraiskt resultat eller som en algebraisk funktion.

Andra verktyg, exempelvis Wolfram Alpha, kan ocksa hjilpa oss att 16sa
problemen men s vitt vi kinner till finns inget annat kostnadsfritt verktyg in
GeoGebra som sa enkelt kan 16sa problemen dynamiskt.

Det finns heller ingen uppenbar begrinsning av vilka frigestillningar om
komplexa tal som kan tas upp eller vilka typer av differentialekvationer som
kan behandlas, varken i kursplanen eller i GeoGebra. Det gir siledes utmirkt
att studera betydligt mer intressanta problem in de som vi tvingas begrinsa
oss till med papper och penna. Exempelvis kan vi relativt enkelt lésa system
av ickelinjira differentialekvationer diir vi har flera interagerande tillstindsva-
riabler, ndgot som inte behandlas algebraiskt férrin en bit in i universitetsstu-
dierna, men som nu kan studeras interaktivt av gymnasieelever.

Pi kommande sidor presenterar vi forslag pd GeoGebraaktiviteter som
behandlar komplexa tal och differentialekvationer.

D ifferentialekvationer och komplexa tal kom under 1900-talet in i den




Komplexa tal

Oppna GeoGebra, mata in 3—5i och tryck pé enter sa skapas det komplexa
talet z, =3-5i. Mata sedan in -4+i som dé far namnet z, och direfter addi-

tionen z,=z +z, vilket ger z,

=1-4i. Observera att z, och z

1 2

ir dynamiska och

latt gar att flytta eller omdefiniera. Om vi gér det kommer z, att beréknas igen
och placeras pa ett nytt stille. Vi kan ocksa enkelt 4skadliggora den vektoriella

kopplingen till visualiseringen.
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Dynamiska
komplexa tal

Den hir konstruktionen kan upprepas for multiplikation av komplexa tal
genom att vi skapar talet z,=z - z,. Elever brukar snabbt uppticka vinkelsam-
bandet. De kan efter lite experimenterande iven uppticka sambandet mellan
absolutbeloppen och direfter formulera sambandet

(Tp 61) : (rzr 92) = (Tl.rzl 9l+ 62)

Detta samband ir vackert i sin enkelhet men lyser med sin franvaro i svenska
liromedel till férmén for formuleringar i ren polir eller trigonometrisk form.
Om vi startar ett nytt fonster och aterigen matar in 1+i som z, och dess-
utom skapar en glidare n som vi liter 16pa fran 1 till 25 kan vi studera vad som
hinder om vi bildar Z=z". Det hade varit si gott som omdjligt utan ett digitalt
verktyg. Vi markerar Z med ny firg och slir pa spirning med hdger musknapp.
Slutligen animerar vi glidaren n och far fljande bild.
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En komplex spiral
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Vi kan skapa den kompletta komplexa spiralen med hjilp av att vilja verkty-
get geometrisk ort varefter vi forst klickar pa talet Z sedan pa talet n. Om vinu
markerar talet z och anvinder piltangenterna for att indra talet kan vi se effek-
terna pa spiralen.

For manga elever framstér sikert Eulers formel ¢°=cos0+isin0 som ren
magi — helt tagen ur luften. Den kan troliggdras genom att studera sa kall-
lade Taylorutvecklingar. Forst kan vi visa vad en Taylorutveckling ir genom
att skapa en heltalsglidare n i ett nytt fonster och sedan mata in kommandot
Taylorutveckling[sin(x), O, n].

n=19

Dynamisk -0
Taylorutveckling
av sin(x) -1

Genom att variera n far eleverna en tydlig bild av vad som hiinder. Direfter kan
de fa 6vertyga sig om att formeln giller genom att studera Taylorutvecklingarna
for sin(x), cos(x) och e* till nagot bestimt gradtal, samt direfter ersitta x med i6
i polynomen.

Differentialekvationer

I nista figur ser vi ett exempel pi en losning av en linjir icke-homogen
differentialekvation av forsta ordningen. Den exakta klassificeringen spelar
mindre roll di vi loser differentialekvationer med GeoGebra. Vi kan astad-
komma en l6sning dels genom att skapa ett riktningsfilt med kommandot
Riktningsfilt[-y + x — 3], dels genom att skapa en losning med kommandot
LosODE[-y + x — 3]. Detta genererar en specifik [6sning med en integrations-
konstant som sedan kan visas som en glidare. Fler [6sningskurvor kan dskadlig-
gdras genom att sitta pa sparning pa ldsningen och variera glidaren.

]
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i [V Visa riktningsfait
18 [w Visa alla funktioner
f(e)=Ce™ +x —4 [V Visa en funktion
f@)=1e*+xz—4
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Visualisering av rikiningsfdlt, hir for
differentialekvationen dy/dt=-y +1-3
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GeoGebra klarar dven av numeriska losningar av icke-linjira system av diffe-
rentialekvationer. Den s kallade SIR-modellen for infektioner bygger vi upp
genom att studera tre "lidor” som var och en innehaller ett visst antal individer
som betecknas som mottagliga (susceptibles, S), infekterade (infectivs, I) och
iterstillda (recovered, R).

—' S — | — R

SIR-modellen
\L \L \L for infektioner
Vi antar att sjukdomen i friga ir sddan att man fir immunitet mot sjukdomen
nir man har haft den. Om sjukdomen inte ir dédlig kan vi ignorera den ned-
atgiende pilen fran [-liddan. Om sjukdomsforloppet ir snabbt jimfort med en
livstid kan vi ignorera fodslar (pilen in mot S-ladan) och dvriga dodsfall (nedat-
giende pilar). Kvar blir di endast pilarna mellan ladorna.
Det hir ir en mycket vanlig metod for att stilla upp differentialekvationer
men har inte tidigare undervisats pi gymnasiet dirfor att det leder till system
av differentialekvationer som ir svdra att Iosa for hand. )
Hastigheten med vilken man smittas (i personer per tids- | 4S _ _ BIS
enhet) ir proportionell mot bide antalet smittobirare, I, och | dt
antalet mottagliga, S. Kalla proportionalitetskonstanten for | g7
B. Proportionalitetskonstanten som styr med vilken hastig- 157~ BIS-yI
het man iterstills med kan vi kalla y. Genom att pa detta siitt
e re 1 . .. - dR
resonera kring férindringar kan vi nu stilla upp foljande tre | =—==yI
ekvationer till hoger. I GeoGebra skapar vi en 16sning genom L dt
att forst definiera derivatorna som flervariabelfunktioner:

Sprim(t, S,[,R)=-BI1S (acceptera att skapa glidare for f3)
Iprim(t,S,[,R)=BST-yI (acceptera att skapa glidare for y)
Rprim(t,S,,R)=yI

Direfter loser vi systemet med kommandot
NL6sODE[{Sprim, Iprim, Rprim}, 0, {1000, 1,0}, 10]

Kommandot har alltsd fyra parametrar: en lista dver derivator, ett startviirde
for den oberoende variabeln, en lista ver startvirden for funktionerna och ett
slutvirde for den oberoende variabeln. Vi har hiir antagit att en befolkning pa
1000 friska individer far besok av en enda smittbirare. Efter att ha firglagt de
olika l6sningskurvorna och lekt med parametrarna 8 och y far vi ett resultat.
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y=0236
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GeoGebra liser
ett system av
differential-

ekvationer

NAMNAREN NR2-2014 55



Som en férdjupning dverlater vi it lisaren att stilla upp ekvationerna dé vi har
en endemisk epidemi som lever kvar i befolkningen under lang tid. Vi kan d&
inte bortse fran fédslar och dodsfall och behover representera dven dessa fak-
torer med matematiska termer. Om vi antar att populationen ir konstant och
att sjukdomen inte ir dodlig ricker det med en enda parameter till, g, for att
beskriva dessa nya ekvationer. Still upp ekvationerna och 16s dem. Studera vad
som hinder dver lang tid. Forklara dven det du ser.

Att pa det hir sittet fundera 6ver mer realistiska problem, stilla upp
differentialekvationerna, anpassa parametrar och undersoka losningarnas egen-
skaper ger troligtvis djupare forstielse for matematiken #in att enbart triina in
mekaniska procedurer. Vi beriknar inte lingre kvadratrotter f6r hand och vare
sig lirare, elever eller samhillet i dvrigt beklagar nog detta faktum. Kanske det
har blivit dags att gora en omstillning dven for [sning av differentialekvationer?

Du finner lankar till hur du anvander GeoGebras kommandon och till de
konstruktioner som forekommer har i artikeln pa Namnaren pa natet.

Vilseledande om svensk matematikutbildning

Skolans matematikundervisning har fatt mycket uppmdrksamhet i tidningar, radio och tv

den senaste tiden. Det beror forstds pd fortsatta rapporter om att svenska elevers kunskaper i
matematik inte dr vad mdnga menar att de borde vara, och dessutom inte dir vad de var fér ndgra
ar sedan. Dessutom bidrar sékerligen det faktum att det dr valdr till intresset for skolfragor.

Det dr naturligtvis i grund och botten bra att skol- och undervisningsfrdgor uppmdrksammas

i olika medier och att det finns en diskussion om vad vi kan géra at den nuvarande situationen
med alltfér mdnga elever som misslyckas i matematik. Det éir ocksd viktigt att olika synscitt
kommer fram. Ddirfor dr det olyckligt néir inslagen ger en férenklad och osaklig bild av hur
matematikundervisningen ser ut, vad som dr orsaker till férsdmrade resultat och vad vi kan och
bérgdra for att resultaten ska bli bdttre.

Massmediabevakningen kdnnetecknas ofta av en ensidigt negativ bild av vad Idrare gor och
lyckas sdllan lyfta fram det positiva engagemang som mdnga Idrare har och som dr en grogrund
f6r hopp om féréndring.

Den vinkling som Kalla Fakta gdr av problemen med svenska elevers matematikkunskaper har
ingen vetenskaplig grund.

Med anledning av TV4:s granskning av svensk matematikundervisning och

den debatt som foljt, kommenterar NCM:s forestdndare Peter Nystrém
inslaget och debatten pa ncm.gu.se/node/7195.
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