Multiplikation 1 ak 3

— glimtar fran ett
undervisningsexperiment

Lektor Andrejs Dunkels, Luled, visar hur man kan n& automati-
serade '‘tabellkunskaper’’ utan att undervisningen byggs upp
kring “"tabeller’’, utantillinlarning och “’drill”’.

Bakgrund och syfte

Multiplikation i grundskolan har in-
tresserat mig s linge jag kan minnas.
Intresset Gkade av rapporterna om att
manga mellanstadieelever har svart
att forstd att multiplikation kan
Pg6ra mindre’’ ndr man multiplicerar
med ett tal mellan 0 och 1. Jag hade
ocksa slagits av att de flesta ldroboe-
ker #dgnar sa lite utrymme at be-
greppsutvecklingen i 4k 3 och att
tyngdpunkten i undervisningen ligger
pa ’tabellinldrning’’ och »’drill”’.

Jag stillde mig bl a foljande tva fra-
gor:

1) Kan man undervisa om multiplika-
tion med begreppsutveckling i fo-
kus och fa ’’tabellkunskaperna’’
pa kopet?

Kan man hitta en begreppsbild
som dr matematiskt riktig, peda-
gogiskt acceptabel och som gar att
utveckla bortom heltalen sa att
speciellt multiplikation med tal
mellan 0 och 1 bygger pa tidigare
tankeformer for heltalen.

2)

Jag genomférde ett undervisningsex-
periment under ldsaret 86/87 vid
Munkebergsskolan i Luled i tva klas-
ser i &k 3. Det gick till sa att jag tog
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ansvaret for multiplikation och
undervisade varje klass i stort sett en
lektionstimme per vecka, vilket
sammanlagt blev 28 lektionstimmar
per klass under ldsdret. Klassldrarna
Ingegerd Lundholm och Berit Blom-
berg var med vid varje lektionstillfil-
le. Vissa veckor foljde de upp mo-
ment i klasserna mellan mina besok.
Efter lektionerna hade vi en diskus-
sion. En kortare férstudie gjorde jag
under lasaret 84/85 dels hos Ulla De-
narp vid Ohemsskolan, dels hos Bir-
gitta Niska vid Stadsoskolan i Gam-
melstads rektorsomrade.

Det som jag dnnu inte kan utvirde-
ra 4r om den valda begreppsbilden
klarar utvidgningen till tal mellan O
och 1, ty eleverna som deltog har
annu inte borjat med brak. Jag hop-
pas emellertid fa tillfdlle att folja
bada klasserna genom mellanstadiet
och folja upp experimentet. Det jag
hittills fatt besvarat kan sammanfat-
tas pa foljande sitt:

1) Alla eleverna i bada klasserna kun-
de tabellerna from 11 tom
10+ 10 nir de limnade ak 3. Detta
bekriftas dels av utvarderingar
inom ftorsoket, dels av mottagande
larare och specialldrare i ak 4.



2) “Rektangelmonster’ i rader och
spalter ger en matematiskt riktig
begreppsbild och dr samtidigt en
acceptabel representation av upp-
repad addition, som ju utgdr in-
korsporten till multiplikation.
Som objekt i raderna och spalter-
na i den grundliggande begrepps-
bilden valde jag den kvadratiska
rutan. D4 kan man litt utvidga
bortom heltalen genom att titta pa
delar av rutor.

Anm. En bidragande orsak till svarighe-
terna med att acceptera att produkten
kan bli mindre skulle kunna ligga i att
man haller kvar eleverna vid multiplika-
tionen som upprepad addition alltfor
linge. DA finns det risk att vissa elever
befister tanken att multiplikation ’’gér
storre’’ och far senare svart att frigdra sig
fran den. Detta gor att man antagligen
bor vara forsiktig med ’skutt-rikning”’
(tex 6, 12, 18, . . .) som 6vning pd mul-
tiplikation i inledningsskedet. ’’Skutt-
rakning’’ vid multiplikation motsvarar
uppriakning en it gangen vid addition, en
metod vars faror bl a Dagmar Neuman
och flera japanska didaktiker starkt var-
nar for.

Nigra exempel fran experiment

Efter att ha introducerat multiplika-
tion som upprepad addition och ge-
nomfodrt en del konkreta Ovningar,
byggde vi upp rutmoénstret utifrdn en
blunda-6vning. Eleverna fick blunda
och forestilla sig en stor sal med ett
rutigt golv. Alla moblerna kastades
ut. Sa flog det in mattor och la sig
snyggt och prydligt pa golvet. Och
alla mattorna var alltid sadna att de
tdackte ett helt antal rutor. Mattorna
la sig alltid s& att de lag rakt och fint
langs med golvets rutor. Eleverna fick
si 6ppna dgonen igen och hade fram-
for sig ett centimeterrutat papper pa
vilket de skulle rita en av de mattor de

hade sett pa sitt salsgolv. 1 fig 1 visas
exempel pé tre sdna mattor.
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Figur 1.

Tre mattor som tdcker ett helt antal rutor. Det
ar litt aitt se hur mdnga rader som tdcks och
hur manga rutor det dr i varje rad. Alltsd kan
man rikna ut totala antalet rutor under mat-
tan, trots att de individuella rutorna inte syns.

Och nu gillde det att tala om hur
ménga rutor som varje matta ticker.
Hur méanga rader av rutor tacker den?
Hur méanga i varje rad? Hur méanga
rutor allt som allt?

Mattorna blev vart sitt att klara
multiplikationer. Sa fort nagon inte
klarade en viss multiplikation sa var
det bara att ta fram ett centimeterru-
tat papper, rita motsvarande matta
och rikna antalet rutor.

Alla fann snabbt att det litt blev fel
om man riknade rutor en och en. Vi
utarbetade diarfor en mer systematisk
och tillforlitlig metod som bygger pa
vart talsystem. Man grupperar helt
enkelt tiotalsvis. Se fig 2.




Artal rader

2* L Antal rufor per rad

i

i ///

O

v,

Figur 2.

Eft siitt att systematiskt rikna antalet rutor. Man kombinerar forsta raden med sd mdnga i sista sd
att det blir 10, sedan andra raden, osv tills det inte gdr att [ ihop nagot mer helt tiotal. Sd linge
man i ett ogonkast ser hur mdnga rutor man har behovs inte detta sitt att rikna.

En talfoljdsovning utnyttjades for att
eleverna skulle bekanta sig med mul-
tiplikation. Den gar ut pa att man
borjar med att vilja tva ensiffriga tal.
Lat oss som exempel ta 3 och 4. Man
bildar nista tal genom att helt enkelt
multiplicera talen och sen bara ta vara
pa entalssiffran i resultatet. Denna
entalssiffra 4r nésta tal:

Startviarden Entalssiffran i
som man sjilv 3+4=12
viljer

Sen fortsitter man och multiplicerar
ihop de tva sista talen och tar vara pa
ental, som ger 8 (i detta fall &r ju hela
produkten bara ett ensiffrigt tal), sa
att foljden blir
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3,4,2,8

P4 detta satt fortsdtter man. Efter-
som 28 ar 16 s kommer niista tal i
foljden att vara 6 och man har

3,4,2,8,6

och efter ytterligare nagra multiplika-
tioner far man

3,4,2,8,6,8,8,4,2, ...

och ritt som det dr dyker tva tal upp
som man haft redan tidigare. Man
behover inte rikna vidare for fr o m
nu kommer allt att upprepas.

Hur blir det om man véljer andra
startviarden? Och vilka valmojligheter
finns det? Eleverna foreslog att man
borde ta startvidrdena 1,1 och sen ta
1,2 darefter 1,3 osv énda till 9,8 och



9,9. (Egentligen skulle man ha kunnat
boérja redan vid 0,0, men i sa fall far
man ett antal triviala foljder i bérjan.
Nollor skulle ju &nda dyka upp ritt
som det var, och det var lika bra att
vinta med dem.) Det fanns alltsa
massor av arbete och det var bara att
sitta igdng. Nu kinde jag att det
kunde finnas en viss risk att féljden 2,
8, 6 hos nagon kunde ge odnskade
tankar som *>’2 gadnger 8 ar lika med
6’’, och for att undvika alla sddana
risker inforde vi ett speciellt redovis-
ningssitt. De olika talfdljderna skrevs
pa vénstersidorna i rdknehiftet och

pd hogersidorna maste alla de full-
stindiga multiplikationerna skrivas
ut. Vanstersidorna kom pé detta sitt
att innchalla det som tillhérde var
speciella lekvirld med dess regler som
bara gillde for oss i just den hér
leken, och som vi nir som helst skulle
ha kunnat dndra pa. Hégersidorna
var reserverade for den matematiska
virlden med dess allméngiltiga regler,
som dels logiskt hinger ihop pa olika
sitt, dels giller foér alla och som vi
inte kan dndra pa. I fig 3 visas en
elevs arbete med denna 6vning.
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Etr uppslag ur en elevs riknehdfte. Pd vinstersidan finns vdr lekvirld med talfoljder som
successivt uppstdr. Pa hdgersidan finns den matematiska virlden. Varje multiplikation har
tecknats fullstindigt. Denna elev har ocksd satt ett streck pd hogersidan for varje gang som en

talfoljds multiplikationer dr siut.

Mellan mina besdk hinde det d& och
d4 att eleverna tog fram sina rikne-
héften med den hér talféljdsévningen
och rdknade nagra rader nir de hade
en stund over. Vissa av talfoljderna
blir mycket korta, andra blir lite l4ng-
re, ingen blir irriterande lang.

Den hir 6vningen ar pa séitt och vis
en ’’drill-6vning’’. Den innehdller
emellertid moment som den traditio-
nella drill-6vningen med godtyckliga
siffror utan sammanhang saknar.
Har giller det ju att vara uppmaérk-
sam och spana efter regelbundenheter
och moénster, vilket de flesta upplever
som spannande. Man far ocksd 6va
pa att utnyttja tidigare resulitat efter-
som dels vissa kombinationer dyker
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upp flera ganger pa hogersidorna,
dels vissa kombinationer kan delas
upp i delar som man riknat ut tidiga-
re(tex7°8=58+2-8).

S4 smaningom var det dags att byg-
ga upp multiplikationstabellen syste-
matiskt, dvs bygga upp ett kvadra-
tiskt schema med produkterna fr o m
11 tom 10°10. Varje horisontell
rad i detta schema utgdrs av ’en
tabell”’, liksom varje vertikal spalt.
(Anm. Uttrycket ’multiplikationsta-
bell’” kan betyda tva olika saker. Dels
kan man anvinda ordet for hela sche-
mat, dels f6r enskilda rader eller spal-
ter. Ndr man sédger att man "kan
multiplikationstabellen’ syftar man i
allmédnhet pd att man behirskar hela



schemat. Men de enskilda raderna
kallas ju som bekant *’ettans tabell’’,
’tvaans tabell’’, ’’treans tabell’’,
etc.) Jag bestimde mig for att bygga
bakifran, dvs bérja med tians (spalten
langst till héger) och sen ga at vins-
ter, nians, Aattans, sjuans osv. Det
finns flera fordelar med detta. For det
forsta far man ta nians tabell tidigt.
Den &r ju sa rolig och spinnande och
darfor 4r det bra om man far lira
kdnna den sa snart som mojligt. For
det andra s kan man néja sig med att
lara sig lite drygt halva multiplika-
tionstabellen om man bdérjar bak-
ifrAin. T ex 10+9 behdver man inte
ldra sig, ty man har ju i tians tabell
redan klarat av 9+ 10 och det faktum
att man kan kasta om ordningsfélj-
den mellan tva faktorer utan att pro-
dukten dndras. Nir man kommer till
attans tabell behdver man aldrig bry
sigom 10+ 8 och 9 * 8. Antalet kombi-
nationer som man ska kunna reduce-
ras med 1 fér varje ny tabell. Nir
man ir framme vid tvaans tabell finns
det inte manga kombinationer kvar.
For det tredje dr det en fordel att £ ta
de svarare tabellerna férst. Pa det
séttet blir de pa ett naturligt sitt mer
¢vade dn de ldttare. (Anm. Jag
skriver hér *’littare’’ och ’’svarare’’
men jag vill understryka att jag aldrig
med eleverna uttryckte mig s under
experimentet. Jag anser att det Ar
forodande for vissa elever om man
sdger t ex att nu ska vi ta itu med den
svara delen av tabellen. Det biaddar
for dngslan och onddiga misslyckan-
den.)

Nir alla tabellerna var genomgang-
na hade varje elev fatt skriva flera
tabeller med alla produkterna utrik-
nade men ocksd en med alla produk-
terna tecknade. Det kindes angelidget
att ta upp bada aspekterna och dgna
tid at att diskutera och ldsa tabeller.
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Vid ett tillfdlle fick vi anledning att
fundera 6ver hur mycket 8°+16 ir.
Det visade sig att mattorna kunde
anviandas for att klara detta utan att
vi hade sysslat med uppstéllningar. Vi
overgick f 6 i detta skede till halvcen-
timeterrutat papper fran det centime-
terrutade. Talet 16 delades upp som
10+6 och det var litt att rikna ut
8+ 16 sa som visas i fig 4.
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Figur 4.

Eit sitt att forestilla sig multiplikationen
8+ 16. Observera att man hdr inte gor ndgon
som helst referens till areabegreppet. Det
handlar om att rikna antalet rutor, ingenting
annat.

Efter att ha 6vat lite pa denna typ av
multiplikationer p& rutat papper
slappte vi sd rutorna och 6vergick till
mer abstrakta figurer. Eleverna fick
nu helt blanka papper att rita pa.
Nagra ville anvidnda linjal, men det
vanliga var att bilderna gjordes pa fri
hand. Dessa figurer skulle ju anvin-
das som stod for tanken och inte for
att méta eller gora avliasningar i. 1 fig
5 visas exempel pa tva elevers arbete,
ddr en av uppgifterna var férelagd av
mig, 9+ 12, medan de 6vriga dr sada-
na som varje elev sjilv skulle hitta pa.
Lagg marke till att man i denna ldro-
gang inte behdver undvika kombina-
tioner som ger upphov till minnessiff-
ror i additionen, vilket dr en stor
fordel. Manga elever hinner lidgga sig
till med en tankeform som &r svar att
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Ur tva elevers anteckningar. Bilderna blir mer symboliska. De individuella rutorna i mattornas
rutmonster dr inte ldngre utritade. Uppgiften 9 - 12 ir forelagd, de ovriga uppgifterna har eleverna

sjdlva hittat pd.

vidareutveckla nir de f6rst vdnjs att
rakna uppgifter dar man ska multipli-
cera spaltvis utan att entalsmultipli-
kationen *’stor’’ tiotalen (se fig 6),
vilket kan badda for svarigheter ldang-
re fram nir minnessiffror dyker upp.
Jag vill hidr betona att det inte gors
nagon referens till areabegreppet trots
att figurerna kan leda tankarna &t
sadant hall. Fortfarande handlar det
ju om att rdkna antalet rutor, det dr
bara det att figurerna fatt bli mer
symboliska och abstrakta. Areabe-
greppet har vid det hir laget inte alls
tagits upp.

Vardagsrakning
Nar det géller vardagsanknytning tog

vi upp uppgifter med text (som forr
kallades for >’benémnda tal’’). Ibland

52

36

Figur 6.

Ndgra riskabla Ovningar vid inledningen till
multiplikation med flersiffriga tal himtade
frin en niodrings anteckningar. I ingen av
dessa uppgifter paverkar entalsmultiplikatio-
nerna tiotalen. Resultat som 67+6 = 3 642
lingre fram kommer dd inte som ndgon éver-
raskning.

fick eleverna 10sa problemen indivi-
duellt, ibland i smagrupper.

For att liattare kunna sitta sig in i
berittelsen i en uppgift med text kom
vi dverens om att alltid bérja med att



rita en bild av den aktuella situatio-
nen. Direfter skulle den utrdkning
som var aktuell tecknas, och fdrst
som ett tredje steg skulle sjdlva utrak-
ningen komma; rita, teckna, rdkna
ut. En av lektionerna inleddes med
uppgift 1 i fig 7. (Det fanns alltid en

narbutiken

4

uppmaning att hitta pa egna uppgifter
i anslutning till den férelagda om man
blev firdig. Jag delade vid det hér
tillfdllet ut uppgifter en i taget sa att
alla eleverna arbetade med samma

uppgift.)
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Figur 7.

For att sdtta sig in i situationen i en uppgift
med text dr det bra att man borjar med att rita
en bild. Det giller att dva sig att ta med de
vdsentliga detaljerna och lira sig att bortse
Jfran sdnt som dr ovidkommande.

En utomstaende observatér skulle
mahinda ha imponerats av det som
hinde nir eleverna fatt uppgift 1.
Alla (i bada klasserna) skrev mycket
snabbt 4+ 6, innan de borjade rita.
Nir sedan den uppgiften var avklarad
och jag delat ut uppgift 2, se fig 8,
skulle kanske den utomstidende ob-
servatdren inte lingre varit impone-
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Figur 8.

Alla eleverna tog forst for givet att man hdr
mdste rdkna 3+5. Jag var ju dir, och jag
representerade multiplikation.
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Hur m@nga fick hon?

En lor‘dag kspte Stina strta (
surisar f5r fyra kronor, _ %/

rad utan snarare foérskréickt. Nu hin-
de nimligen precis samma sak som
forut, alla eleverna i bada klasserna
omedelbart skrev 3 * § utan att bry sig
om att forst rita, dvs utan att férst
forsoka sitta sig in i problemets be-
rattelse. Det var létt att forsta varfor.
Jag var ju dir, det betydde ju multi-
plikation, och uppgiftstexten inneholl
talen 3 och §.

i en mataffar

fanms det tre sorters vanilj-
j}}g(qss och fem sorters jord-~

No.gra andra Sorter

Hur mango. sorters
det?



Att jag avsiktligt skrivit talen med ord
och inte med siffror i texten hjalper
inte. Det finns méinga studier som
visar pa detta fenomen vid behand-
ling av uppgifter med text, vissa ele-
ver bryr sig inte om att ta del av
innehdllet (som ju f 6 ofta ar ointres-
sant) utan chansar pa det troligaste
raknesittet. Jag tror att det dr viktigt
att man bemédar sig om att hitta

uppgifter som kan fanga elevernas
intresse, och att man 4r observant pa
chansningsfenomenet.

Lat mig avsluta dessa glimtar med
att visa pa en typ av uppgift som
tvingar eleven att formulera sina
tankar och inte bara goéra en mer eller
mindre mekanisk utrdkning; uppgif-
ter med text utan nagra siffror. (Se fig
9.)

, Jag har, nigra_ askar med_

g N e gtearipljus.kDe't dr lika ménga
o %T | varje’ ask.
f Saw \J o .
N aq vet hur ménga ljus det
{/}7‘&”{ \ firgi varje ask.o
T T J%@ vill veta hur m&nga. ljus
det dr allt som allt.

Hur ska jag rakna?

Figur 9.

En uppgift med text men utan siffror. Det dr
bra att éva pd denna typ av uppgifter. Dd
tvingas man att formulera sina tankar i ord.
Férhoppningsvis fortsditter en och annan att
gora det dven ndr det finns siffror med.

Eleverna reagerade till att boérja med
motstrivigt pa uppgift 6, och kom-
mentarer som ’’det hdr ir ju omdj-
ligt”’, >’det hér gar inte’’, ’man vet ju
inte hur mycket det 4r’’ var vanliga.
Efter att ha hamtat sig fran chocken
bérjade eleverna resonera och sa sma-
ningom sa nagra: *’Man multiplicerar
ljusen med askarna.”” Dessa elever
hade da tagit ett stort steg framat, ett

utomordentligt forsta steg mot ett
svar som innehaller ordet ’’antal’’:
»’Man multiplicerar antalet ljus med
antalet askar.”’ Det giller emellertid
att lata eleverna fa ta ctt steg i taget,
lata tankeutvecklingen fa ta tid, och
tillfalligt acceptera svar som lidngre
fram kanske far modifieras och for-
bittras.

RATT oM DET
AR GAR DET
UPP ETT LJUS

I ENA FAKTORN

OCH DEN ANDRA
HAR MAN JU
éoM 1 EN
LITEN ASK




