Populart om populariteter

Josefin Bodell

Hur forskar man i matematik? Bland icke-matematiker florerar en méangd
olika forestallningar — allt fran att matematiken redan ar "fardig”, plus
och minus ar ju redan kanda, och att forskare saledes raknar "som van-
ligt” men med enormt stora tal och manga decimaler, till att det bara
bollas med bokstaver i komplicerade ekvationer. Sysslar matematiker
med nagot obegripligt? Har ar ett exempel fran ett pagaende arbete
som vi hoppas visar pa andra sidor av forskningsarbetet.

For en tid sedan skulle jag beréttaom min
forskning for enjournalist. For att om moj-
ligt undvika att skramma bort bade jour-
nalisten och de tilltdnkta l&sarna, koncen-
trerade jag mig pa att beskriva sjalva
grundproblemet, de grundlaggande idéer-
naoch ge en uppfattning om hur fragestall-
ningarna kan se ut utan att gain pa kom-
plicerade formler och de mer "tekniska’
problemen. En nog sa viktig del av forsk-
ning &r ju att stalla vettiga fragor, att for-
muleraproblem som man sedan kan ge sig
I kast med att |0sa.

Problemomr &det

Jag forskar i sannolikhetsteori. Problem-
omréadet kring vilket avhandlingen kretsar
kommer daremot fran datorernasvarld. Det
handlar om att i matemati ska, sannolikhets-
teoretiskatermer beskriva” hur bra’ enviss
typ av metoder &r foOr att organiseradatorns
minne.

Tank dig att vi har ett antal bocker i en
bokhylla. Varje bok symboliserar eninfor-
mationsenhet och bokhyllan motsvarar
gdva datorminnet. Nar vi vill hdmta en
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viss bok i den hér hyllan, borjar vi altid
|eta efter den langst upp till vénster, dv s
vi jamfor titeln pa den bok vi letar efter
med titeln pa denna”forsta’ bok i hyllan.
Om titlarna inte dverensstammer gar Vi
vidaretill ndstabok i hyllan, jamfor titlar,
och arbetar oss pa dettasatt successivt fram
till den sbkta boken.

Move-to-front.

Nu vill man férstas hitta det man letar ef-
ter safort som majligt. Enidé &r darfor att
utnyttjaatt bockernaar olikapopulé&ra—vi
kanske vill ha tag pa ordlistan oftare an
Shakespeares samlade verk (eller tvartom).
Om vi placerar bockernai fallande popu-
laritetsordning sa att den popul &raste bo-
ken stér forst, foljd av den nést mest popu-
|ara, etc, kommer soktiden bli sdkort som
mojligt eftersom den bok vi oftast vill ha
stér mest l&ttillgangligt, medan vi maste
letalangre efter bocker vi séllan soker.

Men om vi inte pa forhand vet hur po-
puléra de olika bockerna ar? Eller om de-
ras popularitet andras med tiden? Hur ska
vi dabést ordnadem? Vi vill panagot sétt
fa bockerna att " automatiskt” ordna sig i
fallande popul aritetsordning. Enlésning ar
foljande strategi:
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Varjegang vi har letat upp en bok plockar
Vi ut den och l&ser den. N&r vi sedan ska
stdllatillbakaboken i hyllan stéller vi den
forst istdllet for i den position vi hittade
den.

Efter en tid kommer nu popul &ra bock-
er att befinnasig langt fram medan deim-
populéra samlas langre bort eftersom de
sdllan soks. Den har metoden kallas for
move-to-front (flyttadet soktalangst fram).

Soktiden

Hur lange maste man da leta for att hitta
rétt bok i en sddan bokhylla? Varje jamfo-
relse mellan titeln pa den sokta boken och
en bok i hyllantar en konstant tid savi kan
méta soktiden i det antal jAmférelser som
kravs for att hitta rétt. Soktiden ges alltsa
av det antal bocker som star fére den sokta
boken plus ett —vi maste ju dessutom jam-
fora med den "rétta’ boken for att kunna
avgOra nér vi hittat den.

Omvi kandetill exakt hur bockernastod
fran borjan och nar (i vilken ordning) de
anropades skullevi i princip kunnatalaom
precis hur bokhyllan sag ut vid varje gi-
ven tidpunkt och darmed hur l1ang soktid
vi skulle behtvafor att hittavar och en av
bockerna. | praktiken & detta dock inget
lockande foretag &ven om man hade till-
gang till den erforderliga informationen.
Dessutom far vi ingen upplysning om hur
brametoden &r i allménhet —&ndrar vi folj-
den av anrop maste vi rékna om alltihop
igen. Ngj, vi vill ha ett mer 6vergripande
grepp om prestanda, savi tar till sannolik-
hetsteorin och blandar in slumpen i skeen-
det.

Varje gang vi gor en sokning later vi
slumpen bestdmma vilken bok vi letar ef-
ter. Slumpen far dock inte hérja alldeles
fritt, utan vi styr den sd att varje bok véljs
med motsvarande popularitet. | varje sok-
ning & sannolikheten att boken Bok soks
precis lika med boken Boks popularitet
som vi symboliserar med en bokstav (p,_,).-

Med den héar modellen visar det sig att
vi kan besvaraen rad fragor och ge en tyd-
lig bild av hur move-to-front-metoden pre-
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sterar uttryckt endast i bockernas allman-
na populariteter.

— Hur lang blir soktiden i genomsnitt?

Innan vi gor en sbkning &r detta varde var
bésta gissning av hur lange vi kommer att
faleta Vi forvantar oss att soktiden kom-
mer hallasig kring dettavarde. Men varje
sokning tar juinte likalang tid.

— Hur mycket varierar soktiden kring
medelvardet?

— Vad & sannolikheten att soktiden blir
precis likamed en viss tid?

— Vad & sannolikheten att man behdver
leta kortare an en viss tid, d v s att den
sokta boken kommer att befinna sig
bland de x forsta?

Den senare typen av frégastéller sig dator-
konstruktorer idag. Nar man konstruerar
datorer for vissa andamd vill man ibland
placera ett litet, snabbt (och dyrt) buffert-
minne, en sk cache, mellan processor och
primédrminne. Problemet & att valja ratt
cachestorlek. Man vill att cachen skavara
sa liten som mojligt samtidigt som de of -
tast anvanda enheterna ska fa plats. Det
man inte hittar i cachen maste sokasi det
"vanliga®” primarminnet.

| borjan beror béckernas ordning i bok-
hyllan mycket pa hur de stod fran bérjan,
men efter entid har hyllan” glémt” hur den
startade — move-to-front-algoritmen be-
stdmmer ensam hur det ser ut. De mate-
matiska uttrycken i svaren pa fragorna
ovan blir da enklare och i ndgon mening
mer generella (eftersom det nu inte léngre
beror pa hur vi borjade).

— Hur ser det ut efter lang tid?

"Langtid” i matematiskatermer betyder i
allmanhet att man |atit tiden ga mot oand-
ligheten. | praktiken vill man dock inte
vantasalange utan vill &tminstone approxi-
mativt kunna anvanda resultaten tidigare.
Hur l1dnge maste man véanta innan det gar
bra?

— Hur 18ng tid & ”18ng tid"?
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Liksom tidigare beror svaret pa hur de oli-
ka populariteterna ser ut.

Y tterligare en parameter som vi kan lata
ga mot oandligheten ar antalet bocker.

— Vad hander nér antal et bocker blir stort?

Alfabetsordning

Hittills har vi bara anvént bockernas olika
populariteter for att sortera dem men det
finns ju dessutom en k&nd ordning mellan
dem — afabetsordningen. For att ta vara
pa aven denna information bygger vi om
var hyllatill en mer mobil-liknande struk-
tur: Forsta boken hanger vi nér-
mast taket och monterar fast tva
krokar, eni bokensvarderanedre
horn (se figur 1). Dessutom l&ag-
ger vi pAminnet vad boken har for
titel. Nasta bok hanger vi sedan i
vanster krok om dess titel kom-
mer fore i afabetsordning (eller
ar enkopiaav denforsta). Annars
hanger vi den i hoger krok. Dér-
efter monteras krokar dven pa
denna bok och vi upprepar sam-
ma forfarande tills alla bocker
héanger i mobilen. Var bokhylla
har nu antagit formen av ett binart
soktrad.

Om trédet &r balanserat, d v s
om det barafinns friakrokar nér-
mast golvet, och vi soker enligt
sammaprincip som tidigare—bor-
jamed boken narmast taket, jam-
for successivt titel for titel tillsvi
ar framme —kommer vi nu kunna
utesluta hdlften av de kvarvaran-
de kandidaternai varje jamforel -
sesteg. Sag t ex att vi soker den
bok varstitel kommer alraforst i
alfabetsordning. Forst jamfor vi
med boken nérmast taket. Eftersom titeln
vi sbker kommer forei afabetsordning vet
vi att den maste hanga nagonstans under
vanster krok. Vi kan déarmed utedluta ala
som hanger under forstabokens hogerkrok.
Pa samma sétt blir det i allafoljande jam-
forelser tillsvi hittat det vi sokte.
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Som tidigarevill vi nu att populé&rabocker
automatiskt ska hamna i boérjan av struk-
turen, vilket nu betyder "néara taket” (vi
borjar ju altid vart sokande med att jam-
fora med boken narmast taket). | analogi
med move-to-front flyttar vi darfor den bok
vi sokt ratt pa overst i tradet. Nu kallas
metoden move-to-root (flytta/det sokta/ till
roten) eftersom boken nérmast taket, den
trédet "vaxer” och forgrenar sig fran, kal-
|as trédets rot.

| move-to-front-fallet forblev den inbor-
des ordningen mellan bdckerna of rand-
rad bortsett fran att den sokta boken flyt-
tades framst. Nu blir det betydligt mer
komplicerat. Om vi bara flyttade
den sOkta boken till roten skulle
bokstavsordningeni tradet forsto-
ras och darmed skulle hela vitsen
med binara soktradsstrukturen ga
forlorad. Varje gang nagot flyttas
till roten maste vi saledes moble-
raom storadelar av trédet.

Det gdller alltsaforst och framst
att genomskada dels hur tradet
l&ampligen bor mobleras om och
dels vad det innebér for de olika
bockernas positioner sa att man
kan hallaredapavad soktiden blir
for den bok slumpen bestdmmer
att vi ska soka.

Antag for enkelhets skull att vi
har bockerna 1,2,...,8 i féljande
binéra soktrad:

Dettadr baraett av 1430 olika sétt att ord-
na dessa bocker i ett binért soktrad.

Antag vidare att vi just anropat ”5” och
nu ska flytta 5" till tr&dets rot. Tricket
bestar i att genomfora forflyttningen steg-
vis.

Figur 2
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Figur 4

Borja med att gora ”5” till rot i narmast
storre deltrad, dvsflytta”5” till "2":s nu-
varande position som i figur 3. Haka loss
2" for att goraplats & "5, drai "5” och
fast deni ” 7" :svansterkrok. Nu maste” 2"
in i tréadet igen sa att vi inte tappar bort
den. Eftersom 2<5 hanger vi 2" i "5":s
vansterkrok. Det innebér att vi maste haka
loss” 4" for att goraplats. Men4>2s3"4"
passar precis i "2":s lediga hdgerkrok (i
vilken ”5” héngde innan vi borjade mdb-
lera om).

Nuér”5" en nivanarmareroten och ord-
ningen mellan bockerna & fortfarande in-
takt. Upprepa samma procedur for att flyt-
taupp "5" ytterligare en niva, se figur 4.
Flytta tillfalligt pa 7", dra upp "5", fast
"7" 1 "5":s hogerkrok eftersom 7>5 och
"6" i " 7":svansterkrok eftersom6<7.”5"
ar nu rot till hela det (fortfarande) binara
soktrédet och vi har genomfért en move-
to-root-operation.

Observera att de bocker som inte om-
namnts vid omflyttningarna bara foljer
med sina " forfader”.
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Soktiden méts &ven har i det antal jamfo-
relser vi maste gora for att finna den bok
vi vill ha. Med samma terminologi som i
slékttrad ges nu soktiden av antalet forfa-
der, de bocker vi passerar pavagen ner fran
roten till den soktaboken, plusett (for den
sista jamforelsen som talar om att vi &
framme). Det racker altsa att halla reda
pa vilka forfader varje bok har och hur
dessa slaktforhallanden éndras nér en viss
bok flyttastill roten.

De fragor vi vill besvara & vasentligen
desamma som tidigare: Hur lang &ar sokti-
deni genomsnitt? Hur mycket varierar den
kring detta medelvarde? Hur ser sannolik-
hetsfordel ningen ut?V ad hander efter 1ang
tid?Vad hander nér antalet bocker blir stort
(gar mot oandligheten)?| det hér fallet blir
sannolikhetsf 6rdel ningen for soktiden oer-
hort komplicerad sa frégan vad som héan-
der omvi har valdigt mangabocker &r fort-
farande till stor del obesvarad utom i det
speciellafall att alla bocker &r lika popu-
lara.
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Ytterligare en frdga man kan stélla sig |
tradfallet &r:

— Vad hander i véarsta fall och nar intraf-
far detta?

Det bésta som kan handa & forstas bade
nu och i fallet med den vanliga bokhyllan
att vi alltid vill haen och sammahbok. Den
kommer daatt st framst helatiden och vi
behover inteletaalls. Varstafallet, dvsda
vi far den maximala soktiden, intréffar i
den vanliga hyllan om alla bocker ér lika
populdra och vi altsa inte kan ”sortera
bort” nagra impopuldra som vi kan stélla
langst bort.

L &nge trodde man att sasmma sak géllde
for trd&d men om man verkligen provar vi-
sar det sig att det blir annu vérre (langre
soktid) om de forsta och de sistabdckerna
(i alfabetsordning) & nagot mer populéra
andeovriga. Det & av avgorande betydel -
se att det &r just det forstaoch de sistasom
ar mest populéra. Nér de bildar rot tvingas
namligen alla andra bocker att hénga un-
der endast den enaav krokarnafor att bok-

stavsordningen skastammaoch dahar man
intelangre nagon gladje av tradstrukturen.,
Vérsta-fallsuppforandet forklaras av att tré-
det kommer att vaxla mellan extremt oba-
lanserade | &gen.

Hittillshar vi baranumeriskaresultat om
det hér fenomenet. Exakt vad som hander
och hur man beskriver (och bevisar) det
analytiskt ar en av de fragor som aterstar
att besvara.
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Matematiken 1 historien

Jan Thompson

| laroplaner och kursplaner betonas det historiska perspektivet. Hur har matematiken upp-
statt och vilken roll har den spelat. Pa vilket satt &r den en del av var kultur?

Den har boken ger en nédvandig oversikt av den matematik som moéter oss i historien.
Hur har olika begrepp bildats? Uppmarksamhet dgnas at ursprungliga, informella 16s-
ningsmetoder i egyptisk, babylonisk, grekisk och indisk matematik samt i den matematik
som utvecklats i vasterlandet fran 1100-talet och framat. Den kinesiska matematiken finns
med. Deras metoder var i manga fall [angt fére motsvarande i andra lander.

Syftet ar att soka den finita matematikens rotter. Tva huvudtraditioner presenteras, en
réakneglad orientalisk och en grekisk, mer deduktiv och begreppsorienterad. Ett lysande
exempel pa den senare traditionen ar ju Elementa.

| borjan av 1600-talet mots de tva i den symboliska abstraktionen. Denna ar en forut-
sattning for de framsteg som gors inom matematik under 1700-talet. Under 1800-talet
leder den till den abstrakta algebran.

Innehallet ar inspirerande presenterat med ett rikt och distinkt sprak som alltid nar det
géaller forfattaren, Jan Thompson, hogskolelektor i Karlstad. Matematik i historien &ar ett
vardefullt komplement till larobdcker i matematik i gymnasieskolan. Som kurslitteratur
inom lararutbildningen torde den inte kunna undvaras. Med tanke pa den svenska
matematiklararutbildningens historieloshet ar den sékert efterlangtad och livgivande i verk-
samma larares fortbildning. Ovningsbok kan bestéllas separat.

Matematik i historien ar en forkortad version av Historiens matematik, som utgatt ur
forlagets sortiment, men fortfarande finns tillganglig pa bibliotek.

Matematiken i historien ISBN 91-44-60081-X utges av Studentlitteratur AB.
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