Strovtag

med Joran Petersson

Sasongsmatematik

Liksom Krosa-Maja skrimde Emil och Ida i Lénneberga med berittelser om
varulvar, skrimmer méinga skolungdomar idag sig sjilva med fantasylitteratur.
Aven matematiken har sin fantasylitteratur. Ja, hela matematiken ir fantasi
— mycket anvindbar sddan. Vet forresten dina elever att hixor, monster, dra-
kar, sndflingor, svampar och hjirtan ocksa finns i matematiken? Med hjilp av
grundskolematematik ska vi fantastiskt nog ta en titt pa en del av den matema-
tik som virldens ledande matematiker brottades med runt ar 1900.

1. Bbrja med en stréicka

2. Erscitt den mittersta
tredjedelen med en “spets”.

:

3. Upprepa detta pd alla
delstréickor.

:

4. Upprepa igen

;

5...ochigen

;

6...ochigeniodndlighet.
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\Von Kochs pepparkaka — en konti-
nuerlig kurva utan tangent!

Bilden hir intill forestiller Helge von Kochs
snoflinga i form av pepparkaka och det smakar
ju gott i juletider. For att forstd rubriken och se
hur kakan smular sig, definierar vi en kontinuer-
lig kurva som en kurva vi kan dra utan att lyfta
pennan och tangent som att det finns endast
en riit linje som snuddar kurvan utan att korsa
den. Observera att orden "endast en” ir vik-
tigt hir. Som alla bor veta dr ju matematiker
inte alls ridda for spoken och zombier men liv-
ridda for tvetydigheter. Vid ett horn finns det
flera linjer som snuddar kurvan utan att korsa
den, men matematikernas krav pa "endast en”
siger att vi inte far kalla det for tangent om det
finns mer dn en linje att vilja pa. (Antikens gre-
ker anvinde denna gamla definition av tang-
ent. Definitionen fungerar inte for bokstaven
S, diir tangenten i &tminstone mitten av boksta-
ven skir s-kurvan. Det finns en bittre modern
definition som vi kan limna till en annan ging)
Helge von Koch var en svensk matematiker som
ar 1904 stillde frigan om det finns en kontinu-
erlig kurva som saknar tangent. Han var egent-
ligen ute efter att problematisera funktionsbe-
greppet. For grundskoleelever kan vi strunta
i det diven om gymnasister kan ha nytta av att
veta det. Han besvarade sjilv sin friga genom
att, som pa illustrationen, konstruera det
som kom att kallas von Kochs sniflinga (eller
pepparkaka).

Helge von Koch visade att denna kurva, en
av de forsta fraktala kurvorna, i varje steg (1)
forblir kontinuerlig och (2) att de kortare rak-
strickorna gir mot lingden noll och dérfor bara
har hérn och dirmed inga tangenter.




Monster, drakar & damm

Vi fortsitter pa temat fantasy. Kurvor ir endimensionella och har diirfoér arean
noll. Eller lurar en monsterkurva i vassen ...2 Lat oss undersoka! Forst behover
vi veta nigot om forhallandet mellan meter, kvadratmeter och kubikmeter.
Betrakta potensekvationen

lingdskaladimension = dimensionsskala.

Exempel: Lingdskalan mellan meter och decimeter ir 10. Eftersom area
har dimensionen 2 och volym dimension 3, ger denna ekvation att areaska-
lan mellan m? och dm? blir 102=100 och volymsskalan mellan m® och dm?
blir 10°=1000. Matematikern Felix Hausdorff sig pa det hela s hir: Istillet
for att berikna dimensionsskala genom att stoppa in lingdskala och dimen-
sion, stoppar vi in dimensionsskala och lingdskala och beriknar dimensionen.
Det dr ungefir som att siiga att "eftersom vi ser att vi kan ligga en kvadratme-
ter av hundra kvadratdecimetrar, far vi ekvationen 104mensior =100 och vi kan
da berikna att dimensionen =2”. Liksom Hausdor{f gjorde s ska vi leka med
ekvationen ovan i foljande fyra exempel.

1. Vikan delain en kvadrat i nio smakvadrater och se att ekvationen
blir 3dimension — 9 och helt viintat blir Iosningen dimension = 2. Betrakta
nu figurerna i den viinstra kolumnen. Vi delar upp en kvadrat i nio
smakvadrater och klipper bort allt utom mittenkolumnen si att tre
rutor blir kvar. Upprepar vi detta oindligt minga ginger fir vi bara ett
linjestycke kvar. D4 blir 34imension = 3 med uppenbar och vintad 16sning.

2. Pasamma siitt konvergerar andra kolumnen mot en punkt eftersom
vi klipper bort dtta rutor si att endast en ruta blir kvar. Ekvationen
blir 3dimension =1 med l6sningen dimension = 0. En punkt har allts3

dimensionen noll.
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3. Tillfantasylitteraturen hor gamla dammiga slott. Den tredje kolumnen ir
en variant av ett sirskilt sorts matematiskt damm som kallas Cantordamm.
Idén med Cantordamm ir att borja med en striicka (eller rektangel eller
ritblock) och ta bort den mellersta tredjedelen i varje kvarvarade bit.
[lustrera Cantordammet nista ging du skiir upp en rulltarta eller en
brodlimpa — kvar blir bara smulor! Cantordammet visade sig faktiskt
fa en tillimpning i den informationséverforing som internet bygger pa.
For virt Cantordamm har var ekvation utseendet 3dmension = § eftersom
sex rutor blir kvar i varje steg. Om eleverna kan potenser men inte
logaritmer, kan klassen med hjilp av miniriknare tillsammans prova sig
fram med virden pi dimensionen och stinga in ldsningen i intervallet
1,63 <dimension <1,64.

4. En tidig fantasybok iir Alice i underlandet. Hon hittade en kaka med
texten "At mig!”. Har du tinkt pa att kompakta bakverk inte ar lika
smakligt som de som ir pordsa och "svampiga”? Dirfor anvinder vi of ta
jistsvamp nir vi bakar. Svampar forekommer i fantasylitteraturen och dven
i matematiken som Sierpinski sponge och Menger sponge. Dimensionen
for de svampiga figurerna i hogra kolumnen fir eleverna genom att 1sa
ekvationen 3dimension = 8,

S4 langt dr fraktala dimensioner inte si konstigt; klipper vi bort nigot, si
minskar Hausdorff-dimensionen. Men hur ir det med von Kochs sno-
flinga? Ekvationen vi anlitat blir 3¢mesion = 4 eftersom vi ersitter tre bitar med
fyra bitar i den nya figuren. Vi kan med miniriknare prova oss fram till att
1,26 < dimension <1,27. Hir borjar det monstrudsa — en kurva med dimension
storre dn ett. Nir matematikern Giuseppe Peano 1890 upptickte en ytfyllande
kurva, alltsd en kurva med area (dimension =2), blev andra matematiker for-
skrickta. Sddana kurvor kom att kallas monsterkurvor och ndgra hade till och
med volym. En sidan dr Drakkurvan som skapades av John Heighway, Bruce
Banks och William Harter 1967.

Lit klassen experimenteramed att hitta pa kurvor med dimensioner nirmare
2 in1genom att ligga till fler bitar in vad Helge von Koch gjorde. Kanske nigra
av eleverna lyckas? I sa fall har de lyckats med en bedrift i klass med vad virldsle-
dande matematiker gjorde runt ar 1900!
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Haxan i matematiken

Kurvan Agnesis hdixa ir uppkallad
efter Maria Agnesi. Kurvan har for-
men av en vag och dess namn beror
egentligen pi en feldversittning.
Den latinska sjofartstermen ’ver-
soria’ dr pa italienska 'versiera’, vil- A P
ket dock p4 italienska dr en homo-
nym till ordet dklagare, som i sin tur
anvinds om Satan, djivul och hixa
da det hebreiska ordet for dklagare dr 0
Satan. Agnesi sjilv var dock betyd-

ligt mer dngel in hixa. Hon skrev matematiklirobdcker, som i popularitet
bland matematikstudenter kan jimforas med J. K. Rowlings kioskviltare om
Harry Potter. Agnesi ignade storre delen av sitt liv och sin formdgenhet till att
hjilpa fattiga, sjuka och pensionirer.

14 februari — kardioidens dag

Nu till berikningar som kriver bide trigonometriska funktioner
och omvandling mellan polira och rektangulira koordinater. Ett
tips dr att ladda hem gratisprogrammet Octave. Programmet ritar
kardioidens graf med foljande rader:

v=[-pi:0.01:pil; r=(1-sin(v)).A0.5;
x=r.*cos(v); y=r.*sin(v);

plot(x, y);
legend('Kardioidens dag 14/2; plotta (r; v) med r=(1-sin(v)).A0.5’); .

Forsta april i matematiken

Matematiklektioner pi denna dag brukar jag borja med att presentera Banach-
Tarskyparadoxen frin 1924. I korthet innebir den att ett klot kan delas i tva
lika stora delar som vart och ett har samma volym som det ursprungliga klo-
tet. Jo, du liste ritt — volymen har dubblerats. Om nigra elever piminner
om att det iir forsta april, s dr det bara att glatt siiga "Tror ni mig inte?” och
sedan fortsitta med en vanlig lektion, som om inget hade hiint. Nista lektion
kan du piminna om att det faktiskt inte var ett aprilskimt. Det finns forelis-
ningar nistan begripliga for intresserade gymnasister pa youtube om Banach-
Tarskyparadoxen och som kan passa som frivillig lixa. Paradoxen bygger pa
argument som liknar en enkel variant av Cantors bevis for att heltal och brik-
tal har samma kardinalitet, dvs till antalet lika stora oindligheter. Vi férenk-
lar detta argument ytterligare ett steg pa foljande vis, si att det ir begripligt i
grundskolan. Gor en lista med naturliga tal och parallellt med den, listor med
jaimna respektive udda naturliga tal.

Naturliga tal ! 2 3 4 5 6
Jdmnanaturligatal 2 4 6 8 10 12
Udda naturliga tal ! 3 5 7 9 11
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Vi kan nu tycka att antalet jimna tal borde vara hilften av antalet hela tal.
Cantors argument var att

1 detfinns oindligt mdnga jimna tal

2 vikan dirfor bilda en serie par av naturliga och jimna tal (1; 2), (2;4), (3;6)
etc sd att varje naturligt tal och varje jimnt naturligt tal kommer med och
inga tal blir ver.

Detta tog Cantor som bevis for att de oindligt manga jimna naturliga talen ir
lika ménga som de oiindligt manga naturliga talen. P4 samma sitt finns det lika
manga udda naturliga tal som naturliga tal. Vi har alltsd borjat med de natur-
liga talen och delat upp dem i tva hogar med var och en lika manga tal som de
naturliga talen. Ett annat sitt att representera det mirkliga i detta resonemang
ir att anviinda lite algebra. Beteckna kardinaliteten av de naturliga talen med
bokstaven A (standardbeteckning ir egentligen den forsta hebreiska boksta-
ven Alef indexerat med noll). Det vi har gjort dr att dela upp de naturliga talen
itvd hogar, som var och en har kardinaliteten A. Det ser alltsd ut som att vi har
fatt ekvationen A=A+ A, och den stimmer faktiskt for A =kardinaliteten av
de naturliga talen (och dven for talet noll). Men du far aldrig géra misstaget att
divideramed oindligheten eller noll, f6r da far duatt1=1+1, och entydigheten
forsvinner eftersom dven 2=1+1.

Juldag pa skamt

Som avslutning pa sidsongsmatematiken kan vi ta lite talteori kryddat med
matematikhumor. Det var en ging en datalog som tog fel pa alla helgons dag
och juldagen. Varfor da? Jo, datalogen forvixlade 25 dec med 31 okt. Om man
arbetar med plockmaterial, tex tvéfirgade kort, s dr det litt att byta mellan
olika baser och ur figuren se att 25, =31..

Att representera ett tal i basen 10 betyder ju bara att vi delar upp det i hogar
med 10 och vid behov potenser av 10. P4 samma siitt kan vi representera tal i
basen B genom att dela upp materialet i hogar av B och vid behov potenser av B
dir B=2 for biniira, B=8 for oktala tal, men det gar bramed vilket tal som helst,
tom negativa tal. For att skriva exempelvis talet 123, i basen B=(-8) gor du
precis som vanligt. Ansiitt foljande ekvation:

123=0a-(-8)?+b-(-8)' + ¢ (-8)°=64a—8b+c.

For positiva tal ir siffrorna heltal fran noll till hogst basen minus ett. Hir far vi
dock viljasiffrorna a, b och ¢ bland talen 0,1, 2,3, 4, 5,6 och 7 (dvs. basens abso-
lutviirde minus ett). Ekvationen ger oss att 123,=213 Sok girna upp och lis
mer pd webben om denna matematik och deras upphovspersoner. [ |
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