Birgit Aquilonius

Konsten att simulera sannolikheter

Hur sannolikt dr det att tva straffkast i basketboll gar i? Forfattaren delar har
med sig av erfarenheter fran laborationer om sannolikheter som hon anvant
i sin undervisning i Kalifornien men dven i den svenska lararutbildningen.
Fokus ligger pd introduktion av sannolikhetsresonemang i grundskolan.

liroplaner. Ett effektivt sitt att introducera sannolikhet ir att lata elev-

erna utfora simuleringar. I USA finns en serie hiften, Quantitative lite-
racy series, avsedda for grundskoleelever. Dessa hiiften innehéller problemlos-
ningsuppgifter som loses genom att eleverna utfor laborationer och skriver ner
sina resultat. Ofta avslutas lektionerna med att liraren leder en diskussion uti-
frén de sammanstillda resultaten. Nu finns det ocksd méjlighet att simulera
sannolikhet med datorer, men speciellt i grundskolan finns det ett virde i att
arbeta mer konkret, utan datorer. Jag kommer hiir att beskriva fyra laboratio-
ner om sannolikhet med kommentarer till varije.

Jag brukar l3ta eleverna arbeta i par. En elev utfor forsoket, medan den
andra skriver ner resultaten efterhand. Sedan kan eleverna byta roller vid
lampligt tillfille. Detta arbetssitt sparar tid och leder naturligt till samtal om
uppgiften. Laborationerna bor spridas ut éver en lingre tid och liggas in dir
de passar i matematikundervisningen. De har en logisk progression och innan
liraren introducerar en ny laboration bor klassen repetera de lirdomar elev-
erna fatt fran tidigare simuleringar.

I de ligre drskurserna kan tyngdpunkten liggas pd simuleringar och dis-
kussioner av begreppet sannolikhet. Utgingspunkten bor da vara definitio-
nen av experimentell sannolikhet dvs

Sannolikhetsléra har i Lgr1l fitt en mer framtridande roll in i tidigare

antalet forsok med gynnsamma utfall
totala antalet forsok

Resultatet frin en sidan simulering kallas relativ frekvens.

Mot slutet av grundskolan kan resultaten frin simuleringar jimforas med
teoretiska berikningar frin mer sofistikerade berikningsmetoder, exempel-
vis triddiagram och Venndiagram. Om du vill bittra pi dina egna sannolik-
hetskunskaper rekommenderar jag Sannolikhetslira och statistik for lirare
(Britton & Garmo, 2002).

Lgr 11 foreskriver att elever i dk 1-3 ska fa erfarenhet av slumpmassiga handelser i praktiska

och konkreta situationer, som i exempelvis spel och experiment. | 3k 4-6 ska eleverna fa moéta
begreppen sannolikhet, chans och risk genom observationer, experiment eller statistiskt
material fran vardagliga situationer. De ska ocksa fa gora jamforelser av sannolikheter vid olika
slumpmassiga forsok. For ak 7-9 ar innehallet formulerat som likformig sannolikhet och metoder
for att berakna sannolikheten i vardagliga situationer. Progressionen gar fran att eleverna i de
lagre arskurserna far majlighet att resonera om sannolikhet med utgdngspunkt i enkla forsok,
experiment och observationer till att eleverna i de senare drskurserna méter olika metoder att
forutsaga handelser.
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Singla slant

Fritt efter Newman C. M., Obremski, T. E. & Scheaffer, R. L. (1987). Exploring pro-
bability. Palo Alto, CA: Dale Seymour Publications.

Material: Tvd mynt till varje elevpar.

1. Varje elevpar ska singla en slant tio gdinger och notera utfallen i

tabellen.

Summa

Antal med streck Antal med siffror  Relativ frekvens

Krona

Klave

2. Samlaresultaten fran hela klassen i foljande tabell.

Summa

Antal Relativ frekvens

Krona

Klave

3. Jimfor den relativa frekvensen for krona mellan hela klassen och nagra

elevpar.

4. Varje elevpar skanu singla tvd mynt tio gdnger och notera utfallen.
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Antal med streck Antal Relativ frekvens

Tva kronor

Tva klavar

Enavvarje

Summa

5.Berikna den relativa frekvensen for de tre utfallen. Samla hela
klassens resultat och jimfoér med resultatet fran uppgift 1.

Kommentar till laborationen Singla slant

Avsikten med denna laboration #r trefaldig. For det forsta avses
att belysa hur tvd mycket lika forsok kan leda till resultat med tva
utfall (krona och klave) som ir lika sannolika och tre utfall som
inte ir lika sannolika (tva kronor, tvé klavar och en av varje). For
det andra kan man genom att lista alla utfall jimfora resultatet
frdn simuleringen med en teoretisk sannolikhet. For det tredje
ger ssmmanforandet av resultaten frin alla elevparen en illustra-
tion av Stora talens lag: Ett enskilt elevpars resultat kan vara lingt
fran den teoretiska sannolikheten, medan klassresultatet vanli-
gen ir mycket nirmare den teoretiska sannolikheten.




Tva straffkast i basketboll

Fritt efter Gnanadesikan, M., Scheaffer,
R. L. & Swift, J. (1987). The art and
techniques of simulation . Palo Alto, CA:
Dale Seymour Publications.

Material: Gor ett lyckohjul med hjilp
av en penna och ett gem pa ett vanligt
A4-papper. Rita en cirkel och deladen
i fyra lika stora kvartar, dir en av kvar-
tarnarepresenterar ett misslyckat kast.

Uppgift
Tiden dr ute i den viktiga basketmatchen och stillningen dr oavgjord. Alldeles
innan domaren bldste av matchen begick ett av lagen en foul pd en spelare som
lyckas i 75% av sina straffkast. Spelaren fdr tvd straffkast efter en kort timeout.
Vad v sannolikheten att hon lyckas med diminstone ett av sina straffkast och
att hennes lag pd sd sdtt vinner matchen?

Simulera situationen med tva straffkast genom att sitta fart pi gemet runt
pennan, vars spets placerats i cirkelns medelpunkt, och notera i vilken kvarts-
cirkel gemet stannar. Snurra sammanlagt tio ginger. Skriv ner resultatet i en
tioraders tabell. L= lyckat kast, M = misslyckat.

Forsta kastet (L, M)  Andra kastet (L, M)  vinst eller oavgjort

Resultatet kan diskuteras med eller utan att klassens data sammanfors.
© [ hur manga av de tio simulerade fallen vann det lag som gjorde straffkasten
pé slutet av matchen?

o Vad blev den simulerade sannolikheten for vinst?

Kommentar till laborationen Tvd straffkast i basketboll

Avsikten med laborationen ir bla att ge en geometrisk representation av san-
nolikhet, vilken kan underlitta forstielsen av sannolikhetsbegreppet, speciellt
for elever med visuell lirandestil. En diskussion av begreppet komplement till en
héndelse kommer naturligt upp eftersom det iir littare att beriikna sannolikhe-
ten av att laget inte vinner matchen efter straffkasten. Eleverna inser att sanno-
likheten att missa ett av straffkasten dr 1/4 eller 25%. Sedan ir steget inte langt
till att se sannolikheten av att inte vinna dr 1/4 av 1/4, alltsd 1/16 eller 6,25%. Det
foljer da att sannolikheten av vinst blir 100 % — 6,25 % eller 93,75%, d vs en san-
nolikhet av 0,9375. Hir anviinds ordet hindelse i betydelsen av dess formella
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definition som en delmingd av utfallsrummet. Utfallsrummet, i sin tur, ir ming-
den av alla mojliga utfall.

I samband med laborationen kan man ta upp begreppen sikra héindelser
med sannolikhet 1 och omdjliga hindelser med sannolikhet 0. En diskussion
dir eleverna placerar in hiindelser pa en tallinje mellan O och 1 brukar bli livlig.
En naturlig friga som brukar komma upp under simuleringen #ir: Om forsta
straffkastet gir in och det ir klart att laget vinner, genomfors inda det andra
straffkastet? Svaret pa den frigan ir "Ja”.

Minibussen

Fritt efter Gnanadesikan, M., Scheaffer, R. L. &
Swift, J. (1987). The art and techniques of simulation.
Palo Alto, CA: Dale Seymour Publications.

Material: En slumptalstabell 0—9.

Uppgift
Karin har en minibuss som hon kor frin stadens torg

till en ndrliggande flygplats varje vardagsmorgon.
Bussen har nio passagerarplatser. Folk kiper biljetter i
forvig, men i genomsnitt kommer inte 10% av de som
képt biljetter. Déirfor siljer Karin tio biljetter for varje
dags resa. Vissa dagar kommer tio personer. Uppskatta
sannolikheten for det pd en given dag.

Simulering

1. Anvind en tabell med slumpmiissigt ordnade tal i simuleringen. En sddan
tabell har lika ménga nollor, ettor, tvdor, treor, fyror, femmor, sexor, sjuor,
attor och nior. Siffrorna ir inte ordnade i nigot speciellt ménster.

2. Blunda och peka med en penna nigonstansi tabellen. Miirk sedan tio
siffror i rad med borjan pd den siffra som du pekade pa niir du blundade.
Noterai tabellen nedan hur méinga av dina tio siffror som inte var nollor.

Dag Antal personer  Fér manga? (ja/nej)

3. Eftersom 10 % av de som kopt biljetter inte kommer liter vi siffran O
beteckna en person som kopt biljett men inte kommer, medan siffrorna
1-9 betecknar de personer som kommer. Dirfor betecknar antalet siffror
dunoterade i forra steget hur manga personer som kommer.

4. Fortsitt och lis av grupper med tio siffror och notera hur manga personer
som kommer dag 2, dag 3 etc.
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S. Efterattalla deltagare fyllti sina tabeller ska resultaten redovisas i helklass.
Uppskatta sannolikheten att det kommer fler in nio personer genom att

anvindafoljande kvot: antal dagar med for manga personer

antal dagar

Kommentar till laborationen Minibussen

Den teoretiska sannolikheten fér minibussuppgiften kan beriiknas genom att
fora foljande resonemang: Den som kopte biljett férst kommer med en sanno-
likhet av 0,9. Nista biljettkdpare kommer med en sannolikhet av 0,9. Alltsa
ir sannolikheten att de tvi forsta biljettképarna kommer 0,9°0,9 = 0,81
Fullfsljer vi detta resonemang f6r alla tio biljettkdparna fir vi sannolikheten
(0,9)°=0,35att alla kommer.

En diskussion av slumpmiissighetens betydelse i statistiksammanhang kan
tas upp i samband med minibussuppgiften. Eleverna far veta att vil utfoérd sta-
tistik fordrar att urvalet av personer sker efter samma princip som urvalet av
siffror i tabeller av slumpmiissiga tal. Minibussuppgiften kan iven leda till en
mer generell diskussion av modellering — att en modell #r just en modell och
dirfor aldrig kan innehélla all den information som den modellerade situatio-
nen innehéller. I minibussuppgiften ir det exempelvis frestande att tinka pa
varije siffra, tex 2, som en representant for en specifik person som kopt bil-
jett. En sidan identifikation leder dock till problem i de fall en serie innehéller
samma siffra mer in en ging. Allt den hiir simuleringen modellerar ir en situa-
tion i vilken man tio ginger viljer ett objekt av tio mdjliga och diir varje val har
sannolikheten 0,9 att bli lyckat.

Nyfédda och deras modrar

Fritt efter Rossman, A. J., Chance, B. L. & von Oehsen, J. B. (2002). Workshop
statistics. Discovery with data and the graphing calculator. Emeryville, CA: Key
College Publishing Press.

Material: Sax och tva kraftiga A4-papper till varje
elevpar. Det ir viktigt att det inte gar att se genom

pappret.

Uppgift
Antag att en natt pd ett sjukhus foder fyra médrar

(Alm, Bjork, Carlsson och Dahl) var sin pojke. Varje
mor ger sitt barn ett fornamn som bérjar pd samma
bokstav som hennes efternamn: Adam Alm, Bertil
Bjork, Christian Carlsson och David Dahl.

Anvind dina kunskaper om sannolikhet for att
beskriva vad som skulle hinda om sjukhusperso-
nalen helt slumpmiissigt skulle placera de nyfodda
hos médrarna.

a. Hur ofta skulle &tminstone en mor fa riitt barn?

b. Hur ofta skulle varje mor fa riitt barn?

c. Vilket ir det troligaste utfallet?
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Simulering

1. Arbetaipar. Klipp itu ett A4-papper i fyra delar och skriv ett barns namn
pavarje. Vik ett A4-papper ifyra lika stora filt och skriv en mors namn
ivarje. Blanda de fyra korten vil, med namnsidan ner, och placera dem
slumpmiissigt pa varje del av A4-papperet. Vind till sist pa korten for att
se vilken mor som fick vilket barn. Notera hur minga modrar som fick ritt
barn. Pricka av resultatet med snedstreck i nedanstaende tabell. Gér om
forsoket tio ganger.

0 1 2 3 4 Summa

Antal modrar med ratt barn | | | | | | |

2. Sammanstill gruppernas resultat pa tavlan i foljande helklasstabell:

0 1 2 3 4 Summa

Antal modrar med ratt barn

Relativ frekvens 1,00

3. Besvara fragorna a—c ovan med hjilp av helklasstabellen.

Kommentar till laborationen Nyfodda och deras modrar

De teoretiska sannolikheterna beriknas genom att lista alla de 24 permuta-
tionerna av A, B, C och D. Lt forsta positionen i permutationen represen-
tera mamma Alm, andra positionen mamma Bjork, tredje positionen mamma
Carlsson och fjirde positionen mamma Dahl. Bokstiverna A, B, C, och D mot-
svarar barnen Adam, Bertil, Christian och David. D motsvarar ABCD att alla
mammor fick ritt barn, BACD att bara mamma Carlsson och mamma Dahl
fick ritt barn, etc. De teoretiska sannolikheterna blir d&

0 1 2 3 4 Summa
Antal (permutationer av 24) 9 8 6 0 1 24
Teoretisk sannolikhet 0,375 ~0,33 0,25 0 ~0,04 ~1,00

Nir jag genomfor den hiir simuleringen ir det roligt att hora hur det ena elev-
paret efter det andra upptiicker att de aldrig far "tre ritt” och hur paret sedan
logiskt resonerar sig fram till att det &r en omgjlig hiindelse. Ovningen kan
anvindas till att introducera betingad sannolikhet utan att nddvindigtvis ter-
men anvinds. P4 sa sitt skiljer sig denna laboration fran de tre tidigare labo-
rationerna. Antagandet i de tre féregdende laborationerna var att de steg som
hindelserna bestod av var oberoende av varandra. Sedan kan man ju diskutera
hur realistiskt ett sidant antagande ir.
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Slutkommentar

Min erfarenhet ir att om undervisningen om sannolikhet tar sin utgings-
punkt i laborationer, engageras elever i den slags matematiska diskussioner
som vi matematiklirare girna strivar efter. Problemlésningsférméigan, reso-
nemangsférmagan och kommunikationsférmagan aktiveras. Férutom samtal
om kunskapsstoff specifikt relaterat till sannolikhet, far jag under mina lek-
tioner bland annat hora elevers omvandlingar fram och tillbaka mellan brik
och procent, diskussioner om relativa storleken mellan brak samt andra viktiga
taluppfattningsfragor.
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P& Namnaren pa natet finner du elevblad for de laborationer
» som beskrivs har samt en slumptalstabell 0-9.

Venn-diagram

Venn-diagram har fatt sitt namn efter den
brittiske logikern John Venn (1834-1923).
De kan bland annat anvandas for att
illustrera utfallsrum inom sannolikheter.
Lds mer pd exempelvis
sv.wikipedia.org/wiki/Venndiagram

En aktivitet finns i Stravorna,
se 1DF5DF Venn-diagram.
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