Boolesk algebra - lonsamt
skolamne

I Némnaren nr 3, 2000 presenterades projektiv geometri.
Hir foljer en presentation av boolesk algebra med exempel
pd hur den stoder andra omrdden i undervisningen.

Varfor "lonar det sig” att undervisa om

boolesk algebra?

Uttrycket anvinds ju dagligen pd tal om
foretag och vinster, och for all del, visst kan
boolesk algebra te sig 1énsam ur denna as-
pekt med tanke p4 en framtida anstillning
inom IT-branschen, men jag tinker p na-
got annat. Jag tinker pd en studie- och ar-
betstid som engagerar och utvecklar gym-
nasieelever och som darfér upplevs som me-
ningsfull av dem. Det finns ett par mate-
matikomriden, som verkligen ir lénsamma
men som inte gynnats eller ens tagits upp i
gymnasieskolans liroplaner. Manga ars er-
farenheter i Kristoffer-
skolan och i vuxenkur-
ser har visat mig att pro-
jektiv geometri och
boolesk algebra ar frukt-
bara 6vningsfilt som
borde bli disponibla
inom gymnasieskolans
ram. Trots att dessa tva
omriden har skilda ka-
raktirer finns det flera
faktorer, inte minst pe-
dagogiska, som de har
gemensamt.
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Béda erbjuder

e intressanta historiska bakgrundsskeen-
den

® symmetri, baserad pa en genomgéende
dual uppbyggnad

e bra tillfillen till studier av axiomatik

e stor spinnvidd mellan det 4skadliga
och det abstrakta

e pitaglig praktisk anvindning

¢ problemldsning som utmanar bade
logik och kreativitet

Det ir denna maéngsi-
dighet som gor imnena
fruktbara for de allra
flesta, for elever med
skiftande forutsittning-
ar. Redan det att inne-
hallen byggs upp fran
griasrotsniva, saledes
inte kriaver en hel del
forkunskaper som t ex
funktionslidran, verkar
engagerande.




En banbrytare

Attributet "boolesk” hirror fran den engel-
ske matematikern George Boole (1815 -
1864), som fran 1849 och fram till sin tidi-
ga dod var verksam som professor vid ett
nyinrittat college i Cork p4 Irland. Han var
mycket uppskattad som skicklig, pedagogisk
foreldsare. Fru Mary Boole redigerade pe-
dagogisk-psykologiska anteckningar, som
Boole samlat utur sina erfarenheter som
lirare, och lit postumt utge en skrift med
titeln Boole’s Psychology.

George Boole var inte den ende som ar-
betade med symbolisk logik. Att man hed-
rat honom med beteckningen boolesk alge-
bra beror frimst pa att han skrev ett stan-
dardverk, vars titel dr An investigation of the
laws of thought on which are founded the
mathematical theories of logic and probabili-
ties, i kortversion The Laws of Thought
(1854).

Boolesk algebra utvecklades ur "symbo-
lic logic”. I en bok &r 1881 med just denna
rubrik introducerade John Venn det diagram
som uppkallats efter honom och som er-
bjuder eleverna en mycket &skidlig form av
boolesk algebra, frimst mingdalgebra.

Mangdoperationer

I figur 1 representerar cirklarna A och B tva
mingder av objekt, t ex personer. De utgor
delmingder av en grundmingd I. Exempel-
vis kan denna omfatta 100 motionerande
personer av vilka 70 tycker om attjogga (A)
och 55 gillar cykelturer (B).

1100

A 70 B 55

Figur 1

Ur dessa data kan man dra flera slutsatser,
tex att

1. minst 25 och hégst 55 personer gillar
bade att jogga och att cykla

2. minst 70 och hogst alla gillar att jogga
eller att cykla eller bddadera

Av dessa resultat sigs (1) ge antalet perso-
ner som tillhor

snittet till A och B: An B

och (2) ge antalet personer i

unionen av A och B, A0 B

Diarmed har vi exemplifierat tvd operatio-
ner i en mingdalgebra, snitt och union. En
tredje operation ir komplementbildning: till
varje delmingd M hor ett komplement M’
omfattande de element i grundmingden
som ej tillhor M.

Utover en rad aritmetiska problem, som
kan ges betriffande tv4, tre eller fler ming-
der och som bl a kan avse minimi- eller
maximiantal, erbjuder mingdalgebran oli-
ka typer av algebraiska problem.

A B

Figur 2

Det kan vara att i ett Venn-diagram med
tre 6verlappande mingder A, B och C mar-
kera en algebraiskt given mingd, t ex
(An B)I(A 0 C)

Omvint kan uppgiften vara att ge en alge-
braisk tolkning av en grafiskt given mingd,
som i figur 2. Hir giller det att dela det
givna omradet i bitar som kan fi 6verlappa
varandra. Eftersom uppdelningen kan go-
ras pa olika sitt har det algebraiska svaret
alternativa former. Till mingden i figur 2 ir
t ex foljande svar ekvivalenta:

(AnB)0(BnCQ) 9]
(AnB)O(AnC)O(Bn C) (2)
och

(AnBnC)o(AnC)o(A' nBnC) (3)
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Av dessa tre uppdelningar innehéller (1) och
(3) ej-overlappande (disjunkta) mingder,
till skillnad mot (2).

Resultatet visar att uttrycken (2) och (3)
kan forenklas till uttrycket (1). Vi ska ater-
komma till detta nigot senare.

Axiomatik

Tva mycket viktiga identiteter uppticktes
av A de Morgan och kallas efter honom de
Morgans lagar. I mingdalgebrans sprik ly-
der dessa:

(AUB)=A"" B ()
(AnB)=A'0F (5)

Det ir inte svart att verifiera dessa identi-
teter grafiskt i Venn-diagram.

De ir dualiteter till varandra: union och
snitt dr duala operationer.

Med ett dualt uppbyggt axiomsystem
uppndr man att den booleska algebran blir
alltigenom dual. Just tack vare de askadliga
Venn-diagrammen kan eleverna medverka
till axiomsystemets utformning. Samtidigt
med en repetition av den vanliga algebrans
grunder fir eleverna dirvid en god inblick i
vad axiomatik innebir. Bl a finner de att
boolealgebran tack vare dualitet har tva dist-
ributiva lagar, inte bara en som den vanliga
algebran.

Den for dem vilbekanta identiteten:
a(b+c)=ab + ac

har i boolealgebran ett dualt tvillingsyskon,

nimligen a + bc = (a + b)(a + ¢).

En annan pataglig skillnad ar att ab =0
kan gilla utan att vare sig a eller b ar 0. [
mingdalgebran motsvaras 0 av "den tom-
ma mingden”, &.

Exempelvis ir A n B = @ for alla par av
disjunkta mingder A och B.

B

A

X
Figur3. A 0DX=B
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Som figur 3 med sina intervallmingder vi-
sar har en ekvation av typen ADX = B i
regel ej en entydig 16sning. Det ir inte svart
att inse att losningsmingden X maximalt
kan vara B, medan dess minimala omfatt-
ning ir A’ n B. Vi ser hir f 6 att snitt i kom-
bination med komplement gor subtraktion
overflodig som operation.

Algebraisk forenkling

Hur visar man algebraiskt att ett uttryck
som ab’+ ac + bc kan férenklas till uttrycket
ab’+ be? (Dvs hur bevisar man (2) = (1) i
exemplet ovan?)

Det gér man med hjilp av axiom och
satser ur boolealgebran. Lt oss hir ta ett
enklare exempel: kan uttrycket a + a'b for-
enklas?

Svaret ir ja och forenklingen kan genom-
foras med hjilp av foéljande boole-axiom,
dir + och e ir binira operationer svarande
mot 0 och n :

a+a=1

a+bc=(a+b)(a+c)

(punkten e utelimnas i regel)

lea=a
Man fir:

at+ab=(a+a)(a+b)=1e(a+b)=a+b

I forenklingsuppgifter ingdr att eleverna
motiverar varje forenklingssteg genom att
referera till ett axiom eller en genomgéng-
en sats. P4 sd vis 6var de upp sin medveten-

het.

Kreativitet
Att genomf6ra sddana forenklingar pa ett
medvetet-stringent sitt kan kompletteras
med 6vningar som appellerar direkt till elev-
ernas kreativitet. Lit oss se pi en sidan

uppgift i form av ett miangdalgebraiskt pro-
blem (fig 4):

Som ett Venn-diagram visar ar
X=A0(BnC)ochY=(AOB)nC

olika mangder i det normalfall d3 A, B och
C ir 6verlappande.




C C
Figur4. AD(Bn C)och (A0B)n C

Rita nigot eller ndgra Venn-diagram med
tre olika, icke-tomma mingder A, B och C
dir identiteten X = Y galler.

Har dr faltet fritt for olika angreppssitt,
alltifrén trial-and-error till en systematisk-
logisk undersokning. De flesta elever bor-
jar med en ansats i form av en forsoksfigur
och korrigerar denna successivt fram till en
giltig figur. Ett par giltiga diagram visas i
figur 5.

A4 B C . B
C
Figur 5

Kontaktalgebra (switching algebra)

Den praktiska nyttan av boolesk algebra var
inte sa stor fram till 1938, d4 Claude E
Shannon vid Bell-laboratorierna i USA upp-
tickte att boolealgebrans axiomsystem utan
vidare kan anvindas for férenkling av elek-
triska kretsar innehéllande strombrytare
(kontakter, switchar). Mangdalgebran har en
syster, en kontaktalgebra. Efter uppfinning-
en av transistorn (1948) kom relider m fl ritt
stora enheter i de forna "elektronhjirnor-
na” att ersittas med transistorkopplingar,
vilket ledde till de nit av logiska grindar som
utnyttjas i vira datorer. Tack vare Shannons
upptickt kunde tillverkningsprocedurerna
forenklas avsevirt.

a
- -
sms
L L@J
f
f
Figur6 f=a+b f=ab

Fig 6 illustrerar hur parallell- och seriekopp-
ling (de tva grundliggande kopplingarna)
svarar mot bildning av union resp snitt, var-
vid a = 1 innebir "kontakt a iar pd” ocha =0
"kontakt a ar frdn”.

f=1 innebir att kretsen ir stromf6ran-
de, f = 0 utvisar stromlés krets. Vidare gil-
ler I'=00ch0'=1.

Analogin med mingdalgebran framtri-
der dven sprakligt; t ex svarar vid seriekopp-
ling "kretsen ar stromférande om a och b ar
pa” mot "elementet tillhor snittet till A och
B, om det tillhér A och B”.

Figur 7

LAt oss ta ett exempel pa hur algebran kan
tillampas vid forenkling av ett givet kon-
taktnit, kretsen i figur 7.

Den funktion f vars virde ir 1 nir lam-
pan lyser blir

flabe) =f=cla+ab+c)

For att forenkla denna funktion s& langt
som moijligt ska vi se pa ytterligare tv4 axi-
om i boolealgebran, nimligen aa’'= 0 och
a+1=1.

I kontaktalgebran innebir aa’'= 0 att tva
kontakter i serie ger strémlos ledning om
de har motsatta virden, O och 1.

a + 1 =1 svarar mot att en kontakt a i
parallellkoppling med en stromférande led-
ning ej kan spirra strommen. I mingdalge-
braisk tolkning siger de tvd axiomen att
snittet A n A" utgér tomma mingden och
att A 0 I, dvs grundmingden I "utokad” med
en mingd A, forblir grundmingden.

Vi erhéller nu:

f=ca+cab +cc’=ca+ cab +0=ca(l +b)
=ca ® 1 = ac, vilket visar att det givna nitet
kan ersittas med enbart kontakterna a och
c i serie, sdledes en avsevird forenkling.
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Spraket

Spraket har en framtriadande roll i boolesk
algebra. Vi har exempelvis mangder for "an-
tingen A eller B”, "varken A eller B”, "4t-
minstone nigon av A eller B” etc.

Som férut antytts utvecklades booleal-
gebran ur en algebraisering av logik.

Om a betecknar en utsaga, innebira = 1
att a ir en sann utsaga, medan a = 0 visar
att utsagan a ir falsk.

Om a dr utsagan "n dr delbart med 3” (dar
n ar ett heltal) och b dr utsagan "n ér del-
bart med 5” kan vi bilda de sammansatta
utsagorna

"n ir delbart med 3 och # r delbart med 5”
respektive

"n ir delbart med 3 eller n ir delbart med 5
eller bddadera”,

eller kortare:
"n dr delbart med 3 och 5”

respektive
"n dr delbart med 3 eller 5 eller badadera”

Dessa utsagor kallas fér konjunktionen resp
disjunktionen av a och b och skrivs med
symboler a Ob resp a Ub.

De svarar mot snitt resp union i méng-
dalgebran och mot serie- respektive paral-
lellkoppling i kontaktalgebran. Vidare sva-
rar negationen a’ ("n ir ej delbart med 3”)
mot komplement i mingdalgebran och
motsatt kontaktlige i kontaktalgebran.

Nodvandigt och/eller tillrackligt villkor
I den problemtyp som illustrerades i fig 4
kan frigestillningen utvidgas till att eleven
ska utrona vilken forutsittning som dr néd-
vindig, tillricklig eller sdvil nédvindig som
tillriacklig betriffande A, B och C for att en
identitet som

AD(BnC)=(A0B)n C ska gilla.
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En sidan fragestillning kan vara sirskilt
motiverad som tilliggsuppgift for mer for-
sigkomna elever. (Diremot ir det angela-
get att alla elever fir undersdka nodvindig-
het och tillricklighet hos forutsittningar i
enklare problem, t ex betriffande delbar-
het hos naturliga tal. Ett mycket enkelt ex-
empel: vad dr nédvindigt och tillrickligt for
att ett naturligt tal ska vara delbart med 5?)

Summering

Som artikeln torde visa ir boolealgebran
mangfasetterad och erbjuder problemlds-
ning av savil skiftande art som varierad sva-
righetsgrad. Den ger en foérdjupad aspekt
pa algebra liksom projektiv geometri ger ett
vidare perspektiv pa geometri.
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Utover dessa finns en rad bocker om alge-
bra, dir boolesk algebra ingir. Se dven Vi
har list pa sidan 59.




