Kerstin Larsson

Multiplikationsundervisning

| artikeln diskuteras olika multiplikativa situationer och hur de kan anvandas

for att representera raknelagarna. Forfattaren foreslar dven en tankt ldrostig

som kan underldtta generalisering av multiplikation till andra talmangder an
de naturliga talen.

division ir den inversa operationen till multiplikation har det mestaen
motsvarighet for division. Eftersom dessa riknesitt ir ssmmanflitade

bor de behandlas tillsammans och elever bor fa mojlighet att uppticka sam-
band och likheter mellan multiplikation och division, men dven skillnader som
att kommutativa lagen giller for multiplikation men inte for division.

Multiplikation brukar vanligtvis introduceras som upprepad addition. Det
ir dock inte det enda siittet att uppfatta multiplikation. Gérard Vergnaud skri-
ver att Multiplicative structures rely partly on additive structures; but they also
have their own intrinsic organization which is not reducible to additive aspects.
Ettexempel pa hur multiplikation har en annan strukturin addition 4r att mul-
tiplikation hanterar flera olika storheter i samma hiindelse. Om vi kdper 3 d@pp-
len {1 5 kr/ dpple, far vi betala 15 kr. Vi multiplicerar 3 dpplen med 5 kr/4dpple
och far 15 kronor som resultat. D4 vi beriknar area multiplicerar vi lingd-
enheter och resultatet ir areaenheter. I addition arbetar vi inom samma storhet,
vi adderar ett antal dpplen med ett antal dpplen eller kronor med kronor. Ett
annat siitt att beskriva hur multiplikation skiljer sig frin addition ir att varje
ipple i exemplet ovan samtidigt representerar bide ett ipple och fem kr. I fyra
pasar med tolv bullar i varje, representerar varje pase bide en pase och tolv bul-
lar samtidigt. Att uppfatta denna dubbla inneboérd simultant ir enligt Leslie
Steffe en kritisk aspekt for att erdvra en djupare kunskap om multiplikation.

Nir multiplikation utvidgas till andra talomraden ir det nodvindigt att bil-
den av multiplikation som en upprepad addition inte ir den enda. Att 2+ Y2 =14
ir inte enkelt att forstd med hjilp av additivt resonemang. Hur tar man nigot
en halv ging? Annu svérare att tinka additivt blir det da talen ir irrationella, sa
som m+y/2. Hur adderar man "roten ur tva” precis "pi” ginger?

Denna text handlar huvudsakligen om multiplikation, men eftersom

Olika multiplikationssituationer

Det finns fyra multiplikativa situationer som sinsemellan ir olika till sin natur:

o lika stora grupper, som fyra pasar med tolv bullar i varje

<o

rektangelformationer/areor, som rutorna i en chokladkaka

<o

multiplikativa jimforelser, som att fyra ginger s3 manga som tre ir tolv

<

kartesisk produkt, som att tre halsdukar med fyra mossor kan kombineras
pi tolv olika sitt.
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Uppgifter som handlar om lika grupper och area forekommer rikligt i lirome-
del for ak 4-6, medan multiplikativ jimforelse inte ir lika vanligt forekom-
mande. Multiplikation i samband med kartesisk produkt brukar vi i Sverige
traditionellt se som kombinatorik och arbeta med i samband med sannolik-
hetslira och problemlésning.

D4 vi arbetar med lika grupper har de bida faktorerna olika roller.
Multiplikatorn talar om hur manga grupper vi har och multiplikanden hur
manga foremal det ér i varje grupp. Konkret ser det ocksd annorlunda ut om
vi har fyra pasar med tolv bullar jimfért med tolv pasar med fyra bullar i varje
pise. Nir de bada faktorerna har olika roller ger det i sin tur upphov till tva
olika sorters division, delningsdivision och innehdllsdivision.

[ en rektangelformation, eller arean av en rektangel, har bada faktorerna
samma roll. Det finns ingen begreppslig skillnad i vilket av talen 3 eller 5 som
beskriver antalet rader i en diggkartong dir det ligger 15 igg. Om dggkartongen
vrids 90° kommer det som nyss var rader att utgora kolumner. Dirmed blir det
mindre intressant att tala om delnings- och innehéllsdivision i sidana exempel.

Multiplikativ jimforelse ligger till grund for att forsta tex brik, procent,
proportionalitet och skala. Traditionellt arbetar vi en hel del med dubbelt
och hilften, men mindre med andra faktorer i vardagliga ssmmanhang. D3 vi
anviinder procent for att gora relationella jimforelser bygger vi pa multiplika-
tiv jimforelse. Att synliggéra multiplikativa jimforelser inom aritmetikunder-
visningen kan medfora en fordjupad forstaelse for andra matematikomriden.

Att forstd, synliggora och anvanda raknelagar

Vi har tre viktiga riknelagar: den kommutativa, den associativa och den distri-
butiva lagen. Den kommutativa lagen giller for addition och multiplikation och
medger att vi kan viljaivilken ordning vi adderar eller multiplicerar tvé tal, tex
3+5=5+30ch 3:5=5-3. Den associativa lagen giller iven den for bide addi-
tion och multiplikation och gor det méjligt att indra ordningen f6r operationen
da fler dn tva tal ska adderas eller multipliceras, tex (3+4)+5=3+(4+5) och
(3-4)-5=3-(4-5). Den distributiva lagen binder samman addition och multi-
plikation och gor det mojligt att berikna tex 3+ (4 +5) som 3-4 +3-5. Dessa riik-
nelagar gir att férstid med hjilp av olika representationer for multiplikation och
ir mycket anvindbara for att férenkla berikningar.

Aggkartongen ir en modell av multiplikation som rektangelformation som
tydliggdr kommutativa lagen. Det ir samma antal dgg i kartongen dven om vi
vrider den 90°. Detta kan dven yngre elever se och uppleva. Lika grupper som
bullpdsarna ger diremot inte en lika tydlig bild av den kommutativa lagen.
Man kan inte enkelt uppfatta att det ir lika manga bullar totalt i fyra pasar med
tolv bullar som i tolv pasar med fyra bullar. Att inse att multiplikation ir kom-
mutativt oavsett hur stora talen dr ir inte svirt for elever niir de accepterar rek-
tangelformationer som multiplikation. Denna insikt bidrar dessutom till att
det iir littare lira sig alla kombinationer i multiplikationstabellerna utantill, da
antalet kombinationer niirapa halveras.

Distributiva lagen kan synliggdras med savil lika grupper som rektangel-
formationer. Man kan dela upp de tolv bullpisarna i tva (eller flera) grup-
per och multiplicera dem var for sig, for att sedan addera produkterna, tex
10-4+2-4 eller 6:4+6-4. I en rektangelformation kan man gra pi motsva-
rande sitt. Var iggkartong med 3-5iigg kan delas upp i 3-2+3-3 igg. Insikten
hur den distributiva lagen fungerar kan ocksd underlitta inlirningen av
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multiplikationstabellerna. Eleverna kan utga frain de kombinationer som de
kan och addera till storre delar, tex 7-5=4-5+3-5=20+15.

An storre nytta av den distributiva lagen har man da talen ir storre, exem-
pelvis kan 18-12 representeras av en rektangel med basen 18 cm och héjden
12 cm pa centimeterrutat papper. Den innehdller d4 1812 cm2-rutor, som kan
delas upp pa flera olika sitt.

10-6 8:6 9-6 9-6
1810 10-10 8-10

10-6 8:6 96 9-6

18-2 10-2 8-2

Fyra olika sdtt att dela upp 18-12 med stod av distributiva lagen.

Den associativa lagen fér multiplikation ir, liksom den distributiva, anvind-
bar vid multiplikation av storre tal, tex 16-25. En viktig skillnad jimfoért med
den distributiva ir att man faktoriserar en eller bida faktorerna for att fa enk-
lare berikningar. I exemplet ovan, di distributivitet utnyttjades, delades en
eller bida faktorerna upp additivt. For att forenkla 16-25 kan 16 skrivas som
4-4,16-25=4-4-25.D4 kan associativa lagen utnyttjas och 4- 25 beriknas forst,
(4-4)-25=4-(4-25)=4-100. Detta kan illustreras med arean av en rektangel.
Storleken p4 rektangeln, som motsvarar produkten, indras inte dven om vi gor
ena sidan en fjirdedel s3 stor om vi samtidigt gor den andra sidan fyra ginger
storre.

Hdjden i den nedre rektangeln dr en fjirdedel av den évre och lingden dr fyra gianger sd lang.

Det ir alltsd associativa lagen som ligger bakom den berikningsmetod som
populirt brukar kallas dubbelt-hilften. Om man dubblerar den ena sidan i en
rektangel samtidigt som man halverar den andra forindras inte arean, dvs pro-
dukten dr densamma.

Man kan iiven anviinda sig av lika grupper och ta de tolv bullpisarna med
fyra bullar i varje och férdubbla antalet bullar i varje pise samtidigt som anta-
let pésar blir hilften sd manga. Eller gora dubbelt s manga pasar med hiilften
sd manga bullar i varje.

Learning trajectories — larostigar

I engelsksprakliglitteratur skriver man om learning trajectories, dd man beskri-
ver viigar genom matematiken som manga elever visar sig folja da de utvecklar
sitt kunnande. Man anvinder dven uttrycket for att beskriva en tinkt inlir-
ningsging av ett omrade. Ett exempel pa en lirostig for multiplikation ir att
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borja med vardagliga foremal, exempelvis spelkulor eller leksaksbilar, som pla-
ceras i lika stora grupper, tex i pasar eller lidor. Senare &vergdr man till labora-
tiva material, exempelvis multilinkklossar, som far representera de vardagliga
foremalen. Multilinkklossar kan sittas samman i “torn”, vilket gor det moj-
ligt att uppmiirksamma att ett torn samtidigt symboliserar ett torn och flera
klossar. Vardagliga féremal och laborativa material kan placeras i rektangel-
formationer. D3 foremélen placeras sa dr de fortfarande synliga och det gar att
rikna dem. Rektangelformationer med konkreta foremal dr en viktig link for
att utvidga multiplikation fran att tidigare endast ha handlat om lika grupper
till att nirma sig multiplikation som rektangulir area. I rektangelformationen
finns de lika grupperna kvar om vi viljer att se pa foremalen radvis. I en iigg-
kartong med 15 dgg ir det 3 rader med 5 dgg i varje rad, elever kan se de lika
grupperna om 5 igg. Finessen med att ligga dessa dgg, andra vardagliga fore-
mal eller laborativt material som en rektangelformation dr att det ocksa dr moj-
ligt att se lika grupper i kolumnerna. Dé syns det tydligt att vilken som helst av
faktorerna kan vara multiplikator, att kommutativa lagen giller. Successivt kan
dessa rektangelformationer dvergd i rutnit likt rutorna i en chokladkaka eller
kakelplattorna pa en badrumsviigg. Rutorna kan man si smaningom ta bort
och 6vergi till att enbart mita kanterna pa den rektangel som man har format
av sina tinkta rutor.

Parallellt med denna lirostig frdn lika grupper av konkreta objekt (sdvil var-
dagliga foremal som laborativa material) via rektangelformation av konkreta
objekt, dver ett rutniit, till area av en rektangel, far eleverna beskriva multi-
plikation i olika uttrycksformer, t ex med ord och siffersymboler, samt givetvis
arbeta med problemldsning av multiplikativ karaktir dir bide multiplikation
och division anviinds for att 16sa uppgifterna.

Ett undervisningsexempel fran ak 5

Jag fick méilighet att diskutera multiplikation med tva klasser i ik 5. Vi tittade
pé bilder som jag tagit i mataffiren och pé torget. Bilderna visade olika varor
som var ordnade i rektangelformationer, huller om buller samt i ménster som
liknade rektangelformationer. Med utgingspunkti bilderna diskuterade vi hur
man kunde riikna tex alla liskedrycksflaskor pa en stor pall och eleverna kom
snart fram till att det gick att forenkla berikningar genom att multiplicera da
foremailen var ordnade i rader och kolumner. Om det saknades nigra enstaka
var det bara att subtrahera de "tomma platserna”,

Bilden pa apelsinerna visade sig vara mycket bra som ett exempel dir det
inte gar lika enkelt. Apelsinerna ligger prydligt ordnade i ett ménster, men
det drinte lika minga i varje rad och det var minga elever som inte uppmirk-
sammade detta forst. Denna bild kom att
utgdra ett bra motexempel pa vad som inte
ir en rektangelformation.

Eleverna fick sedan en rektangelforma-
tion av prickar och vi diskuterade hur den
var uppbyggd och hur den skulle kunna
anvindas som en hjilp att tinka nir man
multiplicerar storre tal. Eleverna testade att
berikna ett tiotal uppgifter med prickpapp-
ren som tankestdd.
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Rektangelformationen finns
att hamta pa
ncm.gu.se/matematikpapper

Rektangelformationer ordnade i grupper av 5-5 och 4- 25.

Nigra elever diskuterade kommutativa lagen (nej, de visste inte namnet pé
den) och menade att med prickpappret kunde de bevisa att den alltid giller
i multiplikation: Det dr ju bara att vrida pa pappret! Andra tyckte att det blev
tydligt hur multiplikation gir till och att den fortydligade "uppstillningen”
som de brukar anviinda. Ytterligare andra tyckte inte alls om pappret och ville
hellre rikna med siffror i uppstillning som vanligt. Nagra elever, som tyckte
att multiplikation ir svirt och dnnu inte hade lirt sig tabellerna utantill, "sig”
tabellerna i en hundraruta och bad att f4 tejpa fast den pé binken.

Idén att utgd frin rektangelformationer som ir ordnade i grupper ér him-
tad fran artikeln Fostering multiplicative thinking using array-based materials
avJennifer Young-Loveridge.

Sammanfattning

For att bygga vidare pa elevers kunskaper behdver vi starta med multiplika-
tion som upprepad addition, men vi kan inte ndja oss med enbart denna situ-
ation. Aven rektangelformationer och multiplikativa jamforelser behover
belysas med exempel och uppgifter, liksom savil delnings- som innehallsdi-
vision. I annat fall begrinsar vi elevernas méjligheter att forsta multiplikation
i olika situationer och att kunna generalisera sin kunskap om multiplikation
och division med naturliga tal till tal i andra talmingder, tex tal i brakform.
En god forstaelse for multiplikation och division ligger grunden fér minga
andra omraden i matematik som exempelvis brik, procent, proportionella
samband, skala och funktioner. Berikningar kan bli begripliga och utgéra en
kreativ verksamhet di eleverna arbetar med flexibla berikningsstrategier
med utgingspunkt i riknelagarna.
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