Pesach Laksman

Lika och olika langa strackor

Da geobradet

Geobradet ger mojligheter att arbeta med tal, saval heltal som irrationella tal.
Man kan visa att strdckor mellan punkter kan vara lika eller olika ldnga med
hjalp av Pythagoras sats. Har ges forslag pa hur man kan arbeta med stréckor

och dven med en elevs upptackt.

kommer vi att titta pd olika kombinationer av strickor

och se vilka effekter det kan ge inom talteori. Ett vanligt
geobride ir femspiksbridet dir det finns tjugofem spikar pla-
cerade i fem rader och fem kolumner.

Hur mdnga olika linga strickor finns det pd ett vanligt geo-

bride? Vid forsta anblicken kan man bli skrimd av uppgiften.
Hur ska man kunna hélla reda pé vilka strickor som ir riknade?
Och vilka av dem ir lika Ianga?
Hade vi indrat frdgan till Hur mdnga strickor finns det totalt?
skulle vi snart inse att de ir fler in om vi stiiller kravet pa olika
langa avstand. Anda kan den andra fragan klaras av enklare, for
ur matematisk synpunkt dr den identisk med frigan om antal
hilsningar da tjugofem personer i ett sillskap triffas.

Nir vi behandlar den ursprungliga frigan om hur manga
olika strickor det finns maste vi vara mer forsiktiga. Det ir
litt att inse att kortaste strickans spikavstind ir 1 och sidana
strickor finns det ganska manga av (vilket ocks dr intressant att
ta reda pd, men ligger utanfér ramarna for denna artikel). Det
gir ocksa att forstd att ju lingre strickan ir desto firre finns
det, samt att den lingsta striickan ligger diagonalt 6ver hela
briidet och att det finns tvd av den sorten.

Vi startar frin en gemensam spik som ligger i ett hoérn (1t
osssiga den dvre vinstra) och ser att bridet kan delasi tvd sym-
metriska halvor av en diagonal som dras frin spiken. Att gd m
steg at hoger och direfter n steg nedét skapar lika ling striicka
som att ga m steg nedat atfljt av n steg at hoger. P4 det sittet
ser vi att pa andra raden finns det fyra spikar av intresse for oss,
pé tredje tre osv och totalt finns det alltsd 4+4+3+2+1=14.

I E tt geobride kan ge upphov till minga aktiviteter. Hir
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Fig 2. Fjorton olika langa strickor
pd geobridet. Kan du finna alla?
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Sexspiksbrade

En god matematisk sed pibjuder ofta generaliseringar. Dirfor
o e kommer viatt forflytta oss till storre briden. Ar man bekant med
Pythagoras sats och dessutom vet hur forna egyptiska byggnads-
slavar kontrollerade om vinklar var rita genom att anvinda en
sluten lina med tolv knutar placerade p4 lika linga avstiand, kan
man nistan inte undgi att se att pd det utvidgade bridet finns
det bland de tjugo (2+3+4+5+6) strickorna tvi som ir lika
ldnga. Flyttar vi oss tre spikar uppat och fyra at sidan eller fem &t
sidan far visamma lingd, 5.

Fig 3. Tvd lika
langa strickor pd
sexspiksbridet
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Annu storre briden

Vi kan ana att ju storre briden vi har desto storre problem maste det uppsta
med dubbletter, dvs att samma striicka dterkommer mer in en ging, men hur
hittar vi dem? Rent praktiskt skulle vi med hjilp av passare kunna rita bagar
pi ett kvadratiskt punktgitter och hitta punkter pa samma avstand frin den
dvre vinstra spiken. En sddan metod ir inte tillrickligt noggrann och avstiand
som ser ut att vara lika linga behodver inte alls vara det. Ett annat sitt for att
uppticka dubbletter dr att gi via pythagoreiska trianglar — ritvinkliga triang-
lar med heltalssidor.

En elevs upptackt

For manga ar sedan da jag hade en lektion om Pythagoras sats bad jag mina
elever att ta reda pa den andra kateten i den ritvinkliga triangeln med hypo-
tenusan 41 och den kiinda kateten 40. En elev ropade omedelbart 9. Ar denna
metod generaliserbar och i sd fall, under vilka forutsittningar? Elevens kvick-
het ir férstas beundransvird men du som lisare vet forstés inte vad hans slut-
sats grundade sig pa.

Till saken hor att det var det tredje exemplet och det forsta gick ut pd att ta
reda pd hypotenusan i triangeln med kateterna 3 och 4, medan det andra var
att ta reda pa kateten i triangeln med hypotenusan 13 och den givna kateten
5. Skisserna av trianglarna med matten utsatta fanns kvar pd tavlan. Efter att
de 6vriga eleverna hade fatt komma med forslag pa hur deras klasskamrat hade
gjort upptickten och vilka férutsittningar som méste gilla fér att metoden ska
vara tillimpbar, gav jag i uppgift att hitta en ritvinklig triangel med heltals-
sidor diir en av kateterna ir 7. Det tog inte sirskilt ling stund forrin det fanns
nagra hinder i luften med svaret 24 och 25.

Lardomar fran elevens iakttagelse

Vi kan hitta manga pythagoreiska taltripplar sdsom (3, 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24,
25) och (9,40, 41). Varje sidan taltrippel utgér fran ett udda tal, det forsta talet
i trippeln. Men vad hinder om utgingskateten ir ett jimnt tal? Vi kan ju alltid,
utom i de fall da talet ir tvdpotens, dividera talet med 2-faktorer tills vi far ett
udda tal och angripa det som ovan. Direfter forlinger vi sidorna med det divi-
derade talet. Den metoden kan exemplifieras med triangeln diir den kortaste
kateten ir 6. Vi reducerar med den hogsta tvipotensen och fir 3 som ger tal-
trippel (3, 4, 5). Efter forlingning erhalls (6, 8, 10). S& kan vi géra med alla kate-
ter vars lingd inte dr primtal {or att fd med samtliga l6sningar. Som exempel tar




vi talet 15. Dels kan vi pd sedvanligt sitt hitta (15,112, 113), dels kan vi bygga
tvd andra trianglar baserade pa 3 (15, 20, 25) och 5(15, 29, 36). Att metoden
fungerar s viil beror pa konjugatregeln.
Om vi skriver Pythagoras sats p4 ett lite annorlunda siitt &n vad vi ir vana
vid, a? = ¢? = b? = (¢ + b)(c - b), ser vi mekanismen bakom. Vi letar efter
ett talpar med samma summa som den givna katetens kvadrat och diffe-
rensen 1. Tyviirr missar vi en massa taltripplar som baseras pa 4-multip-
lar sdsom 8,12, 16 och 20. Detta kan atgiirdas med en liknande teknik och ¢
en nagot storre arbetsinsats, hiir illustrerad med kateten 20. Tjugo ir ett
jamnt tal och da later vi differensen mellan hypotenusan och den sokta
kateten vara 2. Detta ger 202 = 400; 400/2 = 200; 200 = 101 + 99 och tal-
trippeln blir (20, 99, 101).

Den metoden ger oss, férutom att visa oss en snabb vig till skapande
av ritvinkliga trianglar med heltalssidor, vetskap om alla vertikala strickor

(heltalsstriickor) som har dubbletter bland lutande striickor. Men kan inte
tvé lutande strickor ha samma lingd utan att vara lika linga med nigon
vertikal stricka?

Pensionsdlder och Ramanujan

D3 en av mina kollegor gick i pension blev jag ombedd att hélla ett tacktal. Det
ir allmint bekant att nidr man fyller 65 &r dr det tinkt att man ska kliva av sin
yrkesbana, vilket ocksd min kollega gjorde. Det skulle kinnas underligt om
personens matematikintresse inte hade kommit pa tal och en av ingingarna
till mitt anférande blev just den aktuella ldern. Talet 65 4r det minsta talet
som kan skrivas som summan av tvd kvadrater pa tva sitt. Hir ljog jag lite for att
ett sddant tal ir 50 som kan skrivas som 72 + 1> och 5 + 5 men om kravet ir att
ingen av kvadraterna fir vara lika s talade jag sanning.

Mina tankar gick forstas till Ramanujan. Nir den tamilske matematikern
lag pa ett av Londons sjukhus fick han da och di besok. De flesta patienter
nojer sig med blombuketter i sddana situationer men for Ramanujan forefosll
det vara alltfor prosaiskt. Han foredrog tal, i matematisk mening, som present,
vilket inte fororsakade bestkarna nigon utgift men vil krivde viss uppmiirk-
samhet. D3 professor Hardy kom p4 besok, ursiktade han sig med att den taxi
som han hade ikt med hade ett villdigt ointressant nummer, nimligen 1729.
Ramanujan héll inte alls med. Han konstaterade att det 4r det minsta tal som
kan skrivas som summan av tvd kuber pa tva sitt: 10° + 93 och 12% + T2,

Man kan misstinka att Ramanujan kinde till flera tal med den egenskapen.
Hir ska vi forsoka med en mer ansprakslds uppgift, nimligen hur man hittar tal
som kan skrivas som summor av kvadrater pa tvé sitt.

Kvadrattalens omskrivning

Varje kvadrattal kan skrivas som en summa av konsekutiva udda tal med start
frin 1.

1=1 4=1+3 9=1+3+5
n
16=1+3+5+7 .. nQ:Z(%—l)
i=1
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Nu skriver vi den oindliga summan av konsekutiva udda tal.

1434+5+74+9+1+13+15+17+194+214+23+254+27+29+31+...

Om vi adderar de fem forsta talen far vi 52 = 25, de sex forsta talen
ger 36, osv. Vi ska leta efter "6ar” med tal vars summor ir lika. Ett par
sddana "dar” utgdrs av 3 + 5 + 7 och 15. Vi vet att 3 + 5 + 7 = 15. Men
3 + 5 + 7 kan ocksd uttryckas som (1 + 3 + 5+ 7) — 1 =42 — 12 0och
15som (1+3+5+7+9+11+13+15) —(1+3+54+7+9+11+13)=8-7%
Detta ger att 42 — 12 = 8 — 72 vilket omskrivet blir 72 + 4> = 8 + 12,

Tillbaka till bradet

Med den ovan nimnda metoden kan vi alltsd skapa lika linga strickor vars
lingd inte lingre behover ha heltalsvirden. Gér vi pa vart bride sju steg at
hoger och fyra nerdt far vi en lika lang striicka som om vi hade gitt atta steg ét
hoger och ett uppat. Och lingden av denna stricka ir /65 .
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