Henrik Petersson

Om begreppet begrepp

Elever behdver ta till sig begrepp pa ett djupare plan om de verkligen ska férsta
och kunna anvanda dem i sin problemldsning och i sina resonemang. | artikeln
ger forfattaren exempel pa problem som pa olika satt belyser begrepp.

matematik. Det ir dirfor positivt att begreppsforstielse utgor en av de
betygsgrundande férmagorna i matematikimnet pa bide grundskolan
och gymnasiet.

Varfor dr det da sa viktigt att kunna ta till sig begrepp? Eftersom matema-
tiken byggs upp med begrepp och utsagor om begrepp, ir ett forsta svar dirfor
att vi maste kiinna till begreppens betydelse for att djupare forsti inneborden
av matematiska resonemang och pistienden. Betrakta exempelvis foljande
viktiga sats:

I I‘C)rmégan att ta till sig begrepp ir central vid forstielsebygget i imnet

Om f'(x) >0 for alla x pa ett intervall (a, b), s& ar fstrangt vaxande pa (a, b).

Manga elever har formodligen svart att lisa detta som en sats, da de forknippar
egenskapen striingt vixande med positiv derivata. De liser satsen som ett sjilv-
klart faktum. Genom att blanda ihop egenskaper givna per definition och hiir-
ledda (indirekta) egenskaper pa detta siitt, omkullkastas alla méjligheter till att
forstd hur matematisk teori byggs upp. D4 eleverna s sminingom mater hog-
skolans intensiva studietempo, dir manga begrepp ska bemistras pa kort tid, ir
det stor risk att forstaelsen inte blir den 6nskade. Eleverna forleds att fokusera
pé verktygen kring begreppen (som att identifiera stringt vixande med positiv
derivata) och missar d forstielsen av helheten i teoriframstillningarna.

Det finns idven ett djupare svar pa frigan om vikten av att ha verktyg for
begreppsforstielse. Det ir inte bara viktigt att kiinna till begreppens betydelse,
utan det ir ocksa viktigt att forsta pa vilket siitt en orientering av begreppen i en
problemstillning fungerar som verktyg for att losa problemet i fraga. En gransk-
ning av definitionerna av ett problems begrepp pekar méinga génger ut en rikt-
ning i vilken problemet kan lésas. Som exempel kan vi betrakta foljande utsaga:

Om a ar ett udda heltal s& ar 292 ett irrationellt tal.

Att kunna bevisa detta pastiende ir naturligtvis ett hoppldst foretag om inte
begreppen udda tal och irrationellt tal ir klara. Notera iven att pistiendet
blir platt och svarbevisat dven om det endast finns en begrinsad forstielse om
begreppen udda respektive irrationellt tal. Det ricker inte att kinna till att
ett heltal antingen ir udda eller jimnt samt att reella tal kan delas in i ratio-
nella och irrationella tal, och dirtill kunna lista lite exempel pa de olika sor-
ternaav tal. Vi har fortfarande ingen substans for att kunna behandla problemet.
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En I6sning pa problemet kriiver att vi, pd ett djupare plan, kiinner till hur udda
tal och rationella tal kan representeras. Med kiinnedom om detta leds vi fram
till att forsoka visa att ekvationen p?= g - 2+ saknar heltalslosning (p, ), diir
k idr ett heltal (hir kan man anta att k ir icke-negativt, och hogerledet innehal-
ler d3 ett udda antal tvior medan vinsterledet har ett jimnt antal tvdor i res-
pektive primtalsfaktorisering).

Elevers formaga att ta till sig begrepp

Hur ser det d ut i skolan? Hur ir elevers formaga att ta till sig begrepp? Jag har
inget betydande empiriskt underlag att peka pa mer in mina egna observatio-
ner som lirare. Jag viljer att lyfta fram fljande exempel.

Vid intridesprovet 2012 till Hvitfeldtska gymnasiets spetsutbildning i
matematik, som jag arbetar med, var ett av problemen:

Ett udda tal &r ett heltal n som kan skrivas pa formen n=2-k+ 1, fér ndgot
heltal k. Visa att produkten av tva udda tal ocksa ar ett udda tal, d vs visa att
produkten gar att skriva som 2-heltal + 1.

Detta problem handlar om att kunna ta till sig definitionen av udda tal. Notera
hur 16sningen nistan ir skriven pa nisan for eleven. Trots detta var det ytterst
fa av de drygt 100 skrivande eleverna i rskurs 9 (med ett betygsnitt klart dver
medel i imnet matematik) som léste problemet pé ett godtagbart sitt. Det var
uppenbart hur eleverna var vildigt vilsnai hur de skulle starta en ansats till 16s-
ning och dnnu mer oklart vad en 18sning pa problemet innebar. Fér mig skvall-
rar detta exempel om vikten av att lata eleverna tidigt jobba med hur man
arbetar med och mot begrepp i matematiken. Det handlar om att kunna for-
halla sig till och arbeta inom givna forutsittningar.

Jag ger exempel pa tre typer av uppgifter, utifrin vilka man kan jobba med
begreppet begrepp. Jag har valt féljande namn pa problemtyperna:

1. begreppsrika problem
2. begreppsnya problem
3. begreppsfattiga problem.

1. Begreppsrika problem

Ett begreppsrikt problem ir ett problem som innehéller manga begrepp. En
sddan uppgift signalerar for eleven hur viktigt det ir att forstd alla delar och
detaljer i en problemstillning for att kunna lésa problemet.

Exempel la: Visa att om en summa av ett udda antal heltal 4r udda, s ir ett
jimnt antal termer jimna.

Exempel 1b: I ett brik dr nimnaren 30 och tiljaren summan av tva tal, varav det
ena taletir 9. D4 Brake ska forkorta braket med 3, dividerar han nimnaren med
3'men gor sedan felet att endast dividera talet 9 i tiljaren. Brikets virde blir d&
3/2 ganger storre. Vilket var briket som brikade med Brake?

[ samband med 1b kommer det in en annan aspekt av att kunna ta till sig
given information. Hir 4r det méinga elever som inte svarar pé frigan, de anger
istillet vilket det andra talet i tiljaren ir.
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2. Begreppsnya problem

Begreppsnya problem definieras som problem som innehéller begrepp som
eleven inte har nagon, eller begrinsad, forforstielse av. Vad som kan antas inga
i en elevs forforstaelse dr naturligtvis beroende pa elevgrupp. Eleven utmanas
med den hir problemtypen att verkligen ta till sig den, bokstavligt, vid handen
givna information kring begreppet ifraga. De lir sig arbeta mot definitioner i
bevis och problemlésningssammanhang. Hir foljer ett par exempel pa den hiir
typen av problem:

Exempel 2a: Ett halvtal ir ett tal a saidant att 24 ir ett heltal. Visa att om a och
a+bbidair halvtal, sa dr b ocksa ett halvtal.

Exempel 2b: Ett nollstillepolynom iir ett polynom vars koefficienter alla utgor
nollstillen till polynomet. Bestim alla nollstillepolynom av grad tva.

Detta senare exempel skulle dven kunna falla under kategorin begreppsrikt
problem. Notera att det existerar nollstillepolynom av grad tvé, p(x) =-x*—x
utgodr ett sidant och det finns ytterligare ett.

Den bista formen av begreppsnya problem #r i ssmmanhanget de diir 16s-
ningen ligger "niira” definitionen, d vs d problemet ir nirapa 1st efter att man
har skrivit upp egenskaperna hos begreppen i problemet. P4 detta sitt blir det
tydligt hur viktigt det dr att granska det som ir givet i en problemstillning, som
begreppens definierande egenskaper. Hir ir ett exempel pa problem dir 16s-
ningen ligger nira det givna:

Exempel 2c: Mittpunktsnormalen for ett givet par av punkter A, B i pla-
net bestr av de punkter som har samma avstidnd till A som till B. Visa att de
tre mittpunktsnormalerna svarandes mot en triangels tre par av horn har en
gemensam punkt.

Notera hiir att da det vill konstaterats att mittpunktsnormalerna for tvi av tri-
angelns tre par av horn, sig (A, B) och (A, C), har en unik gemensam punkt, si
folier det per definition att denna punkt dven tillhér mittpunktsnormalen for
paret (B, C).

3. Begreppstattiga problem

Begreppsfattiga problem ir problem som (explicit) innehaller fi begrepp.
Hiir utmanas eleven att sjilv introducera relevanta matematiskas begrepp for
att dver huvud kunna kommunicera en 13sning. Att arbeta med begrepps-
fattiga problem ir ett sitt att visa pd den kommunikativa sidan av ha ett rikt
begreppsforrid som skapar mojlighet for skad precision 1 argumentationen.
Bland de tre framlyfta problemtyperna ir den hir kanske den sviraste att
konstruera. Karaktiren pd problemen blir relativt &ppna fragestillningar.
Ett exempel:

Exempel 3a: Andrea Graf ir mycket intresserad av andragradsfunktioner. En
dag intresserade hon sig for vad ekvationen y = (x —a)? + x? ger for typ av andra-
gradskurva. Hon viljer ett viirde pa a och ritar grafen som svarar mot samban-
det y=(x—a)’+x2 I figuren nedan visas Andreas graf tillsammans med tvd
andra andragradskurvor. Utred, med motivering, vilken av graferna A, B eller
C som maste vara Andreas ritade graf.
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v s Begrepp som kan komma ifrdga hir: nollstille, symme-
trilinje, vertex, koefficient, konkav/konvex, maximi-/
minimipunkt. Man kan dven lita eleverna forsoka upp-
skatta virdet pa a, utifrin kurva B som iir Andreas graf.

Att kunna skilja pd satser och definitioner

Jag har lyft fram betydelsen av att kunna ta till sig begrepp
i kunskapsbygget inom matematik och vidare foreslagit
arbetssitt for att arbeta med begrepp. En friga man kan
stiilla sig iir varfor elever viljer att siitta likhetstecken mel-
lan begreppet striingt vixande funktion och egenskapen
positiv derivata, eller varfor elever (iven de mer drivna) i
3k 9 har svirt att organisera ett bevis for att produkten av tvd udda tal ir udda.
Varfor later eleverna begreppens inneboérd bli synonymt med satser och verk-
tyg kring begreppen, och varfor forstir de inte hur man arbetar mot begrep-
pens definitioner i ett bevisforingssammanhang? Vi kan inte skylla pa elevernas
grundformaga hiir, utan vi bor reflektera dver vad vi som lirare gor och hur syste-
met eleverna moter ser ut. Lat mig lyfta fram ett par tankar.

Som lirare maste vi virda dgonblicket di ndgot introduceras for for-
sta gdngen. Det finns exempelvis idag en tendens till att man méoter duktiga
elevers vilja att lira sig mer genom att forsitta dem i sjilvstudier med nigon
“senare” kursbok. Jag méter sjilv ofta elever som i grundskolan "list in” en eller
flera av gymnasiets inledande kurser pd egen hand. Att lisa in matematik pa
egen hand kriver en mognad som elever pa den hir nivan inte har. De behover
hjilp med att stilla (ritt) frigor vid motet med det nya. Resultatet blir att de
tar till sig begreppen de moter pa ett ytligare plan. Nir eleverna sd smaningom
moter begreppet pa nytt, bir de med sig eventuella missuppfattningar som
péaverkar mottagligheten for nya infallsvinklar. Det finns samtidigt en risk att
elevernas fokus blir lidande da de upplever att "detta har jag sett tidigare”, de
vill hellre se nagot "nytt”.

Jag ska inte uttala mig om grundskolans forutsittningar, med min begrin-
sade insikt, men nir det giller gymnasiet s3 tycker jag att man ska omprova
dagens kurssystem. Detta ir ett stressat system dir mycket tid liggs pa exa-
minationer och bedémning, och det 4r ganska stora volymer matematik som
ska bearbetas och smiltas inom en relativt kort och bestimd tid. Det gor att
det inte finns nigot storre utrymme for att stanna upp och tringa djupare in i
alla de begrepp som behandlas. Som jag varit inne p4 finns hiir en risk att man
(bide som elev och lirare) fokuserar pa rutinmissiga strategier (verktyg) och
missar djupet i de begrepp man arbetar med. Eleverna behéver gora erfaren-
heter dir begreppens definitioner ir av betydelse, exempelvis pa det sitt som
jag foreslagit ovan. Om eleverna aldrig fir mota situationer diir det blir problem
med att exempelvis likstilla positiv derivata och stringt vixande, hur ska de da
forstd vikten av att skilja pa satser och definitioner?
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