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Virka stora 7T

Med utgangspunkt i en felvirkad mdssa studeras begreppet krokning.
Genom att studera ytor med olika typer av krokning ges en antydan
om varfor kvoten mellan omkretsen och diametern hos en cirkel i

planet blir konstanten 7r.

in fru Gisela bérjade virka hirom-
Mdagen. Eftersom hon #r vinster-
hint hade hon inledningsvis vissa
problem - de flesta instruktioner #r gjorda
for hogerhinta och dirmed spegelvinda re-
lativt hur en vinsterhandsvirkare vill ha det.
Efter viss mdda kom hon igdng med nagot
som skulle bli en mdssa. Det hela framskred
dock inte som Gisela ville och hon fragade
mig om jag kunde identifiera vari problemet
bestod. Mitt forsta intryck av skapelsen var
att den inte var rotationssymmetrisk. Gisela
forsdkte se positivt pa det hela och trodde
att formproblemen kanske skulle ordna upp
sig om hon bara virkade pa lite mer. Sjilv var
jag fortfarande skeptisk. En nirmare ana-
lys av skapelsen i vardande avsléjade nim-
ligen att den hade negativ Gausskrékning.
Vid det hir laget dngrade min fru att hon
hade fragat mig om rdd och muttrade nagot
om att det nog borde funka dnd3, varefter
hon virkade ett par varv till. Denna &verty-
gelse om framgang forbyttes dock &terigen
i tvivel nir hon betraktade skapelsen i sin
hand. Den sdg allt mindre mdssliknande
ut. Méijligen skulle den kunna passa som
armhalsvirmare snarare dn som huvudbo-
nad. Gisela vinde sig dterigen till mig och
fragade vad jag egentligen menade med det
déar med Gausskrokningen.
Jo, toppen av en mdssa kan grovt sett be-
traktas som sfirisk. Om vi tinker oss att vi
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utgér frdn en punkt, sig nordpolen, pa en
sfir och r6r i oss i ndgon riktning s& kom-
mer varje sddant férsok resulteraiett spar pa
sfiaren vars krokning har samma riktning. I
mer konkreta termer betyder detta att alla
spar sa att siga bojer nedat — det dr en acce-
lererande nedférsbacke at alla hall. Giselas
skapelse hade istillet f6ljande utseende.

Som ni ser har Gisela snarast virkat en sadel,
dvs en hyperbolisk paraboloid. Om vi place-
rar oss sjilva i sadelns centrum ser vi kurvor
som kréker sig i en nedférsbacke i ena rikt-
ningen och i en uppférsbacke i den vinkel-




rita riktningen. En virkning &r visserligen
relativt tojbar, men i praktiken behéver den
virkade ytan ha en form som liknar formen
pa den kroppsdel virkningen dr &mnad fér.
Man kan jimfoéra med ett papper som ir
plant och har Gausskrokning noll. Det gar
latt att boja till en cylinder som ocksd har
Gausskrékning noll. Men att boja ett papper
till en boll (eller snarare sfir) gdr inget vida-
re bra. Inte alls, faktiskt. Den underliggande
forklaringen #r alltsd att sfiren har positiv
Gausskrokning. P4 samma sitt kommer inte
den virkade hyperboliska paraboloiden ovan
att bli ndgon mossa. Ni som nu borjar férsta
det hir med krokning inser nog att det inte
ens kommer bli en grytlapp.

Gausskrokningen

Gausskrokningen #r egentligen ett be-
grepp fran omradet differentialgeometri
inom matematiken. For att strikt definiera
Gausskrokning behdvs en relativt stor be-
greppsapparat. Man behover veta hur man
miter avstdnd pd ytan och veta nigot om
differentierbarhet som siger ndgot om att
ytan som man studerar har vildefinierade
riktningar och 4r ndgorlunda slit. Med hjilp
av detta samt lite algebra och geometri kan
man sedan definiera och rikna ut Gaus-
skrokningen. Men som fér s& manga mate-
matisk begrepp finns det ocks3 en ganska
enkel och intuitiv férebild fér krokningsbe-
greppet.

Férst maste vi forstd vad krékningen
pa en punkt pa en kurva i ett plan ir. Pre-
cis som det later dr krékningen ett slags
matt pd hur mycket en kurva svinger i en
viss punkt. Det enklaste fallet dr cirkeln.
Den bgjer ju lika mycket hela tiden, och hur
mycket dr entydigt bestimt av cirkelns ra-
die. Ju mindre radie desto storre krékning.
Vi bestammer oss fér att siga att krokning-
en k i en punkt pa en cirkel med radien r dr
k =1/r. Om vi nu har en punkt pd en an-
nan kurva s tittar vi helt enkelt efter vil-
ken cirkel som passar bist till kurvan i den
punkten och sedan 18ter vi krokningen ges
av 1/r ddr r dr radien pa denna cirkel. Det-
ta pdminner om hur man definierar lut-
ningen (derivatan) pd en kurva genom att
studera den rita linje som tangerar kurvan.

Intuitivt handlar alltsd krékningsbegreppet
om att tinka: Om kurvan var en cirkel hir,
vad skulle den d& ha for radie? I praktiken
(eller dr det teorin — de tv4 dr till samman-
blandning lika inom matematiken) definie-
ras krékningen pé ett mer intrikat sitt som
ocksd gor den relativt enkelt att berikna.
Rita linjer bor intuitivt ha krékning noll —
de sviinger ju inte. For att f& detta att g& ihop
med definitionen ovan kan man vilja att se
en rit linje som en cirkel med o#ndlig radie.
Detta ter sig mojligen som en litt halsbry-
tande analogi, men det ger faktiskt en kon-
sistent teori. 1/r gar ju mot noll nir radien r
gar mot odndligheten.

Men detta var krokningen fér en plan
kurva. Hur blir det d& for ytor? Ett exam-
pel kan forklara det hela. Lat oss ta en cy-
linder som exempel, nedan illustrerad av en
bit gurka. Vi viljer forst en punkt dér vi vill
studera krékningen, nedan illustrerad med
den punkt dir nalen gir in i gurkan.

Nalens riktning dr vinkelrdt mot gurkans
yta. Nu tinker vi oss alla méjliga sitt att
skira gurkan, parallellt med nalen. Man kan
t ex skidra pa tviren av gurkan, dvs "vanliga
skivor”, lite snett, eller helt pa lingden. Bil-
den nedan visar tre exempel p sddana snitt.
Som ni ser ger detta tre olika plana kurvor
med tre olika krokningar i den punkt som
nélen definierar.
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Viir intresserade av de kurvor med minimal
respektive maximal krékning. Dessa kallas
principalkrékningar. Gausskrékningen de-
finieras som produkten av principalkrok-
ningarna.

Vi behover ocksa tilldela krékningen ett
tecken. Om man tinker pd en sinuskurva
sd ser man ju att den béjer uppat ibland
och nedat ibland. Detta kan sigas motsva-
ra positiv respektive negativ krokning. Det
ar egentligen godtyckligt vilken kroknings-
riktning man viljer som positiv respektive
negativ, bara man gor ett val som man sedan
haller sig till.

Nir det giller cylindern ges maximal
krokning av snittet "pa tviren” (ett dividerat
med cylinderns radie). Minimal krékning
ges av snittet pa lingden som i punkten ir
en rit linje och har krékning noll. Gauss-
krokningen ér alltsd 0 - 1/r = 0. Detta giller
for 6vrigt i varje punkt pa cylindern.

Om vi nu gir tillbaka till den planera-
de méssan sé skulle 6verdelen av den vara
huvudsakligen sfarisk. Stdr vi pd mossans
topp och féljer olika kurvor nedat s& kro-
ker alla s3dana pd samma sitt. Den minima-
la och den maximala krékningen dr ddrmed
lika. Speciellt har de lika tecken och pro-
dukten av dem ir ett (strikt) positivt tal.

Tittar vi igen pd Giselas forsta virk-
ningsalster sd har kurvor genom "toppen”
(sadelpunkten) som vi nimnt tidigare helt
olika krokningskaraktir. En del bojer ned-
at (negativ krokning) och en del bsjer uppat
(positiv krokning). Den minimala respektive
maximala krékningen kommer dirmed att
vara strikt negativ respektive strikt positiv
och Gausskrokningen dr dirmed negativ.

Genom en punkt i ett plan ir alla krokning-
ar O (rita linjer) och Gausskrokningen ir
dirmed 0. De var dirfér som Giselas virk-
ning inte heller kunde bli en grytlapp.

En torus, nedan illustrarad av en flottyr-
munk, ir ett intessant fall. Bilderna vi-
sar en punkt pa utsidan av torusen och de
tva principalkrékningarna som har samma
tecken. Gausskrokningen dr positiv. Men
inuti torusen blir det annorlunda. Hir dr ena
principalkrékingen positiv och andra nega-
tiv och Gausskrékningen ir negativ. Punk-
ter inuti torusen har alltsd samma karaktir
som Giselas virkning (sadel). Hur ir det med
punkter mitt pa torusen?

7, krokning och variation

OK, sé& langt matematisk bredvidlasning.
Men vad har detta med artikelns titel att
gora? Virka stora 7. Lat oss fér en stund
tinka oss att varje varv i virkningen av
"méssan” dr ett separat varv som sedan fists
ihop med varvet innanfér och med varvet
efter. Det ér inte helt nddvindigt att tinka
sa, men det underlittar argumentationen
som foljer en aning. Den fréga vi skall stil-
la oss dr vad det dr i virkningen som avgor
Gausskrokningen (och formen i allmin-
het). Vi tinker oss att varje varv sitter dikt
an sina grannar. Avstdndet mellan varven
(mer exakt: frin utkanten pé ena till utkan-
ten pa nista) avgors d& av en maskas bredd.
Vi antar att alla maskor ar lika breda. For-
men pad mossan kommer dé att avgéras av
hur mycket langre varje varv ir dn sin gran-
ne som sitter innanfér.

En punkt pd utsidan av en torus och de tva principalkrikningarna. Gausskrokningen blir positiv.
Viljer man en punkt pd insidan av torusen blir Gauskrékningen istdllet negativ.
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For att forstd detta tidnker vi oss forst att vi
ska virka en (cirkuldr) grytlapp som ju ska
vara platt (Gausskrékning noll 6verallt, om
ni minns). Varje varv ir en cirkel som har
en diameter som ir entydigt bestimd av
hur manga varv som finns innanfér. Ef-
tersom omkretsen pé en cirkel ges av dia-
metern multiplicerad med 7 sd dr omkret-
sen pa varje varv entydigt bestimt. Man kan
sidgaatt O = d - 7 ger en slags ritning for var
grytlapp. Varje varv skall vara 7 - maskbred-
den lidngre dn foregdende varv.

Men vad hinder om vi till exempel gor
ombkretsen lite mindre &n d - 77 Nagon kan-
ske invidnder att det inte gir. O = d - 7, det
har vi ju fatt lira oss i skolan. Det giller ju
for alla cirklar. Detta dr dock inte helt sant.
Det beror nimligen pa vad man menar med
diametern (och vad man menar med cirkel
och med omkrets). Diametern dr ju dubb-
la radien, det kan vi vara 6verens om. Men
vad #r radien? Radien ir den kortaste vigen
frdn en punkt pé cirkeln till dess centrum.
For cirklar i planet 4r denna vig en stricka,
dvs en bit av en rit linje. Det intressanta med
rita linjer i det hir fallet 4r just att kortas-
te vigen mellan tvd punkter alltid gir lings
en rit linje mellan punkterna. P4 ytor i all-
minhet kallas sddana "kortaste vigar” for
geodeter. Om vi nu ldmnar planet och for ett
dgonblick istillet stiller oss pd ytan av ett
klot, dvs pa en sfir, si fir vi en helt annan
form av geodeter, nimligen storcirklar. En
storcirkel 4r en cirkel pd sfaren som har sam-
ma omkrets som sfiren sjilv. Ekvatorn pa
jordklotets yta dr kanske det mest kidnda ex-
emplet. Tva punkter pa en sfir definierar en
entydigt bestdmd storcirkel som i sin tur ger
kortaste vigen mellan de tva punkterna.

Om man nu ritar en cirkel pa en sfir, s&
ar dess radie avstdndet fran centrum till en
punkt pa cirkeln nir man ror sig lings en
geodet. Observera alltsd att vi nu pratar om
cirkelns centrum som en punkt pé den yta
vi befinner oss p8, nimligen sfiren. Lat oss
ta ekvatorn pé jordytan som exempel. Dess
centrum #r nordpolen (eller sydpolen). Av-
stdndet frn en punkt pd ekvatorn till nord-
polen ir en fjirdedel av jordens omkrets.
Ekvatorns diameter ir alltsd halva jordom-
kretsen, medan omkretsen forstis ir om-
kretsen. Det ger en kvot mellan omkretsen
och diametern som dr O/d = 2, dvs betyd-
ligt mindre 4n 7 som vi dr vana vid. Vad

virre ir, denna kvot ir inte ens konstant,
dvs om man tittar pa andra cirklar kan kvo-
ten vara ndgot annat dn 2, nirmare bestimt
vilket tal som helst mellan 2 och 7.

Om vi nu anvinder detta resonemang
baklinges inser vi att fér att virka var sfar
kan vi ta vér "ritning” for grytlappen som
utgdngspunkt, men modifiera den négot.
Istdllet for att gora varje varv 7 gdnger mask-
bredden lingre dn féregdende varv sd gor vi
en ndgot mindre Skning (exakt hur myck-
et mindre riknar vi inte ut i denna artikel).
Det nya varvet kan nu inte lingre pa "gryt-
lappsmissigt sitt” ligga precis utanfor det
tidigare varvet utan for att {3 en fin anslut-
ning far det nya varvet ligga snett nedanfor.
Det dr precis detta som ger mdssan sin tre-
dimensionella sfarliknande form.

Ett extremfall av ovanstéende ir att man
inte alls ¢kar pd varvlingden. D4 hamnar
varje varv precis under det féregdende (eller
mojligen precis 6ver) och vi far en cylinder.

Det Gisela hade gjort i sin virkning var
stillet att oka pa fér mycket. Varje ny om-
krets blir lite fér stor for att ansluta till den
innanfér. Det &r inte riktigt lika intuitivt
var det extra omkretstillskottet tar vigen,
men med Giselas hyperboliska paraboloid
som empiriskt bevismaterial sd kanske ni
tror mig om jag pastar att detta férfarande
kommer ge "mdssan” en allt mer béljande
form.

Differentialgeometrisk skola

En vanlig 6vning nir = skall introduceras i
skolan #r att elever f&r mita diverse cirku-
lira objekt. En kollektiv sammanstillning
av omkretser och diametrar visar sedan
att kvoten dem emellan 4r konstant (sdnir
som pa mitfel som eleverna férvintas bort-
se fran). Eleverna antas sedan dela lirarens
(spelade?) fascination &ver detta faktum.
Om du vill veta ndgot om vatten, friga
inte en fisk, lyder ett ordsprdk. Poingen dr
att fér att veta ndgot om dmnet vatten més-
te man erfara mer 4n bara just vatten. Det
maste till en variation, dir man erfar olika
dmnen och olika aspekter av dessa for att
man skall kunna urskilja karaktiren hos
just dmnet vatten. Denna syn pé kunskap
och lirande ir en (mycket kort) beskrivning
av den s3 kallade variationsteorin. I denna
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anda skulle man kunna siga att vill du veta
ndgot om 7, studera inte bara cirklar i pla-
net. Att kvoten mellan omkretsen och dia-
metern pa en cirkel 4r en konstant dr verk-
ligen ett fascinerande faktum. Men det ir
inte ett faktum som giller cirklar utan sna-
rare en karaktirisering av plana ytor. Precis
som den virkade grytlappen kan man siga
att planet liksom ir "konstruerat” av kon-
centriska cirklar dir varje cirkel dr precis
lagom mycket lingre 4n den innanfér. Om
man avviker frdn denna regel far man inte
langre ett plan utan ndgon annan yta.

Avslutande dementier

Hur var de d& med stora 7? Ja, det var nog
en dalig titel. Det gér inte att konstruera en
yta dir kvoten mellan omkretsen och dia-
metern pé varje cirkel ir en konstant som ir
stOrre 4n .

[ artikeln har jag, férutom virkning-
ar, anvint frukter, gronsaker och bakverk
som illustration av sfir, cylinder och torus.
Givetvis dr dessa konkreta féremdl bara
grova modeller f6r de perfekta abstraktio-
nerna som deras matematiska motsvarighe-
ter 4r. Men jag tycker det dr intressant att
ta konkreta foremal som utgdngspunkt. Att
kunna se dem just som modeller, och bortse
fran deras jordiska oregelbundenheter och
bara fokusera pa just de egenskaper som vi
for tillfillet 4r intresserade av dr fundamen-
tal betydelse i matematisk modellering och
en barande princip i matematisk tinkande
6verhuvudtaget.

Jagvill ocksé férsikralisaren om attinte
ens jag tror att kunskaper i differential-
geometri dr en forutsittning fér fram-
gangsrik virkning. Min fru virkar numer
fina och funktionella mdssor pé 16pande
band, men jag tror inte det var mina Gauss-
krokningsféreldsningar som hjilpte henne.
Aven om man skulle vara vil hemmastadd
i differentialgeometri, s finns det mer 4dn-
damaélsenliga sitt att tinka pa sina virkade
former. Min vén Sara har tex virkat denna
kanin.
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Som ni ser dr den en ganska komplex slu-
ten yta som innehaller diverse kombinatio-
ner av krokningar. Kaninen ér virkad helt pa
fri hand, dvs utan ménster. Hur man skall
addera eller subtrahera maskor i pé varan-
dra foljande varv sitter s3 att siga i fingrar-
na pa Sara. Men jag ir siker pd att hon har
en underliggande idé om hur hon skall skapa
de olika formerna som, om den formalisera-
des, inte skulle ligga 18ngt fran teorierna om
krékning. Matematisk teori utvecklas ofta i
en slags symbios med konkreta modeller och
tillimpningar. I det hir fallet skulle jag dock
siga att den som skall lira sig matematik har
stérre nytta av virkningen 4n vad den som
skall l4ra sig virka har av matematiken (i alla
fall av begreppet Gausskrékning).

[ Freudenthals anda kan “lekar” med
ickeplana ytor stimulera bade till retrospek-
tiva och progressiva schematiseringar, dvs
bade hjilpa till att knyta ihop begrepp som
man tidigare trodde var oberoende och att
skapa forférstaelse fér begrepp man eventu-
ellt kommer méta senare. Kanske ett upp-
slag till samarbete mellan textilsléjd och
matematik?




