Forsta algebra

Johan Haggstrom

Hur ska man lyfta fram innebdrden i variabelbegreppet? Hur ska studier
av monster kunna formaliseras och hur kan elever utveckla forstaelse
for att tolka, formulera och I6sa ekvationer?

Denna och en tidigare artikel i Namnaren 22(4) tar upp hur man gar
fran att rakna med tal till att rakna med bokstaver.

| anslutning till ny kursplan i matematik,
har en matematiklérarféreningi Australien
tagit fram stod- och stimulansmaterial som
behandlar algebra. Det bestar av ett hifte
indelat i atta moduler samt fem korta ar-
tiklar med ett intressant innehdll med tan-
ke pa de nya kursplanernai Sverige.

| foregaende nummer av Namnaren be-
handlades de tre forsta modulerna i detta
material, Pattern, Order and Algebra. Har
behandlas de fem aterstaende.

4 Developing an under standing of the
meaning of a variable

| den fjarde modulen bygger man vidare
padeolikael evuppfattningar som togs upp
i den foregéende. Man vill flytta tyngd-
punkten i algebraundervisningen fran far-
dighetstraning, att manipuleraalgebraiska
uttryck och ekvationer — till forstaelse av
logiken bakom manipulationerna, hur man
uttrycker idéer och matematiska modeller
algebraiskt etc. Forfattarna havdar att de
rent manipulativaférdigheternavisserligen
ar viktiga, men de minskar i betydelse allt
eftersom datorer och réknare blir kraftful -
lare. Malsédttningen &r att successivt ut-
vecklaelevernas uppfattningar av betydel -
sen av bokstavssymbolerna mot en god
forstael seav variabel begreppet. Man pekar
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pafem olika sétt att lyftafram innebdrden
I variabel begreppet.

A. Anvandning av uppgifter av liknande
typ som i Kiichemans understkning bade
som 6vningar och som diagnoser (Hagg-
strom, 1995). Eleven ska inte manipulera
ett algebrai skt uttryck utanistallet |6saupp-
giften genom att betrakta strukturen i pro-
blemet. Exempel:

* Vilket uttryck &r storst, 2n eller 2 + n ?
Forklara varfor.

e (x+ 1)+ x=349 & sant ndr x = 6. FOr
vilket varde pax a (5x + 1)3+ 5x=3497?

B. Anvandning av talmonster for att bely-
sa variabelbegreppet. Den hér typen av
uppgifter utvecklar elevernas formaga att
upptacka monster och att beskriva dessa
med ord. | exemplet kan man beréknar an-
talet tandstickor om man vet antalet rutor,
forst med ord och sedan med matematiska
symboler.

» Har & en fdljd av tandsticksfigurer:

O O] O] BT

Hur manga tandstickor behovs for att gora

— fem rutor?
—tio rutor?
— femtio rutor?

— Ange en regel som kopplar ihop antal et
tandstickor med antalet rutor.

— Hur mangatandstickor behovsfor att gora
tvahundrafem rutor?
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C. Arbete med Gversattningsuppgifter el-
ler transformationer, dér det gdller att ta
sig fran uttalanden pavanligt sprak till al-
gebra och tvartom (Emanuelsson, 1995).
Hér foljer ett par exempel

» Skriv med symboler fyramer an ett tal
(n+4)

» Skriv med symboler produkten av ett tal och
tre, minskat med 9 (3:x—=9,x:3-9)

e Skrivmedord 3(m+2) och 4-2a

D. Anvandning av datorer. | ett kalkylpro-
gram, t ex Excel eller Works, kan man 18g-
gainolikaformler och lataelevernapréva
med olikavarden och undersokaresultaten.

E. Anvéandning av dvningar som behandlar
mojligheter och begrénsningar. Exempel:

» Vaj ett réknesétt och tvartal.
2=

* Placeraett tal i rutan och anvand parenteser
for att hitta alternativa |Gsningar.

12:2744+2D|:|

» SOk reda patre positiva heltal som tillsam-
mans blir 100. Diskutera mgjligheter och
begransningar.

Lagg till ytterligare villkor, t ex att strsta
talet i sista uppgiften skavara 12.

5 Representing relationships

Syftet med den har modulen &r att visahur
studier av monster och ordning kan for-
maliseras och utvecklas genom anvand-
ningen av algebraisk notation och grafisk
representation. Den bestér av fyradvningar.

Pappersvikning

N&r man viker en pappersremsa pa mitten
upprepade ganger och bestammer hur
manga lager och hur manga veck man far
uppstar talmonster. Dessa kan uttryckas
sprakligt pa manga olika sétt. Man kan
upptacka monstren l&ttare genom att gora
entabell, relateramonstrentill ett algebra-
iskt uttryck och visa grafiskt. Exempel:
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» Taen lang pappersremsa och vik den pa
mitten.

— Hur mangalager far man efter vikningen?
Hur manga veck finns det?

—Vik remsan pa mitten en gang till. Hur
manga |lager respektive veck far du nu?

—Vik en tredje gang och studera antalet la-
ger och veck.

— Hur mangalager respektive vikningar har
du efter 10 vikningar?

— Hur kan man ta reda pa antalet lager och
veck efter ett stort antal vikningar?

Antal
vikningar | 0 |1 |2 (3 |4 | 5
lager 112 |4 |8 |16
veck 0|1 |3 |7

Exemplet ovan visar hur man, fran en ur-
sprungligen praktisk uppgift, kan fa fram
flera olika talmonster. Dessa kan uttryck-
as sprékligt pa manga olika satt. Antalet
veck far du genom att

—dubbla antalet veck vid férra vikningen
och lagg till ett,

— addera antalet lager och veck i vikningen
innan,

— dubblaantalet lager i vikningen innan och
drabort ett,

—adderaantal lager i detidigare vikningar,

—om n & antalet vikningar far du antalet
veck genom att multiplicera2 med sig gav
n ganger och sedan dra bort ett, (2" —1).

Med en lamplig formel kan man |6sa pro-
blem kring pappersvikningen t ex hur
manga veck det blir om man gor tio vik-
ningar.

Tre konsekutiva tal

» Betraktatalen 9, 10 och 11. Multiplicera10
med sig gav. Multiplicera det minstatalet
9 med det storsta talet 11. Berékna diffe-
rensen av resultaten:

102-9-11

Upprepa forfarandet med tre andra konse-
kutiva (pavarandrafoljande) heltal. Vad fin-
ner du? Kan du forklara resultatet?
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Forsok forutsagavad resultatet blir om skill-
naden mellan detretalen &r 10 (t ex 11, 21
och 31). Bevisa din hypotes.

Vad hénder om differensen av talen & na
gon annan? Formulera en regel for hur det
fungerar?

| uppgifter av den har typen géller det att
leta efter monster eller regel bundenheter.
Genom att anvanda konkret materiel eller
ritarektanglar pa rutat papper kan man se
strukturen i problemet.

Gar det att bevisa ett pastéende om tre
godtyckligakonsekutivaheltal geometriskt?

Hur ser ett algebraiskt bevis ut?

Tank pa ett tal

» V|, ett godtyckligt heltal. Multipliceramed
3. Addera 6. Ta bort det tal du téankte pa
Divideramed 2. Tabort ditt forstatal igen.
Svaret &r tre. Kan du forklara varfor?

Genom att steg for steg foljavad som han-
der kan man generalisera

Exempel Generellt

Tank paett tal 5 7 X
Multipliceramed 3 15 21 3X
Addera 6 21 27 3x+6
Tabort ditt tal 16 20 2X+ 6
Delamed 2 8 10 X+3
Tabort ditt tal 3 3 3
Grafer

Genom att ge exempel pa att matematisk
information kan representeras pa manga
olika sétt (tabeller, grafer, formler etc) pe-
kar man pa nédvandigheten av att elever-
nafar erfarenhet av alla dessa, samt moj-
ligheter att knytaihop dem (Emanuelsson,
1995). Det géller inte minst att kunnatol-
ka information som presenteras i en graf.
Exempel:

» Paraihop personerna med rétt punkt.

A &rlang och tjock. B &r lang och mager.
C & kort och tjock. D & sumobrottare.
E &r en liten tant.
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6 Understanding equations

Modulen behandlar hur man kan hjélpa
eleverna att utveckla den forstaelse som
kravs for att kunna tolka, formulera och
|6sa ekvationer. Under rubriken building
equations ger man forslag pa aktiviteter
som ska ge eleverna bra grund for béttre
forstaelse av ekvationer. Har foljer nagra
exempel pa aktiviteter.

A. Introduktion med lararledd diskussion
utifran stordia.

» Vilkautsagor & riktiga/sanna?Varfor/var-
for inte?

1+2=3
3=2+1
3.(7-2)=21-2
* Fyll i tal som ger sann utsaga/likhet?
3+[]=5+4
[1-4=4-2
B. Eleverna arbetar sjdlva med liknande
uppgifter.

» Ange en operation, som ger en sann utsa-
ga/likhet.

12.-2=8[13
100—-20=20 4
» Fyll i tal som ger sann utsaga/likhet?
3+]=5+4
[(]-4=4-2

C. Léararledd diskussion utifran stordia.
Hér infors bokstéver som representanter for
obekantatal.

o Vad skax stafor, for att likheten
8+ 5=x+ 6 skavarasann?

aVikt

. Langd
4
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» Vilkatal kanx ochyvara? Kan devaralika?
12=x+y

* Vilket tal & storst, a eller b?
a+4=>b

* Hur kan man konstruera en ekvation?

Skriv en aritmetisk likhet (en likhet

mellan tva uttryck med enbart tal).
3:7+3=30-6

"GOm” ett tal
3-W+3=30-6

Byt det gobmda talet mot en bokstav
3-a+3=30-6

Kolla att ekvationen gar att 16sa, och ger
det svar du tankt dig.

Gor fler ekvationer genom att " gémma’
nagot annat tal.

D. Eleverna arbetar med uppgifter i sma-
grupper.

» Gor sa manga ekvationer du kan fran
5.-9-3=14-3

» Skriv upp en egen aritmetisk likhet. Anvand
den for att konstruera en ekvation. Byt och
|6s varandras ekvationer.

Genom att utgd ifran aritmetiska likheter
kan man trycka pa tva viktiga aspekter.
Den forsta & att bokstéaver star for tal.
Kucheman fanni sin undersokning (Hagg-
strom, 1995) att manga elever inte uppfa-
tar bokstavernai algebra som representan-
ter for tal. Den andra aspekten som kom-
mer fram & ekvivalensen i en ekvation.
Maénga elever ser likhetstecknet som en
signal for att ”héar ska svaret sta” eller ut-
|&ser det som " blir likamed”. Denna” dy-
namiska’ tolkning gor det svart att forsta
ekvationer nér hogerledet bestar av mer an
en term.

Under rubriken Lesson plan for formu-
lating equations ges exempel pa aktivite-
ter som & &mnade att hjélpa eleverna att
forsta ekvationer med tva obekanta.

A. Fragor for helklassdiskussion.
e 17x=1000

Ar x mer eller mindre & 100? Hur vet du
det?

Namnaren nr 1, 1996

. y:5x
Vilket tal, x eller y &r storst? Hur vet du
det?

B. Uppgifter till eleverna

» Skriv ekvationer till de har meningarna/ut-
sagorna
X ar 100 mer an .

b ar enfemtedel av a.

C. Paraihop ekvationer med textproblem
och tabeller. Tabellen visar antalet l&rare
och elever i nagra skolor.
(Helklassdiskussion).

Elever | 400 500 600 700 800 900 1000

Larare 20 25 30 35 40 45 50

Vi later s betyda ”antalet elever” och t sta
for ”antalet larare”. Vilkaav foljande ekva-
tioner ar riktiga?

20s=t, s—t=380, s=20t, t=20s,
s=1/20, 20s—t=0, s+t =1050 etc

D. Muntlig uppgift till tabellen ovan.
» Avslutaféljande meningar:
Det &r tjugo ganger fler

Antalet |arare ar

Det gar en |l&rare pa

E. Arbetsblad med uppgifter.

» MariaochKrishar olikamycket pengar. Om
Maria ger Kris 6 kr har dom lika mycket.
Skriv ner en ekvation som beskriver detta.
Anvand m for att beteckna antalet kronor
som Maria har frén borjan och 1t k beteck-
na antalet kronor Kris har fran borjan.

» Nagra av ekvationerna beskriver samma
situation som din ekvation. Markera vilka.

m=k+12 m=k-12 m-k=12
12=m-k k=m+12 k=m-12
k—=m=12 12=k-m

41



7 A broader approach to equation
solving

Den snabba utvecklingen av och 6kade till-
gangentill datorer och réknare éndrar snabbt
paanvandningen av olikamatematikverktyg.
Det & en av anledningarnatill att mani Na-
tional Satement betonar vikten av att elever-
nalér sg att |6sa ekvationer med en storre
uppsttning metoder idag antidigare. Envik-
tig kunskap, forutom att beharska olikal6s-
ningsmetoder, & att kunna avgora nar en
metod fungerar. For att klara detta maste
eleverna, enligt National Statement,

— kunnaformuleraekvationer utifran verk-
liga situationer,

— anvandakorrekt algebraisk notationi kom-
munikation med datorer och réknare,

— kénnatill utseendet hos grafernatill de
vanligaste funktionerna,

— kunna handskas med begreppen defini-
tions- och vardeméngd,

— veta hur manga losningar olika ekvatio-
ner kan ha

Med utgangspunkt i ett problem visar for-
fattarnaalgebraiska, numeriskaoch grafis-
ka l6sningsmetoder samt diskuterar vilka
matematiska forkunskaper som &r nddvan-
digafor varje metod. Problemet &r att gora
en lada av en kvadratisk plét eller papp-
skivagenom att hdrnen klipps av och kan-
ter viks upp.
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Det finns en del fragor runt ladkonstruk-
tionen som inte stélls i dagens skola, helt
enkelt darfor att man med de metoder som
anvands inte kan besvara dom. T ex "for
vilket varde pa x har ladan en volym pa
0,05 m*? Med andra ord, 16s ekvationen
X(L —2x)2=0,05." Fastan enkel att formu-
lera sd kan den inte |6sas med algebraiska
metoder i skolan. Inte ens om langden L
bestams till 1 s& gar ekvationen att 16sa.
Det finns ett antal |6sningsmetoder, t ex:

— Att anvanda ett algebraprogram pa da-
tor eller réknare.

— Gissaoch prova.

— Ritagrafer, med och utan tekniskahjal p-
medel.

— lterativa metoder
(t ex Newton-Raphson).

| anslutning till presentationen av de olika
metoderna stéller forfattarna diskussions-
fragor somt ex " Vilkaforkunskaper kravs
for den hdr metoden?’ och "Vilka ar for-
delarna respektive nackdelarna med den
h&r metoden?’

8 Solving equations graphically and
numerically

Sista modulen bestar av 8 problem med
forslag pa olika |6sningsmetoder. Det &
tankt att deltagarna skaupptéackaoch faer-
farenhet av grafiskal dsningsmetoder. Man
forutsatts ha tillgang till datorer och/eller
grafréknare. Exempel:

* Vi har en cirkelformad inh&gnad. Bobs get
ar bunden med ett rep i en av inhdgnadens
stolpar. Hur 1angt ska repet vara, for att ge-
ten ska na halften av hagens gréasareal.

Héftet avdutasmed fem kortare artiklar dar
man bland annat lyfter fram nagra kénda
orsaker till eleverssvérigheter med agebra.
Stacey & MacGregor har i en undersok-
ning av 1500 elever funnit att manga av
defel elever gor i borjan av algebrastudi-
erna beror pa bristande kunskaper om tal,
rakneoperationer och notationer. Har fol-
jer exempel pakunskaper som de anser av-
gorande for att lyckas med algebrastudier.
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Forstaelse av likhetstecknet

Mangaelever har en begransad uppfattning
av likhetstecknets betydelse. En elev som
enbart kan setecknet som " blir” eller " blir
lika med” far svarigheter med att forsta
ekvationer. Uppfattningen forstarks om
eleven under |ang tid arbetar med uppgif-
ter dér likhetstecknet alltid foljs av svaret,
t ex uppgifter av typen

e Berdkna 15:6,3=
» Forenkla 3(4x+2)—-5x=

Elevernamaste ocksafamotauppgifter dar
likhetstecknet utlases ”&r lika med” eller
"&r likamycket som”.

« Ardettauttryck riktigt? Varfor/varfor inte?
24-12=3-4
* Fyll i det tal som saknas:
12+ _=5.5
Rakneoperationen ska tydliggoras, inte
bara svaret.

Mangaelever som | 6ser problem kaninte
uttryckamed ord eller med symboler hur de
gatt tillvaga. Foljandeexempel & hamtat fran
en undersokning med elever i arskurs 9
(MacGregor & Stacey, 1993).

x|123456789...
y‘5 6 7 8 9 10 11 12 13 ..

* Vada yomx=800"7

Av de elever som kom fram till rétt svar,
(804) var det baratrefjardedelar som kun-
de uttrycka relationen mellan x och y med
ord (t ex " for att fay maste man lagga 4 till
X"). Endast hélften av eleverna som svarat
rétt kunde uttrycka relationen med alge-
braiska symboler, t ex y=x+ 4. Trots att
mangaelever upptéckte relationen och an-
vande denna for att hitta vardet pay var
det inte manga som kunde beskriva hur de
gatt till vaga.

Det visade sig i intervjuer att elevernai
mangafall utnyttjade monster som inte pa
ett enkelt sétt ga att formulera algebraiskt
(t ex "fran x gar man tre steg framét sen
kommer y”).
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» Fem personer ska dela lika pa 40 kr. Hur
mycket far var och en?

Problemet kan 16sas genom att man gissar
och provar. " Provamed 10 kr, ngj det &r for
mycket. 5 tior & ju 50 kr. Préva med 6 kr,
neg det & for lite. Provamed 7 kr, .. 8kr, ja
det stammer”. Elever som inte uppfattar
detta som ett divisionsproblem far natur-
ligtvissvart att uttryckahur mycket var och
en far om x personer skadelapay kronor.

God taluppfattning

Eleven maste kanna till viktiga egenska-
per hostal samt hur man réaknar med dem.

* Ldsekvationen

125 44522
2

En elev bestdmmer sig for att multiplicera
badaled med 2, men &r osdker pahur man
multiplicerar braket i vansterledet. Detta
kan bero pa att eleven inte ar séker pa hur
man multiplicerar ett heltal och ett brak.
Eleven kaninteutnyttjasitt kunnandei arit-
metik for att |6sa det algebraiska proble-
met, om detta kunnande &r osdkert eller
svagt. Andra orsaker till svarigheter ar

— att elever inte har ett tillrackligt utveck-
lat sprak. Manga ar t ex osakra painne-
borden i och skillnaden mellan “tre
ganger mer an” och "tre mer an”. Detta
leder till svarigheter att formulera och
anvandaekvationer vid probleml dsning.

— ait elever inte uppfattar bokstévernasom
symboler for tal. Mangatror att bokst&-
verna ar forkortningar av ord eller ob-
jekt. Denna uppfattning &r egentligen
ganska naturlig da man ofta véljer for-
sta bokstaven for storheter i formler, ”b
star for basen”, " h betyder hojden” etc.

— att elever inte forstar den algebraiska
syntaxen. Det & t ex vanligt att elever
somtolkar 3b som”tre stycken b:n” inte
kan generalisera detta till ab, utan ser
ab som "a och b” dvs "a + b”. Jfr

1 1 . 1
35 som betyder 3+Eoch|nte 3[5.
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Aven om studiematerialet vander sig till
larare i Australien och &r direkt anpassat
till skrivningarna i National Statement
innefattar det mangaidéer och resultat som
ocksagdlleri Sverige. Elevers svarigheter
och orsakerna till dessa & ganska sakert
likartade vérlden Gver. Materialet vander
sigtill matematiklarare paallastadier, fran
forskolatill gymnasium. Det &r viktigt att
larare i tidigare arskurser ser vilka aspek-
ter som &r viktigaatt taupp och behandlai
den inledande matematikundervisningen
och hur man faktiskt kan arbetamed alge-
bra, eller prealgebra, utan att behéva” rak-
na med bokstaver”. Manga av de svérig-
heter som elever far med algebra har sitt
ursprung i aritmetik, menvisar sig forst nér
man borjar med algebra. Lérare i senare
arskurser i grundskolan och i gymnasiet,
upplever hur eleverna” stangas’ med alge-
braiskauttryck och ekvationer. Dekan hitta
forklaringar till méngaav elevernassvérig-
heter, faidéer om hur man kan méta dessa
och viktiga aspekter som bor lyftas fram
och diskuteras.

M aterial et andas ett perspektiv pamate-
matikundervisningen som & vél i fas med
nya léroplaner och kursplaner i Sverige.

Arbetet med lokala arbetsplaner, ser jag
som ett tillfale att lyfta fram frégor kring
algebraundervisningen.
— Nar skavi borja med ekvationslGsning?
— Hur skavi gora det?
— Hur kan vi férebygga missuppfattningar
som kan ledatill svarigheter for eleverna?
| Sverige pagar arbetet med att ta fram
kommentarer och referensmaterial till
kursplanerna. Ett material kring prealge-
bra, algebra, ekvationer och funktioner i
1 — 9-perspektiv haller pa att utarbetas.
FOlj information i Namnaren om hur och
nér det publiceras.
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