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Potenser och logaritmer
— pd en tallinje

BEGREPP — MATEMATIKENS UTVECKLING — TALUPPFATTNING — ALGEBRA

Avsikt och matematikinnehaill

I lirobocker dr det standard att presentera potenslagarna som ett firdigt system for att beteckna
upprepad multiplikation av tal eller bokstiver:

2:2:2-2=2¢

10-10-10-10-10-10=10°

aa-...aa=a"

En nackdel med den framstillningen ir att den inte uppmuntrar eleverna till att reflektera och
utforska — allt ir ju redan firdigt. Istillet fir de memorera fakta. I denna aktivitet fir eleverna istillet
mota potenslagarna med tallinjen pd pappersremsor for att sjilva — med matematisk fantasi och
associationer — uppticka och formulera potenslagarna. I en forlingning av aktiviteten moter eleverna
dven logaritmer.

Forkunskaper

Inledningsvis behover eleverna grundliggande heltalsaritmetik och vana att arbeta med tallinjer.
Senare i aktiviteten behover de dven grundliggande aritmetik f6r rationella tal samt grundliggande
forstaelse for kvadrattal och kvadratrotter.

Material
Tomma pappersremsor (exempelvis riknemaskinsrullar) och fortryckta tallinjer. Sistnimnda finns
som kopieringsunderlag sist i dokumentet.

Beskrivning

P4 elevsidorna beskrivs en arbetsging dir eleverna ges mojlighet att uppticka potenslagarna och sa
smaningom logaritmer. Lis igenom elevsidorna och avgdr om aktiviteten passar bist att genomféra mer
eller mindre gemensamt i helklass eller om eleverna har storre behéllning av den ifall de undersoker pd
egen hand i smagrupper. Arbetssittet EPA (enskilt, par, alla) kan vara limpligt.

Intfroduktion

Titta gemensamt pa nigot exempel som siirskiljer upprepad addition och upprepad multiplikation.
Diskutera hur notationen for upprepad addition ser ut.

Uppfdljining
Lit nigra elever beritta om sina upptiickter. Diskutera notationer och formulera gemensamt
potenslagarna.
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Utveckling
Efter arbetet med potenslagarna blir logaritmer pa tallinjen en naturlig utveckling. I aktiviteten finns
forslag pa hur eleverna kan anvinda resdrband for att géra dessa undersokningar. Ett alternativ ir att
istillet anviinda linlog-papper (sok pa nitet) eller skriv 1,25, 1,25?,1,25% etc pd y-axelns skalstreck.

e Ritakurvor y=A-b*{or olika viirden pa b pa linlog-pappret. Slutsats 1: Alla dessa kurvor blir riita
linjer.

e Viljett linlog-papper med annan y-skala, exempelvis 2!, 22, 23 etc. Rita kurvor y = A - b* fér samma
virden pa b som ovan pi linlog-pappret. Slutsats 2: Alla dessa kurvor ir fortfarande rita linjer.

e Sammanlagd slutsats: Oavsett skala pa linlog-pappret sa blir alla kurvor y = A - b*riita linjer.

Erfarenheter
Roger Fermsjo lit elever arbeta med tallinjer nir de lirde sig begreppet logaritmer. Under detta arbete
var det ovanligt med de riknefel som matematikdidaktisk forskning annars rapporterar som vanliga
vid elevers arbete med logaritmer. Fermsj konstaterade i sin licentiatavhandling att det 4r viktigt att
eleverna ges mojlighet till reflektion for att resultatet ska bli gott.

Att 1&sa

Petersson, J. (2017). Potenser och logaritmer pd tallinjen. Nimnaren 2017:2.
Unenge, J. (1984). Miniportrittet: Neper — en outtrittlig riknemdstare. Nimnaren 1983/84:3.

Potenslagar Logaritmlagar
(z-y)=a"-y" loga(x) = loga(b) - logy(x)
m x
(Eym =L log(~) = log(x) — log(y)
y ym ¢
2T g — g log(z - y) = log(x) + log(y)
Zm o log(z™) = n - log(z)
an F De nedersta kan sammanfattas i
(™)t =az™" log(z™ - y") =m - log(z) +n - log(y)
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Potenser

pd en tallinje

Material

Pappersremsor, bide tomma (exempelvis riknemaskinsrullar) och med fortryckta tallinjer.

Beskrivhing
e Titta pa figur 1 som illustrerar additionen 2 +3 =5 eller subtraktionen 5-3=2.

0 1 @ 3 4 @ 6 7 8 9 10
| | | | | | | | |

Figur 1

Diskutera hur dessa bada tallinjer kan fungera som en enkel form av "miniriknare” fér addition
och subtraktion. Konstruera och prova nigra egna uppgifter sa ni blir sikra pd hur remsorna kan
anvindas. Observera att ni méste halla er inom talomradet 0-10 och enbart anvinda addition och
subtraktion. Ett alternativ ir att anvinda tva vanliga skollinjaler inom talomradet 0—-30.

e ] figur 1 har samma tal, 1, adderats for varje nytt skalstreck. Ni ska nu anvinda matematisk fantasi
och istillet for att addera med samma tal f6r varje nytt skalstreck ska ni multiplicera. Enklast ir att
multiplicera med faktorn 2, dvs att dubblera, som i figur 2 och att borja tallinjen pa talet 1.

Varfor ir det inte intressant att borja pa noll och dubblera? Som jimforelse finns ocksé en vanlig
tallinje ovanfor de bada tallinjerna med faktor 2.

0 2 @ 8 16 @ 64 128 256 512 1024 Fakior2
Pl | | | | | | | |

16 32 64 128 256 512 1024
| | | | | | |

— N
N

Figur 2

Ringarna pekar ut ett samband mellan talen 4, 8 och 32 som vi kiinner igen som multiplikationen
4-8=32 och divisionen 32/8 =4. Fungerar detta iven for andra talkombinationer pa tallinjen?
Konstruera och prova nigra egna uppgifter s ni blir sikra pa hur remsorna kan anviindas som
"miniriknare” for multiplikation och division da talen ir faktorer av 2.

¢ Anvind tomma pappersremsor och konstruera egna tallinjer med andra faktorer, tex 3 eller 5.
Prova dem med olika berikningar s ni blir sikra pa hur remsorna fungerar.

® Hur ménga olika tallinjer behdver ni konstruera for att kunna anvinda dem till hela

[N! multiplikationstabellen? ‘
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e Nu vet ni att dessa "miniriknare” fungerar for heltal, men hur ir det med tal i decimalform?
I figur 3 dr faktorn 1,25. Observera att produkterna har avrundats till tvd decimaler:
1,25-125=15625~1,56.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
1 1,25 1,95 2,44 3,81 4,77 5,96 745 9,31 Faktor 1,25
L 1 1 1 1 1 1 1 |
1 1,25 1,56 19 2,44 3,05 3,81 4,77 5,96 745 9,31

Figur 3. Faktor 125

Gor som tidigare, konstruera och prova nigra egna uppgifter si ni blir sikra pa hur remsorna kan
anviindas som "miniriknare” for multiplikation och division da talen ir faktorer av 1,25.

¢ Anvind tomma pappersremsor och konstruera egna tallinjer med andra faktorer i decimalform.
Prova dem med olika berikningar sa ni blir sikra pa hur de fungerar.

¢ Nu ska ni anvinda matematisk associationsformaga. En vanlig linjal har skalstreck fér mindre
enheter: mellan centimetrarna finns det millimeterstreck. Finns det tal mellan tva skalstreck pd
pappersremsorna — och i s fall vilka? Titta pa figur 2 och undersok féljande pastiende: Kvadraten
av ett tal (x?) innebir att gi dubbelt si ménga steg framat och roten ur (Vx) motsvarar att gi
halvvigs mot ettan.
Undersok ocksé, med hjilp av figur 2, féljande pastienden:

8% ir 64. Ritt eller fel?
256 iir 16. Riitt eller fel?
V128 iir ett tal mitt emellan 8 och 16. Ritt eller fel?
V32 iir ett tal mellan 4 och 8. Ritt eller fel?

e Vid steg 6 i figur 3 star det 3,81 och en tredjedel av 6 ir 2. I figur 3 vid steg 2 stir det 1,56 och vi
kan kontrollera med miniriknaren att 1,56°=3,80. Den hiir "tredjedelsroten’ har i den etablerade
matematiken fitt namnen 'tredje roten ur’, ’kubikrot’ och "upphdojt till en tredjedel’. Anvind
tallinjen som stdd for att se likheten mellan beteckningarna /a=a” och {/a = a®.

Eftersom det uppenbarligen fungerar med tredjedelar i exponenten sa blir, med lite matematisk
fantasi, en mojlig foljdfraga: vad hinder om vi avliser vid 2/3 mellan ettan och sjitte steget, dvs
vid fjirde steget i figur 37 Anvind miniriknaren for att kontrollera svaret. Gor fler avlisningar si ni
sikert ser sambandet.

e Gor ytterligare ett experiment med fler skalfaktorer. Ligg tva tallinjer med faktorn 2 respektive 4
jamte varandra. Ser ni att ni far gd dubbelt s& manga steg pa den med faktorn 2 for att komma till
samma tal som pd den med faktorn 4? Det kanske inte férvinar nigon eftersom det ir en kvot 2
mellan faktorerna 2 och 4. For att skapa kontrast kan ni dven jimfora tva tallinjer med faktorerna
3 och 9. Aven hir far man g dubbelt si manga steg pa tallinjen med skalfaktorn 3. Jimfor ocksa
tallinjerna med skalfaktorerna 1,25 och 2. For att komma till talet 1,95~ 2 gar man 3 steg med
skalfaktorn 1,25 men forstés bara 1 steg med skalfaktorn 2. Motsvarande forhallande giller nir man
gar till talet 3,81=4. Det behdvs alltsa en kvot 3 mellan antalet steg pa dessa tva tallinjer. Vilken
slutsats kan ni dra av detta resonemang?
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e Nu ir det dags att fundera pa varfor pappersremsorna fungerar som multiplikationstabell.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
| | | | | | | | | | |
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Hiir gir det att ha praktisk nytta av algebra eftersom faktorn a i figuren kan vara vilket positivt tal
som helst. Figuren visar vad som redan gitt att ana: att forst multiplicera 2 ginger med en faktor
och sedan multiplicera ytterligare 3 ginger ir detsamma som att multiplicera 2 + 3 =5 ginger med
faktorn. Med traditionell notation motsvarar det potenslagen a*- a” = a®*+".

e Hur kan figuren anviindas for att visa potenslagarna a" / a” = a®~" och (a")" = a*"?
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Logaritmer

pd en tallinje

Material
Resarband, gem och papperslappar.

Beskrivhing
1. Ta ett resarband och fist med gem potenserna 1,25', 1,25, 1,25 osv pa lika avstand.

2.Ta ett andra resarband och fist med gem potenserna 2!, 22, 2% osv pa samma avstind som pa
det forsta resdrbandet.

3. Tinj ut det forsta resirbandet s att produkterna av respektive potens stimmer dverens.
Vad ser ni?

4. Upprepa punkt 3 for olika baser. Vad uppticker ni?

5. Formulera en slutsats utifrin det som ni har upptickt.
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Kopierngsunderlag

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

| | | | | | | | | | |

1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

| | | | | | | | | | |
Faktor 2

1 1,25 1,56 1,95 2,44 3,05 3,81 4,77 5,96 745 9,31

| | | | | | | | | | |

Faktor 1,25
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Faktor a
] 0 1 2 3 4 5 6
| | | | J

[N! 1{8 1|/4 ]I/Z 1 1 1 1 1 ] ] ] “
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