Att starta med problem

Bengt Ulin

Probleml6sning kan ses bade som medel och mal i all undervisning. |
denna artikel beskrivs hur problemlosning kan anvandas som ett satt att
narma sig matematiska begrepp. Med ett undersokande arbetssatt som
stimulerar fantasin kan alla elever arbeta utifran samma problem. Indi-
vidualiseringen bestar da i hur och pé vilken niva problemet angrips.

Inre och yttre verklighet

"Det maste ha dréjt manga generationer
Innan man upptéckte att ett fasanpar och
ett par dagar badavar exempel patalet tva’,
yttrade Bertrand Russell en gang (citerat
efter den svenska Overséttningen av Tobias
Dantzigs bok Talen —vetenskapens sprak).

Att réknadagar &r juinte detsammasom
att raknaféglar. Det kan varasvart nog att
pa samma sétt rékna sa ganska likartade
ting som flata féremal och rundaforemal.
Det finns ett folk i British Columbia som
anvander olika uppséttningar av rékneord
for dessatvaslag av forema och som dér-
utdver har fem uppsattningar, bl afér man-
niskor och for kanoter. Vi kan forsta att
det ror sig om ett batfolk. "Det konkreta
foregick det abstrakta” sdger Dantzigi sin
bok.

Aven i pedagogiken &r det en bra tum-
regel att |éta det konkreta komma fore det
abstrakta, att |atadet abstraktamognafram
ur det konkreta. Stimulans fran en yttre
verklighet hjalper oss i uppvaxtaldern att
orientera oss alt béttre i en inre verklig-
het, i en véarld dér tankarnadr likaverkliga
som bord och stolar i sinnevérlden.

Men hur skulle talbegreppet utvecklas
om vi i arskurs 1 dltid |& barnen arbeta
med tandstickor? Nar jag som barn gick i
den da s k smaskolan, raknade vi (alltfor)
ofta med trakuber. Ngj, ska talbegreppet
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utvecklasbra, sdskavi geelevernaen bro-
Kig uppséttning av objekt, ibland rékna
med notter, ibland med pengar, ibland med
minuter osv. Barnen kommer d3, till skill-
nad fran batfolket i Kanada, att befastasitt
heltal shegrepp, det som & Gvergripande i
mangfal den av objekt. Daremot skavi inte
blanda olikartade objekt som "the new
math” utsatte barnen for i borjan av 1970-
talet, da en nyckel, ett 6ra, en boll och ett
par glasbgon kunde bildaen mangd — nés-
tan surrealistiskt, och fullkomligt omate-
matiskt. The new mathillustreradef 6 all-
tid antal procent med fargade rutor i en
kvadrat med 100 rutor — &ven det ett exem-
pel paen begransning som hammar utveck-
lingen av ett begrepp, i dettafall procentbe-
greppet.

Begransningar finns tyvéarr fortfarande
kvar i laromedlen. Jag tanker narmast pa
de sa viktiga begreppen derivata och inte-
gral. Det forra spikas fast som lutningen
hos en kurvtangent, det senare som en area
under enfunktionskurva. | gavaverket ar
tangentens|utning och arean under en kur-
va endast exempel pavad en derivatares-
pektive en integral kan innebéara, ja kurv-
tangentens|utning och arean under kurvan
maste definieras som ett vérde hos deri-
vatan och hos en integral. Den valda va
gen blir alltsa bade omatematisk och in-
skrénkande pa begreppsutvecklingen. Pa
den senaste biennalen, i Sundsvall i janua-
ri 1996, horde jag till min glédje ett fore-
drag av Hans Wallin, som férebadade nya
grepp paintroduktion av integraler i kom-
mande |aromedel.
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Problemldsning borjar med
fantas . ..

Att undervisa i matematik bor till en va
sentlig del vara att hjdpa elevernartill att
lita pa sitt eget tankande. Har spelar pro-
bleml6sningen en viktig roll. Vi ska skilja
mellan problemldsning och reprisldsning
av ett problem som vi mott tidigare. Om
vi kénner igen en problemuppgift ror det
sig faktiskt inte om ett "riktigt” problem.
Vi stér infor ett problem nér vi inte vet hur
vi skataitu med det. Ett problem &r alltid
ett nytt problem. Darfor ger det alltid n&
gon ny erfarenhet, oavsett om vi |Oser det
eller inte. Om jag kor fast och tar hjalp kan
jag observera hur det kom sig att jag ham-
nade i en atervandsgrand och laramig av
en sadan erfarenhet. Problemldsning blir
nagot positivt, om vi bara kan komma pa
nagon idé, en ansats till [6sning. | borjan
maste vi satsa pa nagon upptakt till 16s-
ning. Det handlar hér om en bred skalaav
fantasi, fran chansartad gissning, aning och
rentav blixtartad intuition, till en kombi-
nation av tidigare kunskaper.

Vid en middag fragade nagon David
Hilbert, beromd matematikprofessor i
Gottingen, varfor en av hans doktorander
hadel&mnat institutionen och blivit roman-
forfattare. "Han hade inte nog fantasi for
matematik, men tillrackligt for romaner”,
blev Hilbertskyligamen mahandatraffan-
desvar. All problemlsning borjar med en
yttring av fantasi. Praktfulla historiska ex-
empel paatt det & sa finner vi i det som
réddats kvar av Arkimedes skrifter, framst
hans méarkligaharledningar av parabel seg-
mentets area och sfarens volym. Aven om
man kan saga att allt mer avancerad mate-
matik kraver alt mer av kreativitet, safinns
det mycket utrymme for fantasi redan pa
det tidigaste skolstadiet och det & oerhdrt
vikigt att vi ger elevernatillfalle att utveck-
laden. Lat oss se pa ett exempel :

Vid ett vagskal finns en skylt som visar
Almvik 44 om man tar av at hoger, och
Brohult 51om man tar av at vanster. Hur
lang och hur kort kan fardvagen vara fran
Almvik till Brohult?
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Att fardvagen inte kunde vara langre an
44+51=95 (km) var elevernai en mellan-
stadieklass Gverens om. Daremot variera-
de buden om hur néra varandra de tva or-
terna l1ag. En elev sa 50 meter”. Det &t
onekligen spannande, savi Onskade allaatt
fa se en kartskiss. Resultatet blev det som
figuren visar: en askiljer detvaorternat!

Rika uppgifter

| de flesta klasser varierar elevernas fal-
lenhet och intresse for matematik en hel
del. Lararen har en viktig uppgift att forse
elevernamed uppgifter av [amplig svarig-
hetsgrad, sarskilt de avancerade eleverna
och de radvilla. Allra bast fungerar indi-
vidualiseringen davi larare kan ge sadana
uppgifter som erbjuder ett mer utbrett un-
dersokningsomrade. Dakan alaelever ar-
beta med samma uppgift och elevernakan
tafor sig sd mycket av uppgiften som pas-
sar dem. Enuppgift som |&tt sporrar elever-
na till egna strovtag &r att understka om
ett naturligt tal &r rikt, fattigt eller perfekt.
Rikt &r ett tal n, om dessdelare (< n) har en
summa som oOverstiger n. Ex: 12 har de-
larna 1, 2, 3, 4 och 6 med summa 16. Ef-
tersom 16 &r storre &n 12 ar 12 ett rikt tal.

Ett tal som 10 &r fattigt, ty dess delar-
summa 1+2+5 & mindre &1 10. Om ddar-
summan & lika med utgangstalet, sa ségs
detta vara perfekt. Lat eleverna finna tal
av respektive slag. Och &n mer, omvi kal-
lar delarsumman for s, kan de forsokafin-
natal n, s att forhallandet /n blir sa stort
som majligt. Insikten om att detta forhal-
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lande faktiskt kan bli hur stort som helst ar
avancerad, men eleverna hittar sékert tal
dér delarsumman atminstone & dubbel sa
stor som talet. Har finns manga fragor att
stélla

Kan delarsumman s vara 1? 2? 3? etc.
Kantvata hasammas-varde? Kan svara
likamed n+1? Osv.

Givetvis kan och ska vi emellanét utga
fran vardagssituationer men i regel ger
uppgifter inom den "rena matematiken”
stérre svangrum for undersokningar. Att
da och da str6 in uppgifter pa grasrotsni-
va, dvs uppgifter som inte kraver just nag-
ra forkunskaper als, ger varje gang min-
dre kunniga elever nyachanser att 6ka sitt
savfortroende genom att komma pa bra
uppslag. Likaoumbérligadr aandrasidan
uppgifter som kraver sadanaforkunskaper
som eleverna borde ha forvérvat.

.. och leder fram till logiskt
tankande

For att sékerstallariktigheteni en problem-
|6sning maste vi kunna prestera en moti-
vering eller ett bevis av nagot slag. Vi
maste prestera en logisk tankegang. Aven
dettaframgar kristallklart i de némndahér-
ledningarna av Arkimedes. Han fann de
onskade formlerna pa intuitiv vag och
maste sedan pa en helt annan vag bevisa
att formlernavar riktiga.

Deddstakandabevisen utfordesav gre-
kiskamatematiker. Under 6:e arhundradet
f Kr grundade Pythagoras sin beromda
mysterieskolai Kroton, en grekisk kustort
vid det nuvarande Italiens” halfot” . Forut-
om musik upptog heltalen pythagoréernas
varma intresse. De upptéckte att summan
av successiva udda heltal &r kvadrattal:

1 =1 = 1°
1+3 =4 = 2°
1+3+5 =9 = 32
1+3+5+7 =16 = 42

Fortsétter summan att vara ett kvadrattal,
nér ytterligare uddatal successivt laggstill?
Det & intressant att pythagoreerna fann
beviset genom att utga fran helheten, dvs
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fran ett kvadrattal. Skulle man kunnadela
upp ett kvadrattal i en summaav successi -
va udda heltal? Eftersom grekerna alltid
stravade efter enkel askadlighet framstéll-
de man ofta talen som s k figurativa tal,
speciellt kvadrattalen i form av en punkt-
kvadrat.
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Figuren visar kvadrattalet 25. Problemet
blir nu omformulerat:

Kan man delaupp kvadrateni bitar som
svarar mot successivauddatal och som vi-
sar att uppdelningen & genomforbar for
vilket kvadrattal som helst?

*i® & & o
e & €& =& o

Figurenvisar grekernas|osning. Det & inte
svart att visa att |0sningen & generell: om
kvadratsidan 6kar med 1 punkt, satillkom-
mer en "vinkelhake” med 2 punkter fler
an den dittills storsta vinkel haken.

Det finns andra I6sningar ocksa, som val
ar!

Det & som bekant de 6ppnafragestalIning-
arnasom inbjuder till individuellaelevl6s-
ningar. Ju mer uppgiften har karaktar av
undersokning, desto storre blir mojlighe-
ten till variation.

En del fragor har en |6sning som inte
kraver ndgot logiskt resonemang; det rack-
er med att peka pa ett exempel eller ett
motexempel. Om vi fragar

Har varje multipel av talet 6, som &r
minst 6, ett primtal som granne, dvs som
narmast hogre eller lagre tal?
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sainfinner sig svaret "av sig §avt” for den
som i tur och ordning provar med multip-
lerna 6, 12, 18, etc. Rétt lange finns en
primtal sgranne, men va framme vid 120
finner den talmodige (och optimistiske) att
varken 119 eller 121 ar primtal. Exempl et
120 visar altsaplotsligt att svaret ar nej.
Nar vi hittat ett motexempel blir det
"sudden death” for att anvanda en sport-
term.
Om man déaremot vander pafragan och fra-
gar

Har varje primtal storre an 3 en 6-tals-
multipel som granne?

saar svaret jal Har skulle det bli ett Sisy-
fus-arbete att forsoka hitta ett motexem-
pel. Har maste man foraett logiskt resone-
mang. Det & inte svarare an att elever pa
mellanstadiet kan klaraav det, sarskilt om
de ritar ut en rad "stolar” dér heltalen far
ta plats. Pavar gétte stol sitter forstas en
6-multipel.

12345678910111213 14 ...

Uppgifter for under sbkning

Vi skanu gaett steg vidare och se hur fan-
tasi och logik kan ges spelrum inom ra-
men foOr ett undersdkande arbetssétt.

Exempel 1

Ar summan av tre jamna heltal alltid,
aldrig eller ibland delbar med 3?

Omsvaret ar alltid, eller aldrig,
ge bevis.

Om svaret ar ibland — vad behover vi
krava av de tre talen for att summan
ska bli delbar med 3?

Har & en undersokning av trial-and-error-
typ tillrécklig for att avgora att svaret ar
"ibland”. Exempelvis @& summan 2+4+6
delbar med 3, medan summan 2+4+8 ¢
ar delbar med 3.

Nu aterstar den svarare delen av upp-
giften. Vad skavi kravaav detretalen for
att summan ska bli delbar med 3?
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Héar behovs fantasi for en |6sningsan-
sats! An mer, det krévs en logisk fortsétt-
ning, sA att vi kan ledai bevis att det pa-
lagda villkoret racker for delbarhet. Annu
ett sndpp hogre vore att undersdbka om det
palagdavillkoret & nddvandigt (utéver den
tillréacklighet som beviset garanterar).

Om eleverna Ovat division med rest
kommer de nog att beakta den rest som
division med tre kan ge. Med den ansatsen
bor malet varainom rackhdll, sarskilt om
eleverna arbetar i grupper.
| en senare arskurs, dar eleverna har till-
gang till algebra som undersokningsred-
skap, kan de anséttatre tal 2m, 2n och 2p,
eller annu béttre, med tanke pa delbarhet
med 3, tre tal vardera av typ 6p — 2, 69
eller 6r+2.

En grupp finner att om vart och ett av
de tre jamnatalen ar delbart med 3, sa &r
summan delbar med 3 ("forstds’); en an-
nan finner att om ett av talen &r delbart med
3 och summan av de tva andra & delbar
med 3, sA & summan delbar med 3.

Béada dessa grupper gor bra upptéckter,
men det palagda villkoret & inte nodvan-
digt. Det visar exemplet 2+ 8+ 14 som har
summan 24.

Det bade nodvandiga och tillrackliga
villkoret & att om de tre talen & 6p+u,
6qg+v och 6r+w, dar u,vochw éa -2, 0
eller 2, sa ska summan av resterna,
u+v+w, varadelbar med 3.

Exempel 2

| en fyrhorning &r diagonalerna lika
|langa och vinkelrata mot varandra.

Vilka intressanta, eventuellt symmetri-
ska typer av fyrhorningar finns det
med sadana diagonaler?

Hur ska man har kommalangre an till na-
got isolerat resultat med trial-and-error?
Vilken figur ska man bdrja med? Och hur
skaden figuren sedan varieras steg for steg,
sa att undersokningen ska kunnabli téack-
ande? Har stélls fantasin infor uppgiften
att gbra en systematisk undersokning, en
bra uppgift i t ex arskurs 8 eller 9.
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Utgangsfiguren véaljs med fordel sadan att diagonalerna
delar varandra mitt itu. Figuren blir da en kvadrat. Hur
ska man fortsétta? Har kommer idén att gora sma forand-
ringar. (Matematiken & mdonsterbildande for annan forsk-
ning!) Alltsa - vi later den ena diagonalen forbli tudelad
och parallellférskjuter den andra. Ah, det blir drakar, spe-
gelsymmetriskafyrhorningar av draktyp! Och vidare? Nu
far ingen av diagonalerna langre vara halverad. Idén kan
bli att |&ta diagonalerna dela varandrai samma delnings-
forhallande (skilt fran 1:1), t.ex. 1:2. Det blir en intressant
delundersokning, som &ven den visar att figuren blir sym-
metrisk, men dennagang ett likbent parallelltrapets, alltsa
anyo med en symmetrilinje.

Aterstér fallet att diagonalerna delar varandrai olika
delningsférhalanden, ingetdera 1:1. Har kommer inte n&
got mer ut an vad vi visste fran borjan om diagonalerna.

Déarmed técker understkningen alla tankbara fall och vi
kan redovisa resultatet som i figurerna.

Probleml 6sning och begreppsbildning véaver i varandra.
De & fundamenten for matematisk aktivitet. Begreppsbild-
ningen underl&ttar probleml Gsningen och omvant induce-
rar probleml dsning hos elevernaen kunskapstorst efter nya
begrepp. Utan att forfallatill en skramentalitet bor vi kun-
na se matematiken som en viktig skolning, jaen unik skol-
ning, som utvecklar inre 6gon, enligt Platon mer vardeful-
la @n tusen fysiska 6gon.
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