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Detta hafte vander sig till larare som undervisar matematik i sarskolans
skolformer, bedriver specialundervisning i grundskolan eller undervisar
andra elever som ocksa behéver mota matematikinnehall i sma steg och
med variation for att deras lust att lara matematik ska bibehdllas och 6kas.

matikdidaktisk material for kollegialt lirande. Ett urval av det material

som vinder sig till lirare i sirskolans skolformer finns hir samlat, bear-
betat och utvecklat. Den frimsta anledningen till att detta hifte har samman-
stiillts dr mojligheten att komplettera med material riktat direkt till eleverna.
Minga ldrare i sirskolans skolformer pétalar att de ligger mycket tid p4 att ta
fram och anpassa undervisningsmaterial, dels for att det ska passa elevgrupper
med mycket stor kunskapsspridning och skilda méjligheter, dels for att mate-
matiklirobdckerna "tar slut for fort”. Vad giller sistnimnda handlar det fram-
forallt om att eleverna behdver arbeta med samma innehall under lang tid och
med sm3 utvecklingssteg — samtidigt som eleverna ska uppleva variation och
att de lir sig nigot nytt.

Matematikundervisningen i sirskolans skolformer ser inte ut pa nagot radi-
kalt annorlunda siitt in undervisningen i grundskolan. Elever lir sig generellt
sett pa samma sitt men i olika takt. Det gor att material framtaget med sirsko-
lans skolformer i tanke ocksa passar flera andra elevgrupper. Férhoppningen
ir att detta hifte dven ska vara anvindbart i specialundervisning. Troligen
finns det delar som dven passar elever i ordinarie undervisning och kanske kan
vissa delar passa for nyanlinda elevers matematikundervisning.

For att praktiskt hantera elevmaterial dir innehallet gir framéat i lingsam
takt organiseras det i Strivorna pA NCM:s webbplats. Om du inte redan ir
bekant med Strivorna bor du starta med att lisa om dem pa ncm.gu.se/stravorna.

r | Vill modulerna i Matematiklyftet arbetades det fram uppskattat mate-

Samband mellan hdfte och aktivitet

I Matematiklyftets moduler finns forslag pa lektionsaktiviteter och diskus-
sionsfrigor i moment A-D. Forslagen pa lektionsaktiviteter utvecklas till lirar-
sidor pa Strivorna och kompletteras med arbetsblad for eleverna, i mojligaste
man dven som skrivbara pdfier. For att imnesinnehallet p Strivornas lirarsi-
dor ska framga tydligt och begripligt rekommenderas en parallell lisning med
texterna i detta hifte forsta gdngen en aktivitet anviinds.

I denna bearbetning av modultexterna har direkta kopplingar till kurs-
och dmnesplaner for sirskolans skolformer tagits bort men styrdokumentens
intentioner kvarstar.
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Laborativt arbetssatt

Det finns flera roda trddar genom modulerna for sirskolans skolformer. En ir
det laborativa arbetssittet. I Skolverksrapport 368 Matematik i grundsdrsko-
lan beskrivs i den avslutande diskussionen: "Utvirderingen tyder vidare pa
att man anvinder minga laborativa och konkreta material, bide firdigprodu-
cerade och tillverkade av lirarna sjélva. Men det saknas en systematisk analys
av materialen och deras anvindning i relation till férutsittningar att utveckla
matematisk kompetens.”

Om laborativt matematikmaterial anvinds och steget dver till abstrakt och
symbolisk matematik tas utan nddvindiga mellansteg kan det laborativa arbe-
tet snarare bli férvirrande 4n stodjande for eleven.

Ett laborativt arbetssitt jimfors ibland med ett konkretiserande arbets-
sitt. I ett laborativt arbetssdtt kan alla elever delta och undervisningen startar
pé den niva dir eleverna befinner sig. Ifall omradet ir helt nytt fér eleverna
kan de starta med den informella forforstielse de har, men alla maste inte alltid
borja med konkret arbete. Finns forkunskaper kan eleven g direkt till ett mer
generellt och abstrakt steg. Eleverna kan sedan stanna olika linge pa de skilda
stegen nir de i egen takt, bide enskilt och tillsammans med andra, arbetar sig
vidare till den helt abstrakta nivén.

Ett konkretiserande arbetssdtt innebir en omvind arbetsging. Alla elever
startar samtidigtiden formella och abstrakta (skol-ymatematiken. For de elever
som uppvisar svirigheter far liraren arrangera ett konkretiserande innehall,
vilket i praktiken ofta betyder att dessa elever fir anviinda laborativa material
medan dvriga elever fortsitter pi den abstrakta nivén.

Aktiviteter steg for steg
Till vardags siger vi ofta ” frdn det konkreta till det abstrakta”. Si 4r det minga

ginger, eleverna startar i arbete med konkret material och fortsitter sedan till
allt mer abstrakt och generell forstaelse, men vi bér dven hélla 6ppet fér den

andra riktningen.

konkret abstrakt

Att konkretisera och askadliggora ett abstrakt och generellt matematiskt
uttryck ir i regel betydligt mer utmanande, for savil lirare som elever, in att
folja en arbetsging frin det konkreta till det abstrakta. Vilken riktning vi in
viljer ir det ind4 vad som hinder mellan dessa bida ytterligheter som ir det
mest avgdrande for att det ska uppstd en méjlighet for eleven att lira. En labo-
rativ aktivitet bygger i huvudsak p3 tre steg:

1. gemensam introduktion
2. laborativtarbete
3. gemensam uppfoljning och diskussion.

Steg 1, gemensam introduktion, innebir att elever fir en inblick i vad som ska
hinda eller vad de ska gora. Introduktionen ska skapa forvintan och nyfiken-
het och bor dven resa frigor som motiverar eleverna att undersdka savil mate-
rial som aktivitet och vad arbetet kan leda till. Dirmed inte sagt att liraren
redan pa detta steg behover beriitta vad som ska hinda eller vad eleverna for-
vintas lira sig.




Steg 2, laborativt arbete, kan ske enskilt, i par, i grupp eller i helklass. I prakti-
ken blir det vanligtvis en kombination. Detta steg kan manga ginger vara det
som ir enklast for ldraren att planera di det finns detaljerade beskrivningar i
bocker, pirmar och pa webben. Eleverna ska inte enbart arbeta praktiskt med
konkret material, de ska fiven ges mojlighet att arbeta halvkonkret, halvab-
strakt och abstrakt, se nedan.

Steg 3, gemensam uppfoljning och diskussion, har visat sig vara ett mycket kri-
tiskt steg. Om eleverna enbart plockar iordning efter sig i slutet av steg 2 ir
risken stor att aktiviteten mest far karaktir av "gérande”. Nir liraren istillet
avslutar en aktivitet genomtinkt med ett uppfoljande samtal finns méjlighet
attforstirka inlirningen och undanrdja missuppfattningar. Genom att jamfora
begreppsuppfattningar och lésningsstrategier kan elever ocksa ”byta upp sig”
till effektivare tankesitt.

Ett sitt att beskriva och gora elever medvetna om vad som hinder pa vigen
mellan konkret och abstrakt ir att tydligt arbeta med nivierna halvkonkret
och halvabstrakt. Det kan exemplifieras pa foljande sitt:

Konkret: Arbete med fysiskt material som kan hanteras manuellt. Sakerna kan
vindas och vridas, de gir att uppleva med flera sinnen. P4 denna niva kan det
laborativa materialet fylla en funktion for att 4skadliggdra nagot abstrakt eller
for att underlitta vid berikningar, problemldsning eller undersdkningar. Det
talade ordet dr viktigt nir bade lirare och elever formulerar det som sker.

Halvkonkret: Forsta steget for att limna den helt konkreta nivin ir att anvinda
bilder. Dessa kan vara elevernas egna naturtrogna teckningar (ir det en cykel
ska det synas att det 4r en cykel), men lika giirna fotografier eller andra illustra-
tioner som exempelvis memorykort. Det finns elever som tycker s mycket om
att rita och méla att de fastnar i det och helt missar matematiklirandet, andra
elever ogillar att teckna och vill slippa det pa matematiklektionerna. Liraren
maste avgora nir det dr dags {or elever att ta niista steg eller att hitta alternativ.

Halvabstrakt: Eleverna limnar sina forestillande bilder till forméan for egna
informella symboler. Cyklarna som tidigare har ritats omsorgsfullt med hjul,
styre och pedaler kan nu ersittas av en ruta eller ett streck. Det viktigaste ir att
eleverna sjilva vet vad valda symboler representerar.

Abstrakt: Eleverna gir frinsinaegnainformella symboler till den formella mate-
matiken med siffror, andra symboler, riknelagar och regler. Férhoppningsvis
har eleverna da med sig en forstelse for vad de formella uttrycken star for. I
annat fall finns det méjlighet fér dem att ga tillbaka bade i sina dokumentatio-
ner och i sina tankar for att se varifrin ett formellt uttryck hirstammar.

Dessa fyranivier har inga vattentiita skott mellan sig. Naturligtvis kan eleverna
anviinda laborativa material eller bilder som stdd for tanken pé senare nivéer.
Det finns dtminstone tvi betydelsefulla aspekter att uppmirksamma. Dels
maste de mellanliggande stegen fi ta tid. For den vuxne som redan behirskar
ett matematiskt innehill eller begrepp ir det litt att bli lite otilig och skynda
pa eleverna for mycket. Dels dr det nddvindigt att se till att undervisningen
(eller enskilda elever) inte fastnar p den konkreta nivin — {6r att vid ett senare
tillfalle ta ett obegripligt skutt direkt till den abstrakta nivin. I bida fallen
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kan det resultera i att det laborativa arbetet enbart har blivit ett tidsddande
"girande” som inte fyller nigon verklig funktion for elevernas lirande.

Arbetssittet bide kan och bor varieras. De fyra nivierna kan ses som olika
matematiska uttrycksformer dir eleverna anviinder material, bilder, ord, infor-
mella och formella symboler. Ett alternativ ir att arbeta med uttrycksformer i
en ordning som antingen liraren eller eleverna sjilva bestimmer.

En anledning till varfor elever ska dokumentera ir att det laborativa arbetet
annars litt kan bli osynligt. Nir materialet ir bortplockat "finns inget kvar”
om ingen form av dokumentation har gjorts. D4 kan till och med en ifylld sida
i en traditionell lirobok vara mer konkret. Elevers dokumentation kan goras
med stor variation. Ett enkelt siitt ir att fotografera under pagiende arbete och
sedan siitta text till. Dagens teknik kan verkligen underlitta oavsett om det ir
eleven sjilv eller liraren som skriver, eller om texten talas in. Olika former av
dokumentation kan hjilpa elever att utveckla begrepp steg for steg, att se lik-
heter och skillnader mellan olika begrepp, att tydliggora vad de kan fore och
efter ett arbetsomride, att 1ita dem fundera pa vad som #r respektive inte ir
en specifik geometrisk figur, att utveckla ett vardagligt sprak mot ett allt mer
matematiskt sprik, etc.

Nir dessa dokumentationer ir sparade finns mojligheter att dven anvinda
dem till analys och bedémning. Eleven, liraren och forildrar kan se vad eleven
har arbetat med och vilken utveckling som har skett. Elevdokumentationerna
ger ocksa liraren tillfille att uppticka missuppfattningari ett tidigt skede.

Det finns all anledning att ta hjilp av de digitala hjilpmedel som finns idag,
men ersitt inte direkt det fysiska, konkreta materialet med digitala varian-
ter. Lat alla elever (som har fysiska och finmotoriska méjligheter) férst bekanta
sig med de konkreta foremélen. Sedan finns det oindliga méojligheter med de
digitala hjilpmedlen, kanske frimst for arbete pa de halvkonkreta och halvab-
strakta nivierna samt for elevernas dokumentation.

[ detta hifte finns ingen litteraurlista. Férekommande referenser och andra
hinvisningar till exempelvis inspirationslitteratur finns samlade p& en webb-
sida, se http://ncm.gu.se/media/ncm/dokument/bla_stravor_littlista.pdf

Ett urval har som sagt gjortsiarbetet med hiftet si att detiforstahand finns
texter som kompletterar elevaktiviteter i Strivorna. Jimfort med de olika skol-
formernas kurs- och dmnesplaner i matematik finns dérfor inte alla matema-
tikomriden med. Exempelvis saknas texter om vinklar och algebra, och nagra
omraden som tal i procent- och brikform berors enbart ytterst dversiktligt.

Alla avsnitt avslutas med Att fundera éver. I rutan finns nagra forslag pa fra-
gor att reflektera dver pa egen hand eller att diskutera med kollegor.

Att fundera jver

o Vill du férdjupa dig i ett laborativt arbetssitt? Det finns mer utforligt
beskrivet i boken Matematikverkstad — en handledning fir laborativ
matematikundervisning.



Nyfikenhet, lust och fantasi ar starka drivkrafter for den som vill

lara sig nagot. Kreativitet ar en viktig formaga for att kunna l6sa
matematikproblem, samtidigt kan stimulerande matematikaktiviteter
anvandas for att skapa nyfikenhet och utveckla fantasin pa ett lustfyllt satt.

verksamhet. Undervisningen ska stimulera kreativitet och sjilvfortro-

ende sd att eleven kan anviinda och utveckla hela sin férmiga. Ett mal
ir att varje elev kan lira, utforska och arbeta bide sjilvstindigt och tillsam-
mans med andra. Nyfikenhet ir en mental egenskap som ger impulser till ett
utforskande beteende och lirande, en inre vilja att veta. Lust ir en kiinsla som
priiglas av en stark lingtan efter ndgot som ger stor tillfredsstillelse och ir for-
knippad med bide kroppslig njutning och intellektuell stimulans. Det spon-
tana lirandet hos mianniskan kinnetecknas av dessa begrepp, som bada ligger
nira det vi kallar fantasi.

Redan smi barn drivs av nyfikenhet och en inre lust att utforska och for-
std sin omvirld. De bérjar tidigt ta reda pa vad som déljer sig bortom det som
finns framfor 6gonen, det uppenbara. Underférstitt finns frigor om vad som
finns i, ovanfor, under och bakom. Vad héinder om ...? De skaffar sig erfaren-
heter som bygger en inre intuitiv forstielse. Vuxna, och andra barn, uppmirk-
sammar dem pa det som finns runt omkring. De utmanar barnens nyfikenhet
och spontana utforskande genom att visa pa foreteelser som de dinnu inte sjilva
skulle upptiicka och pratar om det som uppmirksammas. Sprak och begrepp
utvecklas i interaktion med andra minniskor och omgivning. Lev Vygotskij
betonar vikten av att utmana nyfikenheten. Han menar att lirandet utmanas
mest effektivt genom att man loser uppgifter tillsammans med nigon som kan
mer och dirinnehéllet ligger i den lirandes utvecklingszon. "Det jag klarar till-
sammans med nigon annan idag, klarar jag pa egen hand i morgon.”

l ] tforskande, nyfikenhet och lust att lira ska utgdra grund for skolans

Att fantisera och forestalla sig

For att hitta losningar pa savil vardagliga som matematiska problem behéver vi
anvinda var fantasi. Ordet fantasi kommer ur grekiskans phantasia, som bety-
der ’synligblivning’, "anblick’, "forestillning’. Nationalencyklopedin beskriver
fantasin som nyckeln till ny utveckling i sinnet och att den utvecklas i samspe-
let med andra. Fantasin hjilper till att ge mening at upplevelser och forstielse
for kunskap, att skapa inre bilder, kinslor och férestillningar. Den synen utgar
bland annat frin Vygotskijs tankar:

Fantasins skapande aktivitet ir direkt avhingig av rikedomen och mdngfalden i
ménniskans tidigare erfarenheter, eftersom dessa erfarenheter utgor det material
som fantasikonstruktionerna byggs av. Ju rikare en mdnniskas erfarenheter ir
desto mer material forfogar hennes fantasi éver.

(Fantasi och kreativitet i barndomen, s 19)
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Att fantisera och forestilla sig handlar enligt Sven-Erik Liedman, professor
emeritus i idé- och lirdomshistoria, om formagan att skapa distans till det niir-
varande och nirhet till det frinvarande. Fantasins betydelse for att lira mate-
matik ir framskriven av exempelvis matematikern Augustus de Morgan, som
lir ha sagt att fantasin ir den frimsta drivkraften bakom matematiska fram-
steg. Fantasin ir intimt férknippad med kreativitet.

Mot bakgrund av fantasins betydelse ir det rimligt att friga sig hur férma-
gan att fantisera uppstar. Ar den medfodd? Kan vi paverka den, ge den spelrum
och optimal utveckling? Vygotskij menar att fantasin ir beroende av individu-
ella erfarenheter, vilket talar for att fantasin inte ir medfédd. Sannolikt finns
mdijligheten att utveckla férmagan hos alla. For att det ska ske behovs erfaren-
heter, stimulans och utmaningar i en omgivning med tilltro till savil barns som
ungdomars och vuxnas mdjligheter.

Sedan urminnes tider har minniskor samlats och berittat for varandra.
Kunskap, sagor och myter har dverforts fran ildre generationer till yngre
genom muntlig tradition. Det talade spriket har i ssmverkan med gester och
miner fingslat lyssnare. Berittelser har haft dvernaturliga inslag. Skogsrar,
nicken, troll och underjordiska visen har utgjort forklaringar till obegripliga
foreteelser och hindelser. Genom berittelserna har lyssnarna skapat inre bil-
der, men ocksa sjilva funderat och fantiserat vidare kring hindelser och utse-
enden. Nutidens barn och unga fascineras av fantasygenren, som priglas av
overnaturliga och magiska foreteelser och med visen som vixlar skepnader
for att luras och dverraska. Intriide till dessa virldar gir till exempel genom
magiska dorrar eller dverraskande hal. Berittelsens hjilte, som ldsaren / lyssna-
ren ofta identifierar sig med, har i uppdrag att leta reda pa nigot eller ndgon,
l6sa olika problem eller ta sig forbi hinder. I bocker, serier, filmer och dator-
spel engageras minniskor av dessa fantasivirldar. I fantasin finns inga begris-
ningar, allt ir mojligt. Naturlagar, sociala eller ekonomiska begrinsningar som
styri verkligheten upphor.

En av de viktigaste delarna for utveckling av intellektet ir alltsa formagan
att forestilla sig och att fantisera. Det dr dirfor viktigt att ge elever rika till-
fillen for att trina. Nir rationella och logiska formagor kombineras med fan-
tasi berors eleven pé ett djupare plan. Det har visat sig att niir elever far utma-
ningar, genomfor uppdrag och 16ser uppgifter 4t en figur i en fantasikontext,
dvs da de tar nigon annans perspektiv, frigors energi och risken att misslyckas
flyttas 6ver pa den som iger problemet, fantasifiguren, och det egna sjilvfor-
troendet exponeras mindre. Fantasin aktiveras nir eleverna berittar om figu-
rens eller sina egna drommar och énskningar. Liraren kan utmana eleverna att
beskriva allt fler detaljer med olika uttrycksformer. Utan stimulans, adekvata
utmaningar och aktivt arbete utvecklas vare sig intellekt eller fantasi. Svenska
styrdokument beskriver matematisk verksamhet som en kreativ, reflekterande
och problemldsande aktivitet. I problemldsningen blir fragor som Varfor? Hur
kommer det sig att...? och Vad hinder om...? naturliga att stiilla och enklare att
besvara med hjilp av fantasins kraft.

Forskaren Alan Bishop ser matematik som en kulturyttring som utvecklas ur
olika aktiviteter vilka dr gemensamma fér minga olika kulturer. Han beskriver
intressanta likheter i minskliga aktiviteter i geografiskt och historiskt skilda



grupper, aktiviteter vilka kan betraktas som rotter till matematiskt tinkande
och motsvarande utveckling av sprik. Genom historien har matematik haft
stor betydelse for exempelvis handel och for utveckling av naturvetenskap och
teknik. Bishop menar att matematikutbildningen kanske har kopplats alltfor
starkt till dessa omraden. Matematik 4r en betydelsefull del i minniskors liv,
sasom arkitektur, konst, drama, litteratur, rytm, rérelse, sprak och bild. Han
argumenterar dirfor starkt for att matematikutbildningen i hdgre grad borde
tittamer pa de kulturella aspekterna av matematik istillet for de mer tekniska.

Matematiska aktiviteter, som spel av olika slag, har ofta en social dimension.
De genomfors i samverkan och dialog eller i tivlingssammanhang dir de tiv-
lande forsoker dverglinsa varandra i strategier, snabbhet eller mental styrka.
Minskligheten har utvecklat forutsittningar och strategier samt enats om
regler och undantag att forhilla sig till, bland annat nigot si vanligt forekom-
mande som turtagning. Det finns bestimmelser och regler om i vilken ordning
man ska gora olika saker, vem som ska borja, vad som hinder om en deltagare
gor fel och si vidare. Overenskommelser betraktas ibland som absoluta san-
ningar och i matematiken finns manga sidana exempel. Eftersom dessa regler
finns kan aktiviteter ofta starta direkt nir deltagarna bestimt sig for vad de vill
gora. De behover inte hamna i konflikt nir nagot gir fel, istillet kan de viinda
sig till regelverk eller manualer. I spelliknande aktiviteter ror sig deltagarnaien
fiktiv virld, ofta med likheter i det vardagliga livet, men dir deltagarna kan "ta
ut svingarna” och reflektera éver och prova vad som hinder utan att behova
hantera konsekvenser i verkligheten. Bishop menar att detta kan vara roten till
hypotetiskt tinkande; om...s4...

I Introduktion till matematiken beskrivs matematikimnet av Tord Ganelius,
professor emeritus i matematik:

Matematiken dr en lek. Mdnga kanske skulle siga att matematiken dr ett spel,
men det dr inte riktigt lika bra som beskrivning. Det finns sd mycket annat héri
vérlden som kallas for spel eller som betraktas som spel av mdnga mdnniskor ...
Att det nu dr av intresse att hivda att matematiken dr en lek sammanhdnger med
att det dir sd fd som vet det ... Och matematiken dr alltsd en lek, och det mdste
man forstd, om man pd ett givande och naturligt siitt ska kunna nirma sig den.

(s9)

Metaforen "matematiken iir en lek” ir en kraftfull idé att tillvarata i undervis-
ningen. Lekar och spel fungerar som modell {6r verkligheten, har en struktur,
engagerar en, tvi eller flera deltagare och har logiska regler som maste hanteras
tydligt och klart. Att férutsiga och stilla hypoteser ir en viktig del i spel och
lekar, liksom i matematiken. Gétor, paradoxer och andra tankelekar har stor
betydelse for utvecklingen av matematiskt tinkande.

Matematiken, denna lek med tecken, kan alltsd fungera som sprik i higst varie-
rade sammanhang, och det torde i dagens lige vara fd vetenskaper och aktiviteter
som lyckats hdlla sig obeflickade av matematikens symbolism.

(s10)

Ganelius utvecklar sin idé och menar att det som av manga betraktas som
sjilvklara sanningar, inte ir nigot annat in frin borjan fritt valda regler for lek
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med tecken. Matematiker har i sin nyfikna lek, eller om vi foredrar att kalla
det forskning, frigat sig "Vad hinder om ...?". De har skrivit hypoteser, under-
sokt och fatt fram resultat. Hypoteser har bekriftats eller forkastats. Forskare
inom olika vetenskaper har enskilt och i samverkan valt att formulera regler
utifrin vad de har kommit fram till. Filosofen och matematikdidaktikern Lars
Mouwitz menar att avstindet mellan det lilla barnets nyfikna erévrande av
virlden och matematikprofessorns lika nyfikna erévrande av den matematiska
begreppsvirlden kanske inte #r si stort.

Lek karakteriseras av hypotetiskt tinkande dir det finns likheter med
verkligheten. Jag latsas att "jag ir en hist”, "bladet ir en kaka” eller "singen ir
en bit”. I verkligheten kan hiistar inte klittra i trid, men i fantasin 4r det moj-
ligt. Blad och kakor ir inte utbytbara i verkligheten, men i fantasin, p4 latsas,
gir det och jag kan latsas ita "kakan”. I leken far fantasin fritt spelrum eftersom
verklighetens begrinsningar inte finns. Deltagarna bestimmer vad som gil-
ler, vilka regler de har att forhalla sig till och hur de ska hantera avvikelser fran
dem. Det som varit tillfilliga 6verenskommelser i en lek, har i olika samman-
hang formaliseratsi regler. Leken har bytt skepnad och blivit ett spel.

Som Ganelius skriver har minga matematiska “sanningar” tillkommit
genom kreativt och undersdkande arbete dir fantasin varit en forutsittning,
For att lira matematik ir fantasin bdde en bundsférvant och en férutsitt-
ning. I och genom fantasin kan eleven tinja grinser och skapa nytt kunnande.
Bishop pekar ocksa pd intressanta likheter mellan vad som kiinnetecknar leken
och det som ir utmirkande fér matematiken, diir en kort sammanfattning ir
foljande:

o att forestiilla sig, att latsas, ir att tinka hypotetiskt och en borjan till
abstrakt tinkande

o att férestiilla sig vad som kan hiinda, att gissa och uppskatta ir ocksd en
borjan pa abstrakt tinkande

o attanvinda drag frin verkligheten har med matematisk modellering att
gora
o attformulera och tillimpa regler, kriterier och procedurer och att hantera

"overtridelser” frin det man kommit dverens om i leken motsvarar hur
matematikregler formuleras och tillimpas

o att undersdka och utforska foreteelser i olika sammanhang karaktiriserar
problemlésning.

Att fundera éver
© Hur kan elevers fantasi ta sig uttryck pi matematiklektioner?

o Vilka slags matematikaktiviteter kan hjilpa elever att utveckla sin
fantasi?

o Ge exempel pa konkreta aktiviteter, kanske rast- eller
fritidsaktiviteter, som brukar engagera elever. Hur kan dessa utvecklas
for att ge eleverna majlighet till ett abstarkt kunnande i matematik?



Elever ska ges forutsattningar att utveckla kunskaper kring val av strategier,
metoder och verktyg som kan anvandas vid matematisk problemldsning i
vardagliga situationer, i skolarbetet och pa sikt aven i yrkeslivet.

matiska begrepp, f4 tilltro till sin foSrmaga att handskas med olika problem

och stimuleras till nyfikenhet att séka ny kunskap. For att ge eleverna dessa
forutsittningar for att utveckla sin problemlésningsférmaga, behéver under-
visningen belysa matematikens anvindning i vardagen och ge eleverna mojlig-
het att anviinda matematik i olika ssmmanhang.

Forskare inom det matematikdidaktiska filtet lyfter fram skilda avsikter
och fortjinster med problemlésning i matematikundervisningen. Det kan vara
ett medel for att lira nya matematiska begrepp och firdigheter, att utveckla
och tillimpa andra matematiska kompetenser och det kan ocksd anvindas
for att relatera den abstrakta matematiken till elevens vardagserfarenheter.
Genom stimulerande problemldsning kan elever minga ginger engagera sig i
mer kognitivt krivande uppgifter in vad de annars skulle ha gjort.

I undervisningen ska elever f3 méjlighet att utveckla sin forstielse av mate-

Vad ar ett problem?

Om en elev soker 16sningen till en uppgift och till en borjan inte har en given
metod att anvinda, och om uppgiften dessutom forutsitter eller stimulerar ett
engagemang {ran elevens sida, d4 kan man kalla det for problemldsning. Med
detta synsitt ir inte det avgdérande om en uppgift innehaller text eller ej. En
uppgift med text kan mycket vil vara en rutinuppgift dir metoderna ir kinda
av eleven och likasa kan en uppgift med endast matematiska symboler utgéra
ett stort problem om inte eleven 4r bekant med det aktuella matematikomra-
det. Om eleven exempelvis inte tidigare har arbetat med innehéllsdivision kan
det vara ett problem att 6sa uppgiften Hur mdnga kan dela pd tre pizzor om
var och en ska fd en halv pizza? och fér andra elever kan det vara en enkel rutin-
uppgift. For elever som inte forstitt likhetstecknets betydelse kan det vara
ett problem att [6sa uppgiften x —2=10+3, medan andra hanterar det som en
rutinuppgift. For nigra kan det vara ett problem att identifiera likheter mellan
nigra olika tvidimensionella geometriska figurer, medan det fér andra elever
inte alls dr ett problem.

Gemensamt for problem ir att eleverna uppmanas att ta reda pa nagot uti-
frin givna omstindigheter. Ibland finns alla omstindigheter presenterade
for eleverna, ibland ska de sjilva soka riitt pa eller skapa vissa av dem. Det kan
exempelvis handla om att tillfoga uppgifter som 4r utelimnade i texten, vilket
man brukar kalla fér — mer eller mindre — 6ppna problem. Om det finns flera
tinkbara losningar till ett problem betraktas det ocksa som éppet. DA vi fort-
sittningsvis talar om problem utgdr vi ifrdn definitionen ovan dir det fram-
hélls att uppgiften ocksa ska stimulera ett engagemang fran elevens sida for att
kallas problem.

BLA STRAVOR
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Lirarens roll vid problemldsning ir att organisera, forbereda, stimulera och
undervisa, men ocksd att handleda eleverna i deras arbete med att 16sa proble-
met. En sddan problemlésande kultur priglas av att aktiviteterna huvudsakli-
gen liknar naturliga situationer diir elever kinner igen sig och vill 16sa proble-
met. Detta stimulerar motivationen och forstaelsen for hur kunskapen senare
kan anviindas utanfor skolan.

Eleverna ska kunna relatera till tidigare kunskaper och erfarenheter nir de
tolkar problemet. De ska ocksa kunna samtala och diskutera med sina kamra-
ter for att beskriva och forklara olika situationer. Problemet bor vara utformat
s att det stimulerar anviindning av bide vardagligt sprak och ett mer utveck-
lat matematiksprak. Tidigare kunskaper och begreppsuppfattningar ska utma-
nas pa ett stimulerande och engagerande sitt. Den franske professorn Guy
Brousseau beskriver detta som att forutsittningarna for lirandet huvudsakli-
gen ska likna naturliga situationer dir eleverna ger sig hiin &t problemldsning,
inte i forsta hand for att lira sig matematik utan for att de faktiskt 4r intresse-
rade av 16sningen till problemet. I dessa problemldsningssituationer, dir elev-
erna ir motiverade och med intresse och engagemang soker efter 16sningar,
finns forutsittningar att skapa "egen” och djup forstielse for matematiken. Om
i stillet en lirare "formedlar” samma matematikinnehéll riskerar kunskaperna
att bli ytliga och svirare for eleven att anvinda i andra situationer.

Losningen pa problemet formuleras i interaktion mellan elever och lirare.
Brousseau trycker pa hur viktigt det iir att inte betrakta elevers eventuella "fel-
aktiga forestillningar” som misslyckanden. Diremot ir det viktigt att liraren
uppticker dem, annars kan de komma att fungera som hinder for fortsatt kun-
skapsutveckling. Nir liraren formulerar nya problem maste dessa ge upphov
till nya utmaningar si att eleverna sjilva uppticker att de felaktiga forestill-
ningarna inte lingre haller. Liraren har dirmed ett ansvar for att anpassa pro-
blemen till elevers forutsittningar.

Problemldsning kan alltsd ha olika syften och funktioner och det ir viktigt
att liraren ir klar dver vad som ligger till grund for de aktiviteter som genom-
fors med eleverna. Om syftet ir att undervisa om problemlésning fokuseras
sjilva 1osningsprocessen. I den klassiska boken Problemlisning — en handbok i
rationellt tinkande av matematikern George Polya presenteras olika "tumreg-
ler” f6r hur man bor g tillviiga i en problemldsningsprocess. Eftersom mate-
matik bdde har en logisk och en undersdkande sida handlar det inte bara om
att ligga upp en strikt plan fér hur problemet ska Iosas, det dr ocksa viktigt att
gissa och spekulera. Forst sitter sig eleven in i problemets villkor och frigestill-
ning, gissar och undersoker, sedan gor eleven upp en plan och genomfér den for
att slutligen utvirdera sin 16sning. Polyas numera klassiska problemldsnings-
modell bestar av fyra steg:

o Forstdelse. Vad innebir uppgiften? Ar alla ord och begrepp forstaeliga?
Hur kan frigan omformuleras med egna ord? Vad efterfragas? Vilka
forutsittningar giller? Finns illustrationer och varfor finns de i sd fall med?
Finns 6verflodig information? Saknas ndgra uppgifter?

o Plan. Liknar uppgiften nigot tidigare problem? Vilka delfragor kan stillas?
Vilken friga bor stillas forst? I vilken ordning bor dvriga frigor stillas?
Vilka [6sningsstrategier dr tinkbara? Finns det fler mojligheter? Vil
limplig strategi, tex att gissa och prova, sdka efter monster, dramatisera,
rita en figur, forenkla problemet, skriva en ekvation, géra en modell, gora en
tabell, arbeta baklinges, prova alla mojligheter.



o Utforande. Folj planen! Kontrollera varje steg,

o Aterkoppling. Kan resultatet kontrolleras? Ar resultatet rimligt?
Finns andra siitt att fa fram l6sningen? Finns det fler 16sningar? Vilka?
Giiller alltid resultatet? Vad hinder om villkor dndras? Vilka rimliga
generaliseringar kan goras? Analysera 16sningsstrategin. Férdelar?
Nackdelar? Vad ir kirnan i problemet?

Polyas modell har efter hand vidareutvecklats. Nir det giller planering och vil-
ken strategi som ska viljas for att 16sa det aktuella problemet kan listan kom-
pletteras med ytterligare alternativ, som att gora listor och diagram, att arbeta
med laborativa material — och att sova pa saken. Ibland kan det helt enkelt vara
braatt ligga problemet it sidan, igna sig 4t andra verksamheter ett tag och fort-
sitta vid ett senare tillfille. Inte sillan kan en idé om 16sning dyka upp nir man
minst anar det.

Redan Polya sjilv menade att de fyra stegen inte maste tas i den nimnda
ordningen. I en problemldsningsprocess ir det fullt méjligt, och manga ganger
nodvindigt, att dterviinda till ett tidigare steg flera ginger.

Nir man undervisar om problemlésning far eleven tillgang till en tydlig arbets-
ging, och ramar att sjilv tinka och gora sjilvvirderingar inom. Diremot upp-
star det inte lika stora mojligheter for eleven att sjilv skapa och vara kreativ
eftersom eleven ir styrd av en struktur och faststiillda strategier.

Syftet kan istillet vara att undervisa for problemldsning och d4 fokuseras
begrepp och firdigheter, inte processer. Undervisningen kommer da att prig-
las av lirarens forklaringar av olika begrepp samt av firdighetstriining. Eleverna
ska bli rustade for att senare kunna anvinda problemldsning i olika samman-
hang. En sidan lirmiljo begrinsar elevernas majligheter att utveckla problem-
16sningsformagan och att sjdlva vara kreativa och fa tilltro till sin formaga.

Till sist kan syfte och funktion vara att undervisa genom problemlésning.
D3 utvecklas ny begreppsforstielse och nya firdigheter parallellt med att
eleven utvecklar sin problemldsningsférmdga. Detta forbereder eleven {or att
vara sjilvstindig, for att sjilv skapa nytt kunnande och fa tilltro till sin férmaga.
Liraren kan uppleva det som krivande att forbereda den hir typen av akti-
viteter eftersom det behovs vil anpassade problemuppgifter och liraren sjilv
behover ha goda kunskaper inom matematikdidaktik. Genom ett vl utvecklat
samarbete lirare emellan kan planeringsarbetet underlittas.

Ett problem som eleverna kan dramatisera passar ofta som en introduktion till
ettarbetsomride eller ett specifikt matematikinnehall. Det kan vara ett natur-
ligt siitt att problematisera och gora eleverna nyfikna pa vad som ska komma i
undervisningen. Dramatiseringen kan 6ppna {6r nya fragestéllningar. Vad hén-
der om vi gor si eller sd istdllet? Varfor blev det sd hdir?

o Vid val och eventuell justering av ett problem tas hiinsyn till elevgruppens
forutsittningar. Finns det tillrickligt minga elever? Behdver nagon elev
sirskilt stod? De elever som inte deltar aktivt i dramatiseringen kan
agera publik. Mdnga ginger kan det vara de som ser 1osningen eftersom
deltagarna kan bli lite fér upptagna med sina pagdende roller.
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© Fundera p4 hur dramatiseringen sedan kan representeras ”i mindre
format”. Gér det att i niista steg byta personerna mot ndgot material?

o Vilket blir niista steg? Hur lingt i abstraktion gir det att dra problemet?
Vad ir méjligt for den enskilde eleven att erfara, uppfatta eller forsta?

o Hur ska eleverna dokumentera? Gemensamt eller enskilt? Bade och?

Gemensam problemlosning

Vid Gemensam problemlisning presenteras ett problem, oftast pa 4—6 kort.
Med fyra kort passar det bra med fyra elever i varje grupp, men det ir lika moj-
ligt med andra fordelningar, bara inte alla kort delas ut till en och samma elev.

() )L O siravoma

Gemensam problemldsning
—tal

PROBLEMLOSNING — BEGREPP — KOMMUNIKATION — TALUPPFATTNING

Avsikt och matematikinnehdill
Att lita elever i grupp losa problem om tal. Eleverna ges mojlighet att kommunicera om begrepp som
storre in, mindre dn, udda och jimna tal, primtal och delbarhetsregler.

Forkunskaper
Talraden.
Material
Varje grupp fir ett antal kort med ledtradar pd. Varje kort avslutas med en gemensam friga.
Liteleverna fi tillging till plock ial pelvis knappar, multilinkkuber eller

dekorationsstenar alternativt talkort, Niir det sokta talet ligger inom talomridet 0-100 kan det vara
bra med tillging till en hundraruta, se nem.gu.se/matematikpapper.

Beskrivning
Gruppstorleken kan variera frin tvé till fyra elever.

*  Varjeelev firetteller tva kort.

o Detiirtillitet att lisa upp texten hur manga ginger som helst,liksom det ir tillitet att friga
Kamraterna vad det stir pi de andra korten hur minga ganger som helst.

©  Detirdaremot inte tillitet att ligga ett eller flera kort pa bordet.

Orsaken till den sista punkten r att da tar ofta en elev kommandot och loser problemet pa egen hand
eller med bara begriinsad hjilp fran de andra. Som reglerna éir utformade blir det verkligen gemensam
problemlésning - alla elevers kort iir lika viktiga och problemet blir olésligt om informationen pa nagot
kort inte lises upp.

Introduktion
Giigenom reglernanoga innan korten delas ut forsta gingen. Papeka ocksd att gruppen bor lisa
igenom alla kort nir de anser att de har hittat [ésningen for att se si att alla ledtridar stimmer. T
fortsiittningen kan introduktionen exempelvis bestd av att nya ord eller begrepp som forekommer pi
korten diskuteras.

Uppfdlining
Lat grupperna beriitta om sin problemlsning. Om det var ett enkelt eller svart problem, om det var
nigot sirskilt ord de fastnade pa eller om nagot i kortens text kunde tolkas p4 olika sitt.
Diskutera strategier som vilka kort som dr smartast att starta med och vilka som bér sparas till senare.

W 4

némnaren/NCM ncm.gu.se/stravorna sidan fér kopieras

Ta fram det material som eventuellt behovs enligt korten. Det 4r vanligt med
plockmaterial som stickor, kuber och sifferkort.

o Pivarje kort star en eller flera ledtradar till det gemensamma problemet
som ska losas. Varje elev far minst ett kort.
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o Nukommer det viktigaste! Eleven far inte visa vad det star pa sitt/sina
kort for kamraterna. Om de gor det éir det vanligt att en elev tar dver och
ensam loser problemet. Diremot ir det tilldtet att lisa upp eller beritta
om ledtrdden, och kamraterna far girna friga varandra vad det star pa de
andras kort hur manga ginger som helst.

o Gorfoljande till en vana: Nir eleverna tycker att de har 16st problemet liser
de igenom ett kort i taget och ser efter att allt verkligen stimmer.

o For att ytterligare 6ka kommunikationen mellan elever kan de arbeta i par.
Det kan exempelvis vara bra att sitta olika goda lisare tillsammans.

o Dettaslag av gemensam problemlosning gir att finna i en del lirarhandled-
ningar och sirskilda bocker. Ett stort antal lirare kiinner igen och
uppskattar tva hiften med titeln Gemensam problemlisning av Tim
Erickson. Hiftena ir slut pa forlaget, sd var ridda om dem ni eventuellt har.

Ovan har vi definierat problem som en uppgift dir eleven till en bérjan inte
har en given metod att anviinda, och att uppgiften forutsitter eller stimule-
rar ett engagemang frin elevens sida. Om eleven sjilv behover tillfoga utelim-
nade uppgifter kallas problemet for 6ppet, likasa om det finns flera tinkbara
losningar. Genom att utelimna uppgifter stimuleras eleverna till bide reflek-
tion och kommunikation. Oppna problem léses dirfor helst i grupp. Det kan
krivas bdde kreativitet och engagemang fr att tillfoga de nddvindiga uppgif-
terna. Elevernas olika erfarenheter och intressen kan bli viktiga inslag i detta
arbete. Genom att lita problemen ha flera tinkbara 13sningar kan man komma
ifran elevernas fokusering pa det "riitta svaret” och i stillet kan I6sningsproces-
sen komma i férsta rummet. Férmigan att resonera blir ocksi mycket central
i arbete med dppna problem. Eftersom det inte finns nigot "ritt svar” beho-
ver eleverna bide f6rklara och motivera sina 18sningar for att fa bekriftat om
de lyckats losa problemet eller inte. Genom att arbeta med 6ppna problem
okar dirfor forutsittningarna for kommunikation, interaktion och motive-
rande uppgifter. Utdver problemlésningsformagan dkar ocksé forutsittning-
arna att utveckla évriga formigor. Exempel pa ett dppet problem: Réicker din
mdnadspeng for att betala ett drskort pd gymmet?

Eftersom forildrarna manga ginger ir en viktig resurs for elevernas kun-
skapsutveckling ir det bra om de blir fértrogna med innebérden i ppna pro-
blem. Sjilva kanske de endast har erfarenhet av traditionella matematikupp-
gifter med "ritt och fel”. Lat dirfor girna forildrar fa bekanta sig med denna
typ av uppgifter, varfor inte pa ett forildramote? Nigot annat att vara vaksam
infor dr att eleverna maste fa erfara att alla uppgifter och problem de stills infor
inte dr 6ppna, alla resultat kan inte legitimeras med "att det beror pa....”. Elever
kan ha manga olika berikningsstrategier men inte tillricklig erfarenhet eller
kunnande om ndir och hur de ska tillimpas. Risken ér att elever kommer fram
till olika resultat och ser det som naturligt, eftersom det beror pa vilken strategi
som anvinds.
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[ undervisningen ir det av stor vikt att eleverna fir mojlighet att utveckla for-
magan att ldsa sddana problem som de kan stota pd i sin vardag, De ska ocksé
fa chans att utveckla ett kritiskt férhallningssitt till egna och andras l6sningar.
Utdver detta ska eleverna ocksa lira sig att soka information p4 olika sitt och
utveckla sin sprikformaga. Om man undervisar genom problemldsning kan
det givetvis iven finnas inslag av bdde om och for problemlésning. Den upp-
gift som introduceras for eleven kan kriva utforskning, tankeverksamhet, kre-
ativitet och resonemang samt en diskussion om olika matematiska begrepp.
Ingenting hindrar att liraren samtidigt forklarar olika begrepp och metoder
for eleven och belyser viktiga strategier. Detta ir betydelsefulla verktyg som
eleven behdver anviinda i sin kreativa process. For att skapa och diskutera sina
idéer krivs det att eleverna har gott om tid och dirfor ir tid en viktig faktor for
att problemldsningen ska bli lyckad.

Polya betonar att det inte ricker att lira sig tumreglerna for hur en losnings-
process ska genomforas, de maste ocksa praktiseras och han menar att det gil-
ler for bide elever och lirare. Elevens kreativitet fr inte kvivas av regler och
rutiner for d4 har beredskapen att 16sa problem i vardagssituationer beskurits.

Om eleven far lira matematik genom problemldsning, och dessutom samtala
om problemen och 18sningarna med bade lirare och kamrater, kommer de
att ha goda forutsittningar att utveckla bade kunskaper och olika férmégor i
matematik. Att lira matematik genom problemldsning innebir att fokus riktas
mot processer i stillet for resultat. Det handlar inte om att vara snabbast och
smartast, det handlar om att f3 tilltro till sin férmdga att l6sa problem genom
att analysera, forstd och vara kreativ. Det handlar om att argumentera, disku-
tera och tolka bide sina egna och kamraters strategier, metoder och forslag till
losningar. Eleverna far dirigenom en beredskap att kunna anviinda matematik
i olika vardagssituationer.

I matematikundervisningens styrdokument betonas férutom problemls-
ning ocksd andra formagor som eleverna ska ha mojlighet att utveckla. Om
liraren undervisar genom problemldsning far eleverna tillfille att utveckla de
flesta av dessa formagor. Att anvinda matematiska metoder ir ett sjilvklart
inslag i problemlosning liksom att reflektera dver rimlighet. Aven lirare beho-
ver utveckla sin problemldsningsforméga, girna i dialog med kollegor. Det ir
ocksa viktigt att bli medveten om hur strategier och matematiskt innehéll kan
relateras till olika elevers erfarenheter och potentialer.

Att fundera éver
o Vilken ir din syn pa problemlésning? Om, for eller genom?
o Ge exempel pi elevnira matematikinnehall som skulle kunna ligga

till grund f6r problem att dramatisera, att gora kort fér gemensam
problemldsning eller for att formulera &ppna problem.



Alla behover ha en kénsla for vad tal ar och forsta hur de fungerar. Det
finns fem grundlaggande principer i processen som leder fram: till
forstaelse for hur antalet foremal i en mangd kan "matas”. Att forsta
skillnaden pa siffra och tal liksom att kdnna igen tals helhet och delar ar
andra viktiga grundlaggande kunskaper for en god taluppfattning.

lirandet inser barn efterhand kopplingen mellan rikneord och siffror

och att rikneorden ocksi kan beskriva antalet foremil som finns i en
vil avgrinsad mingd. Antalet kan uttryckas skriftligt med tal som skrivs med
siffror. Kunskap om processen som leder fran barns tidiga moéten med rikne-
ord till att de kan anviinda rikneord och tal for att gdra antalsbestimningar och
berikningar ir viktig for alla lirare i arbetet med att stodja och utmana elevers
taluppfattning. Det engelska uttrycket for taluppfattning, number sense, sig-
nalerar méjligen tydligare dn det svenska att det handlar om att utveckla en
kinsla for vad tal dr och hur tal fungerar. Kiinslan utvecklas genom manga och
olika erfarenheter av relationer inom tal, mellan tal och mellan tal och omvirld.

Redan urtidsminniskan anvinde och dokumenterade tal. Ett exempel
finns bevarat i ett ca 30000 ar gammalt vargben diir ndgon har ristat in ett
antal streck i femgrupper. Vad strecken representerar vet vi inte, kanske djur,
antal dagar eller dgodelar. Bakom markeringarna ligger en grundliggande for-
stdelse for rikning.

Barn som vixer upp i ssmmanhang dir tal och rikning uppfattas som
viktigt far erfarenheter som hjilper dem att lira och anvinda rikneorden.
Vygotskij menar att det dr en social rutin dir kunnandet gradvis évergir till
att bli den enskildes. Forildrar och andra i omgivningen stodjer, utmanar och
uppmuntrar barnets lirande. Att forildrar pratar om antal och anvinder rik-
neord har visat sig vara viktigare for barns framgingar i matematik in man tidi-
gare anat. Forskarna Rochel Gelman och Charles Gallistel har formulerat fem
grundliggande principer om processen dir forstielsen formas.

Vikten av att forstd inneborden i begrepper tal ir vilkind. I det tidiga

o Abstraktionsprincipen innebir att foremal i vil avgrinsade och definierade
miingder kan riknas.

o Eti—till-ett-principen innebir att ett féremal i en miingd kan bilda par med
ett foremal i en annan mingd. Ar antalet i de bada mingderna lika eller
olika? Ricker bullarna si det blir en var? Det kan ocksa vara att rikneord
och féremal bildar par. En kiind svarighet for nyborjare dr att hilla samma
takt for rikneord och foremal, tex att siiga ett rikneord i taget och
samtidigt peka pa det som riknas eller hoppa ritt antal steg pa en spelplan.

o Principen om godiycklig ordning innebir forstaelse for att nir vi riknar
antalet foremal i en mingd spelar det ingen rolli vilken ordning vi riknar
dem eller hur féremélen ir grupperade. Det viktiga ir att veta vilka man
har riknat och vilka som &terstar.
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o Principen om rikneordens ordning handlar om att varje rikneord {6ljs
av ett annat bestimt rikneord. Antalet i mingden bestims av ett ord i
rikneramsan.

o Antalsprincipen, ocksi kallad kardinaltalsprincipen, innebir att niir
varje féremal i mingden har parats ihop med ett rikneord s utgor det
sist utsagda rikneordet antalet féremal i hela mingden. Vi “miter”
antalet fdremal med hjilp av rikneorden. P4 frigan hur mdnga det ir
i mingden, svarar nyborjare med att rikna alla en ging till. De tror att
foremilen i mingden "heter” respektive rikneord. Elever som har forstatt
antalsprincipen upprepar eller betonar ofta det sista rikneordet for att
markera att det skiljer sig frin de dvriga, att det betecknar hela mingden.

1,2,3,4
Fyra ar det!

For att det ska vara meningsfullt att arbeta med tal och rikning ir det nddvin-
digt att eleven forstar antalsprincipen och har innebérden i begrep-
pet antalskonservation klart for sig, det vill siga forstaelse for att anta-
let i mingden inte indras om féremalen riknas i olika ordning, om
de ligger tiitt eller glest. En annan grundliggande férmaga ir att upp-
fatta ett litet antal i "en blink” (subitisera), dvs utan att behdva rikna.
De flesta uppfattar upp till 6-7 foremal pa det sittet. Formagan att
subitisera visar sig till exempel i att direkt upp-
fatta fem fingrar pd handen eller en "sexa” pa
, tirningen.
Nigra andra forskare som studerat utveck-
£ lingen av uppriknandets idé ir Victoria Bermejo,
Douglas Clements och Julie Sarama. Deras
beskrivning av utvecklingen av forstielse for hur
mdnga sammanfattas enligt foljande av specialliraren Faith Sadler:

o Niva 1, pre-counters. Barnet forstir inte frigan hur mdnga utan ger ett
slumpmissigt svar.

o Niva 2, reciters. Barnet svarar med att siiga en del av riikneramsan, utan att
ett—till-ett-koppla rikneord och féremal.

© Niva 3, corresponders. Barnet svarar pa frigan genom att rikna mingden en
gang till. Oftast har rikneord och féremal ett—till—ett-korrespondens.

o Niva 4, immature counters. Barnet svarar med det sist uppriknade
rikneordet diven om det inte anger korrekt antal. Barnet har innu inte
kontroll 6ver riknandet.

o Niva 5, rigid rule followers. Barnet svarar med det storsta av de uppriknade
rikneorden, dven om det inte 4r det sist anvinda rikneordet. Barnet borjar
uppticka regler och monster for hur antalsrikning fungerar men gor
fortfarande misstag,

o Niva 6, counters. Barnet har kontroll $ver sin egen och andras antalsrikning
och svarar korrekt pé frigan om hur mdnga.

(De engelska beteckningar anvinds dd de saknar vedertagna svenska uttryck.)

Forskarna Joanna Nye, Michael Fluck och Sue Buckley har studerat forstaelsen
for ramsrikning, antalsrikning och kardinalitet hos férskolebarn med Downs
syndrom och en kontrollgrupp med jimndriga barn utan funktionshinder.
Ett huvudresultat ir att spraket hos barnen med Downs syndrom var mindre
utvecklat in kontrollgruppens. Det visar sig till exempel i att den rikneramsa

16  BLASTRAVOR




de kunde uttrycka var kortare in kontrollgruppens. Nye, Fluck och Buckley
dverraskades av att ndgra barn i bidda grupperna klarade att plocka ut ett
bestimt antal ur en miingd foremal och ge dem till en docka; de visade for-
stielse for antal. Barnen i kontrollgruppen var sikrare i att rikna storre antal.
Forskarna menar att férvintningarna pa vad barn med Downs syndrom har
mojlighet att lira sig om tal kar om de redan tidigt far limplig stimulans och
undervisning.

Liraren Anne Gullick, beskriver hur forstielsen for tal och antal utveck-
lades hos en elev med Downs syndrom genom att utg fran hans visuella styr-
kor i undervisningen. Hon inspirerades av undervisning i Osteuropa, sirskilt
Ungern, dir de utgar ifran att for dessa barn 4r synminnet och visuell bear-
betning en styrka. Med utgdngspunkt i en beriittelse fokuserades ett antal, ett
till tio, i taget dir eleven fick méta och anvinda manga olika representationer
som foremal, rorelser, dramatisering, teckensprak, tirningar, dominobrickor,
Cuisenairestavar, siffror, tallinje och klocka, vilka gav eleven en rik och varie-
rad bild av det aktuella antalet och fungerade som referenspunkter (minnes-
krokar). Sprikliga uttryck fokuserades hela tiden for det aktuella antalet men
ocks3 for att uppmirksamma och uttrycka relationer inom och mellan tal, till
exempel ett mer, ett mindre, udda och jimna. Genom ménga men korta stun-
der dirinnehallet repeterades och varierades, dir liraren och eleven samtalade
muntligt och med stdd av teckensprak, utvecklade eleven sin talforstielse och
sitt sprak. I sexdrsildern uttryckte pojken hela meningar om tal, tex "fyra ir
ett mer dn tre”. Han visade en stabil férstielse for talen upp till tio (liten addi-
tions- och subtraktionstabell) och var pa god vig att generalisera till hela tio-
tal. Genom visuellt stdd, repetition och dverinlirning klarade han att bearbeta
erfarenheter och att hantera korttidsminnet.

[ Learners with Down syndrome sammanfattas klassrumsstrategier:

o Use concrete materials (including commercial materials such as
Cuisenaire™ and Numicon™) and hands-on activities.

© Maximise use of visuals and support learning with visual materials, cues
and supports wherever possible.

o Break tasks down into small component steps with lots of practice and
reinforcement.

o Find extra activities to practice and consolidate skills in a range of contexts.

o Relate mathematics to real life and daily living skills wherever possible, as
seeing the purpose will support motivation.

o Use simple language — explicitly teach the language of mathematics
alongside the concepts.

o Use ICT for skills practice — it increases motivation and allows intensive
repetition of skills.

Aven om denna sammanfattning avser undervisning anpassad till elever med
Downs syndrom finns det mdnga andra elevgrupper for vilka det ocksa ir goda
klassrumsstrategier.
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Svarigheter och missuppfattningar kan uppsta tidigt. Vad ir tex skillnaden
mellan siffror och tal? I det dagliga livet anviinds inte sillan uttryck som forvir-
rar. I media och i samtal méter vi uttryck som “siffrorna ir storre in forvintat”,
“undrar hur stora siffrorna ska bli” eller “det var lingesedan vi hade sa liga siff-
ror”. Det ir inte ovanligt att barn och unga elever kopplar sidana uttryck till
siffrors fysiska storlek.

For att motverka missuppfattningar ir det nddvindigt att korrekta begrepp
och uttryck anvinds redan fran borjan i matematikundervisningen. Vygotskij
lyfter fram betydelsen av att vuxna i samspelet med barn och elever utma-
nar bide sprik och tinkande. Genom minga méten med ord och begrepp, i
meningsfulla och varierade situationer, inforlivas dessa i elevens eget sprak-
bruk och begreppsapparat. Ett medvetet och konsekvent sprakbruk hjilper
barn och elever att utveckla korrekt forstielse for de bida begreppen.

I Matematiktermer for skolan gors f5ljande definitioner:
siffra tecken som representerar ett naturligt tal
tal grundldaggande matematiskt begrepp som i sin enklaste form anger
antal eller ordning i en foljd. Ett tal representeras av en eller flera siffror.
Genom olika kombinationer av de tio siffrorna kan odndligt manga tal skri-
vas. Tal kan ockséd anges med andra tecken an siffror, t ex m (pi).

I det tidiga arbetet med tal och antal ir de konkreta inslagen vanliga och néd-
vindiga. Elever moter fragestillningar som: Hur mdnga bollar ligger det i lddan?
Hur mdnga av dem dr gula? Hur mdnga dr réda? Vilken firg finns det flest av?
Hur mdnga fler/firre dr gula? Hur stor skillnad dr det mellan antalet voda och
antalet gula bollar?

Vi leder in elevernas tinkande p4 tals helhet och delar och anvinder munt-
liga sprakuttryck som representerar ett matematiskt sammanhang. Att kunna
tolka andras muntliga uttryck och att sjilv kunna uttrycka sig med hjilp av
matematiska begrepp ir kritiska stegi lirandet. Genom att lyssna till, tolka och
anvinda matematiska uttryck utvecklas spriket. Ytterligare ett kritiskt steg
ir dvergingen till det skrivna matematiska symbolspriket. Eleverna behover
dterkommande och varierade erfarenheter for att géra motsvarande skriftliga
symboluttryck till sina.

Definitionen av ett enskilt naturligt tal i talraden kan vara att det ir lika
med det foregdende talet +1. Talet 2 kan da definieras som 1+1, talet 3som 2 +1
osv. Men ett enskilt tal i talraden, tex 7, ir inte bara 6 + 1 utan ocksa 7+0; 5+ 2,
4+3 etc. Genom att uppfatta talen i grupperingar kan vi systematisera och
kontrollera storre mingder. Tio 4r lika mycket som tva femmor, en sexa och en
fyra eller en sjua och en trea. Sddant kunnande underlittar i situationer som
handlar om uppdelning p4 olika sitt, exempelvis: Tio barn ska dela upp sig i
par. [ hur manga par kan de stlla sig? Tjugo personer ska iita vid fem bord. Hur
manga kan sitta vid varje bord?

Historiskt har olika vigval paverkat minniskans lirande i matematik. Det
romerska systemets struktur och symboler for fem, femtio, femhundra gav gott
stod for att hantera tal. Manga menar att det indoarabiska systemets tiobas ir
lite for stor for ménniskans férméga att uppfatta antal ”i en blink”. Av det kan
man dra slutsatsen att helheten fem och dess delar dr en viktig grund. Sikerhet



i de forsta tio talens helhet och delar, det vi ibland kallar liten additions- och
subtraktionstabell, och att kunna géra omgrupperingar ir nddvindigt for att
hantera mer komplexa tal. Alistair McIntosh, som #gnat sitt forskarliv at att
utveckla elevers och lirares kunnande om tal och rikning, menar att man i
undervisningen ska gruppera kombinationerna, s att de som bygger pa en viss
strategi behandlas tillsammans. Den struktur han rekommenderar fér under-
visningen ir foljande:

1 mer (+1) 2+1;3+1;441;5+1;...,8+1;0och omvint 14+2; 14+ 3 osv
2 mer (+2) 3+2,4+2,5+2,6+2;,7+20chomvint2+3;2+4,2+50sv
3 mer (+3) 4+3;5+3;6+30och omvint3+4;3+5;3+6 osv

Inga fler (+0)  1+0;2+0;3+0;4;...,9+0och omvint 0+1,0+2 osv
Tiokamrater 10+0;9+1,8+2,743;6+4;,5+5,4+6;3+7,2+8,1+9
Dubblor 0+0;,1+1,2+2;3+3;4+4,5+5

Undervisningen bor inriktas pi att eleverna ska kunna hirleda subtraktions-
kombinationerna ur additionskombinationerna, tex 3+2=5 = 5-3=2;
5-2=3.

Elever som inte automatiserar de forsta tio talens helhet och delar, fastnar
ofta i ett—och—ett-rikning, dvs for 4 + 2 riknar de med konkret material, eller
med hjilp av fingrarna, férst upp de fyra och sedan ytterligare tva innan de rik-
nar fram svaret. De riknar antingen alla foremalen eller utgir frin ndgon av del-
mingderna, tva eller fyra, for att fi fram summan. Andra dubbelriknar genom
att siga niista rikneord och samtidigt halla ordning p4 hur manga ord de har
sagt. For 2 + 7 riknar de tre®, fyra®™, fem®, sex™ sjuf™ itta*> nio¥*, en kom-
plicerad och i lingden ohallbar kognitiv utmaning. Det blir oméjligt att halla
isir de parallella rikneramsorna.

Det ir viktigt att eleverna ocksi automatiserar stor additionstabell.
McIntosh foreslar foljande struktur for den:

Lagg till 10 10+1;10+2; ...;10+8;10+9 och omviint 1+10; 2+ 10 osv

Dubblor 6+6;7+7,8+8,9+9,10+10

Nio plus 9+2,9+3;,9+4;...,9+7,9+80och omvint 2+9;3+9 osv
Atta plus 8+3;8+4;8+5,8+6,8+7och omvint

Sju plus 7 +4;7 +5och omviint

Niéra dubblor  4+5;5+6;6+7,7+8och omvint

Liksom med kombinationer inom tio menar McIntosh att undervisningen ska
ge eleverna erfarenheter som hjilper dem att hiirleda subtraktioner ur automa-
tiserade additionskombinationer. Grunden for att férstd och kunna anvinda
riknelagar som underlittar berikningar ligger i att inledningsvis veta vilka tva
tal som tillsammans bildar en bestimd helhet. Ett exempel: 7 + 8= omgrup-
pera till 5+2+8=>10+5 alternativt 7+7+1=>14+1 och pd motsvarande sitt
8+_=1515-7=_etc.

Exemplet 57+ 86 =_ + 84 handlar om omgruppering. Det kiinda talet 84 i
hogerledet dr tvd mindre in 86 viinsterledet. For att likheten ska kvarstd maste
dessa tva finnasiden andra termen i hogerledet, dvs 59. Ett sdidant resonemang
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bygger pa taluppfattning. Elever som rutinmissigt utfor berikningeni vinster-
ledet stoter pa flera tiotalsdvergingar. Resultatet ska sedan hanteras i hogerle-
det, troligen i en subtraktion, ocksd med tiotalsdvergingar. Att se relationen
mellan ingdende tal och att uppfatta sambandet mellan dem, speglar elevens
forméga att kunna anvinda den associativa lagen (a+b) +c=a+(b+c).

En kritisk punkt dr hur det systematiska arbetet med de tio forsta talen foljs
upp i storre talomraden. Det ir inte sjilvklart for elever att 3004500, 13+5,
103 +5, respektive 800—-500, 485, 48 —45 osv bygger pa helhet och delar i
talet 8 och ser sambanden mellan 3+5; 543 och 8 -5; 8—3. Undervisningen
maste redan frin borjan betona detta.

En annan kritisk punkt dr nir lirare tror att nir elever har forstielse for hel-
het och delar i ett litet talomrade, kan de pa egen hand generalisera till storre
talomraden. S3 ir det oftast inte. Det dr medveten och strukturerad undervis-
ning som hjilper dem att nd den forstaelsen. For att utveckla anvindbara och
effektiva strategier for berikningar i huvudet och for skriftliga berikningar r
det nédvindigt att kunna generalisera.

Hur begreppet kan representeras

Egenskaper hos begreppet Ord: ett, tva, tre, ...
som jag ska ta upp i min undervisning etta, tvda, trea, ...

Naturliga tal 1 till 10

— hur de kan storlekordnas, jimféras och delas upp Laborétiva materiél: ()5Ddhgl manga ~
— hur de kan uttryckas och visas material kan anvindas, allt ifran lek- P
—dven f6ra in nollan saker till pedagogiska material som B

Relationer till andra begrepp

forsta, andra, tredje, ...

exempelvis markérer, multilinkku- Y
y X r
ber och tiobasmaterial. v

Bild:
informella symboler som

©«0® © 0 x0OR & + % v

tallinje

o1 2 3 1 5 & 7 8§ 9 w

a. Stérre talomraden
b. Enkla brik som hel, halv, fjardedel
(kvart), tredjedel (fjugo minuter) Situationer: Vilj i forsta hand hindelser och situa-

c. Decimaltal och procent tioner som direkt ber6r eleverna och deras vardag,

Definition av begreppet

Tal = grundliggande matematisk begrepp som i sin enklaste form anger
antal (kardinaltal) eller ordning i en f5ljd (ordinaltal)

Symboler:

Begreppstavlan dir ett stéd for att olika aspekter av det aktuella begreppet uppmdérksammas i

undervisningen.
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Att fundera éver

© Hur kan undervisningsaktiviteter varieras s att varje elev far stabil
forstielse for de fem av Gelman och Gallistel formulerade principerna?

o Tink pa en elev med matematiksvérigheter som du har métt. Kan du,
utan att géra nigon fordjupad undersskning, placera in eleven i nigon
av de bida punktlistorna ovan? Vilka slutsatser kan du dra?




For att mota och utmana elevers kunnande om och i aritmetik ar det som
larare angelaget att ha kunskap om det tidiga larandet, fran rdkneramsa,
talrad och att bestamma antal till att géra berakningar.

som bygger pa rytmiska upprikningar. Ramsorna saknar ofta mening eller

sammanhang, tex Ole, dole, doff eller Artan, pértan, puff, men orden kom-
mer alltid i samma f6ljd, en egenskap som méinga fingslas av och ir fortjusta i.
Inledningsvis uppfattas ocksa rikneramsan, dvs orden ett, tvd, tre, ... som en
ramsa bland andra och saknar koppling till antalsrikning. P4 frigan Kan du
rikna? "rabblas” ofta rikneord. Lingden pi rikneramsan varierar kraftigt i
olika &ldrar och ir beroende av erfarenheter av att mota, préva och anvinda
rikneorden i olika situationer. I allminhet utvecklas den stegvis:

Itidiga 4r moter barn ramsor som Baka, baka, liten kaka, en slags diktning

1. Rikneramsan ir vare sig korrekt eller stabil, vilket innebir att nigon
“riknar” ett, tvd, sjutton, nio, hundra vid ett tillfille och en annan ging fem,
ett, arton, dita. Ramsan ir olika varje gdng.

2. Rikneramsan ir stabil men inte korrekt, vilket betyder att vid upprepade
tillfillen anvinds samma inkorrekta ramsa, tex ett, tvd, tre, dita, fem.

3. Helarikneramsan ir bade stabil och korrekt.

Eftersom ramsan inledningsvis uppfattas som en helhet piborjas den alltid vid
ett. Axel riknade varje ging ett, tv4, tre, fyra, fem, sex, (tystnad, med huvud-
nickning), itta, nio, tio, elva, ... Varfor nickar du pad ett stille? — Jag séiger det
tyst, for det dr svdrt ait siiga och si forsdker han uttala ordet sju. Ett utelimnat
rikneord i ramsan betyder inte nédvindigtvis att personen inte kan. For att fa
grepp om var i utvecklingen ndgon ir, behover vi vara vaksamma pé bide ord
och kroppssprak. Innan man uppmirksammat att rikneramsan bestar av olika
delar i en bestimd f6ljd, 4r det svért att svara pa frigan Vad kommer efter dita?
For att kunna svara rabblas ramsan fran borjan. S sminingom klarar man att
uppmiirksamma vad i ramsan som kommer efter tta. Svaret kan bli nio, tio, ...
och sa lingt som rikneramsan riicker. Annu svirare ar det att rikna baklinges.
For att svara pd fragan Vad kommer fore fem? maste man rabbla ramsan (ev tyst
for sig sjilv) frin borjan och efterhand lyssna in vad som kommer fore.

I talraden ir talen skrivna med siffror, 0, 1, 2,... och placerade i stigande ord-
ning. Svarigheter med att lira rikneramsan och si smaningom talraden hér ofta
samman med sprakliga strukturer och hur vi skriver talen med vért siffersys-
tem. Spraket déljer ibland logiken. De gamla gotiska orden for elva, ainlif, och
tolv, twalif, betyder ett respektive tva mer in tio. Nir rikneorden tio, elva och
tolv skrivs med siffror anviinds en tiobas, ett tiotal och inget ental, 10; ett tiotal
och ett ental, 11; ett tiotal och tvd ental, 12. Att "ton” i "tontalen” betyder tio gar
inte att forstd av sig sjilvt utan maste klargoras i undervisning. For att folja "ton-
talens” struktur, diir vi forst siiger entalet och sedan tiotalet, borde elva heta
ett-ton och tolv tva-ton. Nir vi siiger tontalen uttalas entalet fore tiotalet, men
vi gor tvirtom nir vi skriver dem med siffror, tiotalet till viinster och entalet
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till hoger i ldsriktningen. Att entalen ir fyra i fjorton och tta i arton gir inte
att forstd av rikneorden. Rikneordet tjugo har sin egenart. I $vriga hela tiotal
hors antalet tiotal i utldsningen, tre-(t)tio, fyr-tio osv. Logiskt sett borde tjugo
heta tva-tio. Ordet "tjugo” hirstammar frin det fornsvenska ordet tiughu, som
betyder tva tior. Dessa sprakliga och strukturella avvikelser dr svira att fi grepp
omi lirandet. Forenklat kan sigas att nir hindren vid talen 11-20 och steget tju-
gotio, dvs 29,30 dvervunnits, kan man rikna nistan hur langt som helst. For att
kunna méta och utmana elevers utveckling i undervisningen ér det nédvin-
digt att vara medveten om dessa svarigheter.

For att ldrare ska fa inblick i de svarigheter som elever méter i rikneramsans
komplexa struktur, foreslar Ingrid Olsson, fd lirarutbildare, att det ir nyttigt
att sjilv konstruera en ny rikneramsa med basen tio. Om vi tar hjilp av ram-
san Ole dole doff blir rikneramsan till tio ole, dole, doff, kinke, lane, koff, koffe,
ane, binke, bane. Vi kan sedan kalla "tontalen” oleton, doleton, doffton osv.
Rikneordet tjugo blir dolebane, trettio blir doffbane osv. Bérjan av ramsan f6l-
jer hir:

Ole, dole, doff, kinke, lane, koff, koffe, ane, binke, bane,

oleton, doleton, doffton, kinketon, laneion, koffion, koffeton, aneton,
binketon, dolebane,

dolebaneole, dolebanedole, dolebanedoff, dolebanekinke, dolebanelane, doleba-
nekoff, dolebanekoffe, dolebaneane, dolebanebinke, doffbane,

doffbaneole, doffbanedole, doffbanedoff, doffbanekinke, doffbanelane, doffbane-
koff, doffbanekoffe, doffbaneane, doffbanebinke, kinkebane, ...

Hur fortsitter ramsan? Forsok rikna vidare till lanebane! En annan variant pa
rikneramsa finns i Sten Rydhs Dosimong-promenaden i Nimnaren 2013:1.

Personer med andra modersmal n svenska kan ha en annan forforstaelse
for rikneordens innebord. I en del sprak har rikneorden och skrivningen med
siffror en gemensam och tydlig struktur. Andra sprik har liksom svenskan en
uppbyggnad som ir svdrare att forstd och dverblicka.

Redan pd 1940-talet visade forskaren och lirarutbildaren Fritz Wigforss att
sambandet mellan ramsrikning och riknefirdighet ir mycket stort:

Det dr tydligt att resultatet i provet "Hur langt kan du rikna” dr ganska upp-
lysande for hela frigan om barnets riknefirdighet. Den ringa respekt som
mdnga lirare synes ha for virdet av barnens firdigheter i att 'rabbla' upp talen
dr vydligen ej berdttigad.

Ocksi Karen Fuson, psykolog och forskare, visade i sina studier att lingden pa
rikneramsan har betydelse for framging med att 16sa aritmetiska problem.

For att kunna antalsbestimma ir forstdelse for uppriknandets idé nodvin-
dig, liksom insikten i att varje tal alltid anger samma bestimda antal. Genom
vardagserfarenheter lir man sig att gora berikningar. Elevers utveckling av att
berikna summan av eller differensen mellan tva mingder foljer ofta den struk-
tur som beskrivs i f6ljande tabell, detta enligt forskning av exempelvis Tom
Carpenter, Bengt Johansson, Wiggo Kilborn, James Moser och Fritz Wigforss.



Lagga samman. Eleven raknar forst upp antalet
foremal i en gruppen, tre, och sedan i den andra,
fyra. Dérefter fors de tva grupperna samman, eller
betraktas som en mangd, och samtliga féremal
raknas upp ett och ett, en, tvd, tre, fyra, fem, sex, sju.

Upprakning fran borjan. Eleven raknar upp de tre
och fortsatter sedan direkt med upprakningen till
Sju.

Upprakning fran forsta. Eleven vet att forsta
gruppen ar tre och fortsatter att rakna fyra, fem, sex,
sju.

Upprakning fran storsta. Eleven inser att det inte
spelar nagon roll vilka man réknar forst och att det
gar fortare att utga fran det storsta antalet. Fyrg, ...,
fem, sex, sju.

Harledd tabell. Eleven har automatiserat delar av
additionstabellen och kan tex utga fran att tre och
tre dir sex, och en till dir sju.

Automatiserad tabell. Eleven kan kombinationen
utantill och behdver inte rékna. Tre och fyra ar sju
tillsammans.

Ta bort. Eleven raknar upp alla féremalen och tar
sedan bort fyra. Darefter rdknar hen de aterstdende,
en, tvd, tre.

Lagga till. Eleven raknar forst upp de fyra och
lagger for sig, fortsatter att plocka fram féremal och
raknar dem ett i taget, fem, sex, sju. Darefter raknar
hen den andra méngden, en, tvd, tre.

Jamfora. Eleven raknar upp tva olika mangder, en
med sju och en med fyra féremal. Mdngderna
jamfors genom parbildning och de éverblivna
foremalen raknas upp, en, tvd, tre.

Nedrakning till dterstoden. Eleven raknar fyra steg
bakat fran sju, och haller i huvudet eller med hjalp
av foremal, reda pa hur manga steg som tas. Sju,
sex, fem, fyra, tre.

Upprakning fran delen. Eleven uppfattar
sambandet till addition (4 +_=7) och rdknar upp
fran fyra. Antalet steg hdlls i huvudet eller med
hjélp av t ex fingrarna. fyrq, ..., fem, sex, sju, .. ., tre.

Harledd tabell. Eleven har automatiserat vissa
subtraktionskombinationer och utgar frdn dem,
tex sjuminus tvd drfem ... och minus tva drtre. Eller
tre plus fyra dir sju, dd mdste sju minus fyra vara tre.

Automatiserad tabell. Eleven kan kombinationen
utantill, sju minus fyra ar tre.

System for att uttrycka och beskriva tal och antal har utvecklats i minga kul-
turer. For att ge 6verblick har smé antal grupperats i stérre och man har enats
om symboler for att uttrycka dessa. Egyptierna anviinde sirskilda tecken for
ental, tiotal, hundratal, tusental, tiotusental och hundratusental. Det romerska
systemet byggde ocksd pd grupperingar av tio, med en sirskild betoning pa
fem. Induskulturen utvecklade ett system, dir positionen avgjorde virdet.
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De anviinde skaror i marken, som fran hoger till viinster representerade ental,
tiotal, hundratal osv. Sm4 stenar i firorna markerade tal och alla stenar kunde
representera valfri talsort. Det var firan som stenen l3g i, positionen, som
avgjorde virdet.

Siffran noll uppstdr

Talen ir litta att avlisa nir man ser firorna och stenarna. En tom fira har en
viktig funktion och maste pd ndgot sitt finnas med nir talen skrivs. Till en bér-
jan markerades den med en prick. S sminingom blev symbolen 0. Med hjilp
av nollan kan vi skriva vilka heltal som helst utan risk for feltolkningar. Nollan
benimns ibland som den viktigaste siffran eftersom den medférde nya mojlig-
heter for att skriva tal och rikna. Brahmagupta, som levde i nuvarande Pakistan
pa 600-talet, var astronom och matematiker och han var troligen den som forst
anvinde noll som ett tal.

Den viktigaste siffran dr nollan.
Om den stdr forst betyder den ingenting.
Man kan ha hur mdnga som helst och det héinder inget,
men efterdt — dd du — blir det bara mer och mer, hela tiden ...
Dirfor dir nollan bist!

Erik, 8 4r

Att forstd vart talsystem

Varttalsystem dir valfria heltal kan skrivas med hjilp av endast tio olika tecken,
0-9, ir grundliggande for hela aritmetiken. Undervisningen méiste dirfor ge
elever utmaningar som skapar behov av att gruppera. For att ta reda pa anta-
leti en stor mingd, till exempel en lada full med skruvar, kan det vara svart att
rikna en i taget. Det ir litt att tappa bort sig. Genom att gruppera i tioming-
der blir uppgiften littare att dverblicka och ha kontroll pa. Tiomingderna kan
samlas till hundramingder, osv. For att relationerna mellan enstaka (ental),
tiogrupper (tiotal) och kanske hundragrupper (hundratal) som bildats av tio
tiogrupper ir det viktigt att storleksrelationerna mellan talsorterna ir tyd-
liga. Konkreta material miste dirfor viljas med omsorg. Ett vanligt forekom-
mande tiobasmaterial som synliggdr detta bestdr av entalskuber, tiotalsstavar,
hundratalsplattor och tusentalskuber. Tio entalskuber fir plats utmed tiotals-
staven. Hundra entalskuber eller tio tiotalsstavar far plats pd hundratalsplattan
osv. Genom att anviinda flera uttrycksformer som konkret material, bilder, tal-
spriak och symboler stirks forstaelsen. Eftersom storleksrelationer mellan sed-
lar och mynt dr underforstidda dr pengar inte limpliga for att bygga forstielse
for positionssystemet.

Ett sitt att synliggdra hur siffrors viirde hor ssmman med position ir att lita
rutor representera talsorter dir vi placerar siffror, till exempel:

tiotal ental hundratal  tiotal ental

< / 3 0 | 5




Det framgér tydligt att platsen avgor siffrans virde. De faror som anviindes i
Induskulturen har forsvunnit i vart sitt att skriva tal, men positionernas bety-
delse kvarstar. Fyra tior dr fyrtio och sju ental till det, fyrtiosju. Tre hundratal ir
trehundra, det finns inga tiotal men fem ental, trehundrafem.

Talet 300 utlises vanligen trehundra, men det ir viktigt att eleverna
dven kan se talet som 300 ental, 30 tiotal eller 3 hundratal. Det har vi nytta
av i berikningar, som 4-30 dd man kan tinka 4-3 tiotal = 12 tiotal = 120.
I rikneorden kan man hora resultatet av den muliiplikativa egenskapen:
2-100 (tvdhundra)3-10 (trettio) 5-1(fem). Den additiva egenskapen innebir att
de olika talsorterna kan adderas: 200+30+5=235.

Talsystem definieras som ett system for hur tal anges med hjilp av siffror.
Nir en siffras virde beror av dess plats, position, kallas systemet positionssys-
tem. Eftersom virt talsystem bygger pa basen 10, kan det ocks4 kallas decimal-
system. Alla tre benimningarna innefattar savil hela tal som tal i decimalform.
Decimalsystemet gér det méjligt att skriva och tolka hur stora eller sma tal som

helst.

Det tar lang tid att bygga upp forstdelse for positionssystemet. Ingen enskild
aktivitet eller sekvens av aktiviteter ger eleven allt som behivs. Genom mdnga
och varierande erfarenheter med olika representationer som betonar olika
aspekter, vixer forstdelsen.

(Forstd och anviinda tal, s 24)

Ibland uppstdr diskussion om det ir bra eller diligt att rikna pd fingrarna.
Fordelen med fingrarna ir att de alltid finns med, men nackdelarna kan snart
bli fler 4n férdelarna. Annat ”16st” material 4r enklare att ordna och gruppera
pa sitt som underlittar for berikningar. Grundliggande rikning som nybor-
jare girna gor med hjilp av sina fingrar bor efterhand automatiseras. Vad, dvs
vilket material en elev ska anviinda, beror dels pa syftet med aktiviteten och
dels hur lingt eleven har kommit i sin kunskapsutveckling. I det f5ljande ges
forslag pd material och motiv till nir de passar i undervisningen. Det som blir
tydligt dr att det gar att variera och utveckla firdigheten att rikna, och i for-
lingningen f4 forstielse for positionssystemet, i mycket sma steg.

Inledningsvis kan, for eleven, vilbekanta foremal anviindas. Vilj sidana som
ligger still, 4r s enkla som méjligt att hantera och som tilltalar eleven. Hir
handlar det om att riikna ett antal féSrem3l. Egenskaper som exempelvis firg
och storlek ska eleven bortse ifrdn. Det dr antalet, hur minga, som star i fokus.
Jamfor med Fem myror dr fler in fyra elefanter. Var observant pa niir eleven
forstar att antal bara innebir hur mdnga och att det inte har med andra egen-
skaper att gora. Abstrahera sakta genom att byta ut elevens egna foremal till
laborativa matematikmaterial som kuber, duploklossar, markorer, dekorations-
stenar, rispasar etc.

Variera genom att lata foremalen ligga i oordning, vilordnade, pa rad, nira
varandra, utspridda etc. D4 material anviinds styckvis kan de placeras hur som
helst pa bordet, det ir alltid samma antal, det har ingen betydelse fran vilket
héll eller i vilken ordning man ser eller riknar, bara man riknar varje foremal
exakt en ging.
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Ar firg en tillgang eller ett hinder? Avgor for varje aktivitet om olika firger pa
materialet dr forvirrande eller kan vara en tillging. En elev som kan forsta att
tva roda markorer (tva dpplen) plus tre bla markorer (tre piron) dr ssammanlagt
fem markdrer (fem frukter) dr pa god viig mot att kunna abstrahera innebdrden
iattriknaantal.

Att ndrma sig positionssystemet

Ar det manga foremal behovs sortering av nigot slag. Sakerna kan liggas fem
och fem, sedan tio och tio, hundra och hundra. Pinnar kan buntas samman
med gummiband, smisaker kan liggas i muggar som stills i glasslddor etc.
Fortfarande 4r en sak = 1. Nista steg ir att byta tio sma féSremal mot ett storre.
Sniickor, kottar och plastplugg kan vara limpliga material. Tio alkottar kan
ersittas med en tallkotte. Tio tallkottar byts mot en grankotte. Tio grankot-
tar mot en pinjekotte. Hur kottarna liggs pa bordet har ingen betydelse for det
totala viirdet. Tre tallkottar och fyra alkottar representerar talet 34, men det iir
oftast enklare att fa dverblick om kottarna sorteras och eventuellt liggs i rader.

Nir det giller exemplet med kottar ir det storleken (beroende pi trid-
slag) som avgor virdet. Nista steg i abstraktion kan vara att anviinda ett mate-
rial i olika firger och diir eleven bestimmer viirdet pa respektive firg. Anvinds
dekorationsstenar kan blétt vara viirt 1 och rott virt 10. Nu gir det inte att se
att storre foremal dr virt mer 4dn ett mindre foremal. Inte heller har placeringen
p4 bordet ndgon betydelse. Hur vi in "rér runt” bland dekorationsstenarna ir
det totala viirdet detsamma. Kommen s3 hiir lingt har eleven forstatt att se pa
de abstrakta virdena som ges materialet. Pengar kan nu inforas. Att en tia med
liten area ir vird mer in en femma med storre area behodver inte orsaka pro-
blem. Nu ir det véirdet pA mynten som riknas. Aven nir det giller pengar kan
de liggas hur som helst pa bordet, i fickan eller i pldinboken och det totala vir-
det ir hela tiden detsamma, men det kan underlitta om pengarna ordnas. Om
enbart en- och tiokronor (samt hundralappar) anvinds kan det bidra till forsta-
else for positionssystemet.

Parallellt med alla dessa, mer eller mindre, vardagsniira material bor tio-
basmaterial anvindas. Delarna kan liggas fritt pa bordet och det totala virdet
avgoras, men det gir ocksa att ordna var talsort for sigi en mall:

hundratal tiotal ental

Att fundera éver

o Vilka barnsinger kan aktualiseras i undervisningen? Fem smd apor, En
elefant balanserade, Tvd smd hénder, ...

© Gaigenom material i klassrummet. Hur kan de pé bista siitt
anvindas for att skapa forstielse for att bestimma antal? For att gora
berikningar?




Genom att uppmarksamma vardagliga uttryck som “at halften av
smorgasen” eller "drick en tredjedel av juicen” gar det att férbereda for
mer formell brakrdakning. En viktig aspekt av tal i brakform ar att férsta
vad som dr det hela och att det &r det som avgor hur stora delarna ar.

Manga far tidigt erfarenheter som kan ge forforstielse for tal i brak- och

decimalform samt procent. Kim tittar p brodskivan som han ska ita och
siger Jag vill ha den i tvd halvor. Du kan skdéra hir. Kim pekar i luften pa mitt-
linjen. Han vet vad halvor ir och hur mamma ska dela brodbiten. Olle tittar pa
de cirkelrunda platta chokladbitarna i asken. Fdr jag ta tvd? Olle ligger dem
framfor sig. Du kan dela dem pd mitten, siger Olle och pekar lings en osynlig
diameter. Dela dem pd mitten dt andra hdllet ocksd, sd fdr jag mdnga. Olle rik-
nar. Han lyckas parbilda rikneord och chokladbitar. Atta. Det dr mdnga. Forut
var det bara td, fast stérre. Kim och Olle visar och uttrycker forstielse for att
nir en hel delasi lika stora delar kar antalet, men varje del ir mindre iin helhe-
ten. Manga barn fir tidigt erfarenheter som att niir de sitter ensamma i soffan
eller runt bordet far de all plats sjilva. Nir fler ska sitta dir blir utrymmet min-
dre for var och en. Méanga har ocksa erfarenheter av att dela rittvist. Da delar
de ofta ut eni taget, en till dig, en till mig, osv.

Hur gor elever nir de far i uppgift att dela fyra runda kakor rittvist till tre
barn? Nigra exempel: De ger varje barn en kaka var. En kaka aterstir. Manga
delar kakan i fyra lika delar, forst pa hilften och sedan de bida delarna pa
hilften. Barnen far var sin mindre bit och sedan finns en liten bit kvar. Den
far hunden, eller sd smulas den sénder och kastas bort. Om kakorna istiillet
ir rektangulira delar de den fjirde kakan pa tva sitt. Den fjirde delen han-
teras pa samma sitt som med den runda kakan, men nigra delar kakan i tre
lika delar. Vid ett annat tillfille diskuterar liraren med eleverna hur tre barn
ska dela fyra dpplen lika. Losningarna liknar kakdelningen, med ett undan-
tag. En grupp menar att de inte kan vara sikra pa att dpplena ir lika stora, sa
det dr bittre att forst gdra ippelmos och sedan dela lika. Riittviseaspekten far
ibland ovintade foljder.

I j lever méter inte enbart naturliga tal i sin vardag och i undervisningen.

Del av helhet och del av antal

Vid likadelning utgdr varje del en av antalet delar i helheten eller mingden.
Nir flaskans bubbelvatten ir jaimnt upphillt i fyra glas eller dtta burkar ir lika
fordelade pa fyra personer, har varje person fatt en fjirdedel av vattnet eller
antalet burkar. For att bygga upp forstaelsen krivs manga och varierade labo-
rativa erfarenheter, samtal och diskussioner, diir det talade spriket ir utgings-
punkten och brakuttryck skrivs med hela ord, t ex "fjirdedel”. Pa sikt uttrycker
vi helheten som 1 och de olika delarna med symboler. Eleverna behover efter-
hand referenspunkter, som en halv och en fjirdedel, att forhélla sig till for att
kunna storleksordna brak.
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Till vardags anviinder vi uttryck som ta halva var och dela i fyra delar. Da
menar vi inte alltid en exakt likadelning, som ir just grunden for att forstd tal i
brakform och miste goras synlig i undervisningen. Att ordet brak kommer ur
tyskans gebrochen, som betyder bruten, ir bra att kinna till. Tal i brakform ir
just tal som brutits i mindre, men lika stora delar. Flera olika representationer
bor anviinds parallellt och méinga elever behover visuellt stod av savil helhet
som delar under ling tid. Det visuella stodet far inte begrinsas till enbart tartor
eller pizzor. Det finns mycket annat som kan utgtra en helhet: ett pappersark,
ett snore, en skil med vatten, en klump modellera, en frukt, en chokladkaka.
Titta ocksa pa delar av en mdngd stenar, russin, kex, klasskamrater, husdjur.

Forskning kring att forsta tal i brakform har identifierat omraden dir svarig-
heter och missuppfattningar ir vanliga. Nir vi lir ndgot nytt eller nir vi vidgar
och férdjupar kunnande tar vi utgingspunkt i det vi redan kan. For elever som
ir vill bekanta med hela tal blir de utgingspunkt i motet med tali brakform. En
del elever tror att en tiondel ir storre dn en fjirdedel, eftersom tio ir storre in
fyra. Ordningstalens likhet med muntliga uttryck for tal i brakform, som "nu
foljer fjirde delen i serien ...” och fjirdedelen, kan leda till att eleven tror att
fjirdedelen ir den fjirde delen i en mingd eller av en helhet. Méinga elever har
svart att forstd att flera brikuttryck kan ha samma virde, 1/2=3/6 =4/8=5/10
osv, eller att en fjirdedel kan vara stérre dn en halv. Den svirigheten hor sam-
man med att eleven inte har insett att delen alltid enbart kan relateras till den
helhet den iir en del av. Den konkreta hilften av en smikaka dr normalt mycket
mindre in fjirdedelen av en pizza.

En annan kritisk aspekt ir att elever inte uppfattar att symboluttrycket (tex
2/3) dr en helhet, ett tal, som beskriver ett férhallande. Téljaren anger anta-
let delar av helheten och nimnaren visar hur minga delar helheten ir delad
i. Brakstrecket 4tskiljer tiljare och nimnare, si att forhillandet syns. Detta
ska alltid ses i relation till den aktuella helheten. Elever som inte forstir detta
hanterar ofta tiljare och nimnare var for sig, nigot som kan bli férodande vid
brakrikning. For att stirka ordningen dven {6r tal i brikform dr det viktigt att
gemensamt rikna hogt i kor, bide framat: en hel, en halv, en tredjedel, en fjir-
dedel, ... och bakit: en 4ttondel, en sjundedel, en sjittedel, ...

Vardagsanvindning av brik var mer frekvent forr. Avstind mittes och uttryck-
tes som fjiardingsvigar, dvs fjirdedelar av en mil. I affiren anvindes ett kvarts
kilo och en halv liter. I recept kunde vi lisa ¥4 kg, ¥ liter. Sinneserfarenheter
gav en intuitiv kiinsla for en aktuell mingd. Numera uttrycks storheter oftare i
decimalform och uttryck som ir vanligare idag ir till exempel twd av ire viljer
..., varannan buss ..., nio av tio anvinder ..., var fjirde klarar inte ..., vilka ocksa
beskriver férhallande, alltsi del av.

Att fundera jver

o Delav helhet och del av antal. Hur tar jag upp det i min undervisning?
Vilka vardagshindelser kan jag anvinda som komplement till
laborativa material?



Tank att vi med bara tio siffror, och ibland ett decimaltecken, kan beskriva
bade avstand till avldgsna planeter och vad en brédsmula vager. Och hur
skulle det ga med resultaten i sim- och skidtavlingar om vi inte kunde
bestamma och uttrycka hundradels sekunder?

smai som mycket stora tal. Genom att utnyttja siffrors inbérdes posi-

tion klarar vi detta med bara de tio siffrorna 0—9 och ett decimal-
tecken. I Sverige anvinds normalt ett decimalkomma, men decimalpunkt
forekommer ocksa och det behover elever uppmirksammas pa. P4 minirikna-
ren och pd kontoutdrag kan vi se punkten och i samband med prismirkning
anvinds dven kolon for att sirskilja kronor och éren. Nagra andra grundlig-
gande principer for decimaltal som ir viktiga att synliggora for eleverna:

P ] ed hjilp av decimalsystemet kan vi effektivt uttrycka savil mycket

o Siffrorna pa bida sidor om decimaltecknet bildar tillsammans ett enda tal.

o Ibland uppfattas decimaltecknet som ett decimaltals “mittpunkt”. S& &r
inte fallet, entalssiffran ir alltid mittpunkt. Decimaltecknet visar bara att
siffran direkt till vinster om det ir entalet.

o Garvi till viinster i ett decimaltal dkar virdet pé varje position tiofalt, it
hoger minskar detistillet tiofalt.

o Nollan ir fortsatt viktig for att visa var det finns tomma positioner. I talet
007 ir nollorna ovisentliga, men i talet 0,007 iir samtliga nollor nédviindiga
for att visa att sjuan finns pa tusendelsplatsen.

En missuppfattning som ir vanlig bland elever som dnnu inte forstatt posi-
tionssystemet ir att de uppfattar siffrorna till vinster om decimaltecknet som
ett heltal och siffrorna till hdger som ett annat heltal. De ser alltsd inte decimal-
talet som en helhet, ett enda tal. Bristen pa forstielse for positionssystemet kan
leda till att de uppfattar 3,75 som storre in 3,8 eftersom 75 r storre in 8. Andra
kan uppfatta 1,125 som storre 4n 1,2 eftersom 1,125 bestér av fler decimaler. En
missuppfattning kopplad till nollan ir att 0,8 iir ett annat tal &n 0,80. Det ir
inte heller ovanligt bland dessa elever att de anser att det inte finns ngra tal
mellan 0,4 och 0,5 eller mellan 0,34 och 0,35.

Detta visar att forstéelse for positionssystemet pa heltalssidan 4r en nod-
vindig forkunskap till forstielse for decimalsystemet. A andra sidan kommer
elever i kontakt med decimaltal i vardagen. Sirskilt den idrottsintresserade
behover forstd rapportering av tider. I minga sporter ricker det inte lingre
med timmar, minuter och sekunder, utan tid mits ner till tiondelar och till
och med hundradelar. I mittangivelser av olika slag anviinds decimaluttryck.
Virldrekordet i hojdhopp innehas i skrivande stund av Javier Sotomayor med
2,45 m. Stopp! Hur liste du 2,45 m? "Tvé & fyrtiofem” eller "Tvd komma fyrtio-
fem meter”? Uttalar vi decimaltal si ar det inte konstigt att elever uppfattar
talet som tvd enheter med heltalen 2 och 45. Atminstone i undervisningssam-
manhang ir det oerhort betydelsefullt att vi uttalar decimaltalen matematiskt
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korrekt. I detta fall som 2 hela och 45 hundradelar eller 2 hela, 4 tiondelar och
5 hundradelar. Alternativt kan vi siga 2 meter och 45 centimeter. Om det ir
limpligt i ssmmanhanget kan vi naturligtvis dven omvandla till 245 centimeter.

Med andra ord ir det viktigt att samtala bide om konventionen fér hur vi
skriver decimaltal och hur vi uttalar dem. I vardagen klarar vi oss ofta bra med
maximalt tvd decimaler, men det kan finnas anledning att utdka till tusendelar.
Exempelvis anviinds tre decimaler vid viktmirkning i affiren; en forpackning
kottfirs kan viga 0,853 kg. Inom de flesta sporter ndjer man sig med hundra-
dels sekunder men i exempelvis dragracing redovisas resultat i tusendels sek-
under. Noteringen "Tivlingarna kors dver 1/8 mile (201,17 m)” kan ocksé leda
till insiktsfulla matematiska samtal med intresserade elever.

Vi omges dagligen av procentuttryck, allt ifrn formella berikningar till var-
dagliga talesitt som Det dr jag hundra pdl Dagens barn och ungdomar ligger
ofta miirke till de staplar som vixer fram pa elektroniska apparater som lad-
das, och inser att nir det kommer till 100 % ir det fulladdat eller klart pi nagot
annat sitt. Precis som vid brikrikning maste eleverna forsta vad som ir det
hela. 100 % av en skolklass ir alla eleverna i klassen precis som 100 % av jordens
befolkning ir alla mianniskor i hela virlden. Fast det &r 100 % i bida fallen dr det
otroligt stor skillnad pa vad det innebir i praktiken. Nir forstielse finns for att
100 % ir allt eller det hela behéver inte steget dver till att 50 % ir hilften bli siir-
skilt stort, forutsatt att eleverna har forstaelse for begreppet hilften.

I dagspressen finns det dagligen annonser baserade pa procentuttryck och i
reatider blir vi fullstindigt 6verskoljda av procentskyltar. Lat eleverna leta bil-
der som visar olika reaskyltar eller annonser. Diskutera ord som ordinarie pris,
reapris, rabatt, rea/realisation, sale, etc. Vad ir det hela? Vad syftar annonsen
pa? Om det star Rea 50 %, hur vet man hur mycket man ska betala? Hur kan
man ta reda pa hur mycket 50 % av nagot ir?

En illustration som den nedan kan ge stod da elever borjar bygga upp forsta-
else fér hur de olika representationsformerna for tal i brak-, decimal- och pro-

centform hor samman. Den stora skillnaden ir att for tal

i brak- och decimalform ir helheten ett och for tal i pro-
- centform ir helheten hundra. Lt eleverna ge exempel pa
foreteelser i vardagen som brukar uttryckas i en av for-
merna och se tillsammans efter hur de kan uttryckas pa
de bida andra sitten. I en forpackning med en liter glass
har hilften jordgubbssmak. Det kan ocksa uttryckas som
att 0,5 liter glass har jordgubbssmak, 1/2 liter har jord-
gubbssmak eller 50 % av glassen smakar jordgubb. Hur vi
in villjer att uttrycka oss ir mingden jordgubbsglass den-
samma. Titta sedan pd illustrationen och hjilps it att for-
klara varfor det inte stir 1/2 utan 2/4 pi den dversta tallinjen. Och vad ir skill-
naden pa 0,5 0ch 0,50 liter?

2
4

Att fundera jver

o Vilken uttrycksform verkar eleverna bekvimast med? Hur kommer
det sig? Vad bor det leda till i undervisningen?



Vilever allai en tredimensionell varld dar férstaelse for form, lage,
riktning och avstand ar avgérande for att vi ska fa en god rumsupp-
fattning. Den ar bland annat viktig for att vi ska hitta till olika platser och
kunna forklara var saker finns placerade.

den omgivande naturen; nigra vilkinda andra mer obekanta. En del av det

vi kallar verklighetsuppfattning handlar om att férstd sambanden mellan
savil fasta som 16rliga objekt i dessa miljder. For att kunna kinna igen, hitta
och orientera oss i en komplex omvirld behdver vi kunna urskilja sirdrag samt
strukturera och organisera vira intryck. Vi behover dven formulera sprakliga
uttryck som beskriver form, lige, riktning och avstind, och som vi alla kan
tolka lika. Detta brukar benimnas som spatial féormaga eller rumsuppfatt-
ning och kan kortfattat beskrivas som relationer inom och mellan objekt samt
mellan objekt och omvirld. Det handlar om att med hjilp av avstind, rikt-
ning, héjd, djup och position kunna férsta, anviinda och utbyta information
om objekts positioner. Spatialt tinkande handlar om att forestilla sig rummet,
var man sjilv och annat befinner sig och de sprikliga uttryck som beskriver
rummet. En annan aspekt ir att veta hur rumsliga idéer kan representeras lik-
som hur och nir man ska tillimpa dessa firdigheter. Spatial orientering, eller
lokalisering, innebir att uppfatta och hantera den egna positionen i relation till
annat i omgivningen men ocksé forstaelse for att sivil egna som andras positio-
ner kan dndras genom forflyttningar i nigon riktning.

Ett av skolans uppdrag ir att férbereda elever for att leva och verka i samhiil-
let. For att kunna orientera sig och ta sig fram, hitta, ta till sig information i bil-
der, avbildningar och kartor dr god rumsuppfattning avgérande. Det matema-
tikomrade som bland annat behandlar rumsuppfattning ir geometri, den gren
av matematiken som behandlar avstind, vinklar, ytor, kroppar och former.

Ivért dagliga liv ror vi oss i miljoer som hemmet, skolan, nirsamhillet och

Position

Utvecklingen av spatial orientering borjar tidigt i livet. Nyfodda lokaliserar
exempelvis maten genom att vrida pd huvudet. Genom beréring, 5gonkontakt
och att barnet hor roster i rummet, utvecklar barnet sin uppfattning om var
den egna kroppen bérjar och slutar. Nir vi lyfter och bir barnet ser det omgiv-
ningen fran olika hall och i olika perspektiv. Erfarenheterna forstirks nir den
som lyfter och bir talar med barnet om det som hinder och anviinder ligesord
och ord som beskriver riktning. Niir barn borjar forflytta sig sjilva fordjupas
bilden. De observerar omvirlden fran olika perspektiv och utvecklar forsta-
else for rummet genom utforskning. Erfarenheterna leder till att ett slags inre
tredimensionellt system konstrueras och utvecklas, och efterhand till forsta-
else for sprakliga uttryck for relativa avstand och ligen. De tidigaste sprakliga
uttrycken om rumsliga férhallanden: i, pd, under, upp och ner ir gemensamma
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i minga sprak. Nigot senare tillignar sig barn uttryck om nirhet: bredvid
(vid sidan av) och mellan och si smaningom ord som hinvisar till framfor och
bakom. Sprakliga uttryck om form, ligen, riktningar och avstind ir nédvin-
diga nir vi ska kommunicera om rummet. Sma barn anvinder kroppssprak for
att visa var ndgot ir eller vart de vill ta sig: upp, ner, framdt, bakdt, dt sidan ...
Vart ska vi? undrar farmor. Albin (10 man) visar genom att luta sig och peka t
det hall han vill komma. Budskapet ir tydligt och kan inte missforstas. Maja
(15 mén) drar i farmors hand och pekar. Utan att anvinda ord visar hon bade
vad hon vill och vart hon vill gi. Erfarenheter forstiirks genom att omgivningen
ger sprakligt stod. Den sprikliga formagan stirks nir barn tolkar uttryck: upp,
lite till, hitdt, bakom, hégt upp, dverst och efterhand ocks3 sjilva uttrycker och
beskriver ligen, avstind och riktningar.

Redan ettdringar har lirt sig att uppticka vad nigon annan tittar eller pekar
pa. De foljer en osynlig linje mellan 6gat eller fingret pa ndgon annan och aktu-
ellt foremal. Erfarenheter leder ocksa till insikt om att det som doljs av en dérr,
ettlock, enfilt eller ett avstand faktiskt finns fast det for tillfillet inte 4r synligt.
De lir sig att nigot kan hindra det som ir bakom att synas, exempelvis genom
tittut-lekar. Genom upprepade erfarenheter utvecklas inre forestillningar.
Dessa inre bilder ir viktiga for att kunna soka efter sidant som inte finns fram-
for 6gonen, t ex de rena strumporna i byraladan eller glasen i skapet. Lekar som
Kurragomma och Gomma nyckeln bygger pa och utvecklar sidan forstelse.

Sprikliga uttryck for att beskriva ligen och riktningar formas utifrin den egna
kulturens forutsittningar och behov. En folkgrupp som bor isolerat bland ber-
gen utvecklar manga olika sprakliga uttryck om lutningar pd bergssidor, men
firre ord som beskriver horisontella ligen. Befolkningen i en tropisk 6grupp
har méinga olika uttryck for hur strémmar gar och hur vagor bryts for att de
ska kunna navigera sikert. Alan Bishop refererar Rik Pinxten i Mathematical
enculturation:

Alla kulturer har sina specifika sdtt att representera véirlden. Men de hdnvisar
alla till samma sol, mdne eller jord och alla gér det med hjilp av samma grund-
liggande verktyg for att samla kunskap och firstdelse, dvs genom att manipulera
ting med hénderna, genom att se pd virlden genom identiska dgon, genom att
flytta runt likadana kroppar pd samma siitt tex gd framdt och bakdt, vinda sig
i ett horisontellt plan, och sd vidare.

(s 29, egen Oversittning)

Spriket fortsitter att utvecklas for att beskriva rorelser och ligen. Forstielse for
forminskning av omvirlden, som p4 kartor, ritningar och fotografier, utveck-
las genom aktiviteter i omvirlden som kodas och symboliseras pa olika sitt. I
mdten med nya miljder tillignar vi oss inledningsvis évergripande bilder av
karaktir, yttre avgrinsningar och kanske nigra kinnetecken. Efterhand som vi
befinner oss i miljon ligger vi mirke till allt fler detaljer om vad som finns niira
och lingre bort, vad vi kan se och vad vi kan na frin en fast position eller nir vi
forflyttar oss. Ett objekt man ser pa nira hall ser stérre ut in om man ser samma
objekt p4 avstind. Erfarenheter utvecklar forstaelse for att foremalets storlek
ir konstant. P4 nira hall ir bussen pa gatan stor jimfoért med minniskorna vid
busshéllplatsen. P4 1angt hill ser bide buss och minniskor mindre ut, men rela-
tionen i storlek ir densamma.



Légesord

Frigan var? ir central for att lokalisera nigon eller nigot. e
Svaren hdr eller ddr ricker inte alltid. Det man soker maste

ses i relation till andra saker i omgivningen, bland annat J\
med hjilp av ligesord: i, pd, Gver, under, first, sist, fore, efter,

upp, ner, ovanpd, overst, underst, i borjan, i slutet, i mitten,

mitt pd, framfor, bakom, bredvid, mellan, higst upp, lingst

ner, ndra, nirmast, utanfor, innanfor, ovanfor, nedanfor,
uppdt, nerdt, fram, bak, framdt, bakdt, till, fran, vinster, higer,
etc. For att dessa ska bli och férbli aktiva i elevers ordférrad Hir dr hdr ddr man dr
maste de stindigt aktualiserasiundervisningen. Skillnader |

mellan inneborder i nirbesliktade ligen som ovanfor — AN hir har man alltid med sig
ovanpd eller under — nedanfér behover diskuteras och . . ,
exemplifieras. For att lokalisera objekt i rummet ricker det Hir har man alltid med sig
inte alltid med ligesord. Informationen kan behéva kom-
pletteras med beskrivningar av form, storlek och firg.

Dir dr dédr man inte dr

Frdan "Fem myror...”

- Sndlla Malte, hdmta min matlada i kylskdpet.
— Hdr finns ménga lador. Vilken dr din?

— Den stdr pd oversta hyllan.

= Ddir star fyra lador . ..

-0jda ... Dendrgron.

—Tredrgrona ...

Verkligheten avbildas

Rummet kan representeras av mer eller mindre naturtrogna bilder och model-
ler men dven av schematiska kartor. Foremal kan representeras av ritade
avbildningar eller symboler medan "overst i tredje lidan i hurtsen till hoger
om dorren” dr en position som uttrycks sprikligt. Att dverfora sidana repre-
sentationer och sprakliga uttryck till en kartbild eller ett koordinatsystem ir
en komplex process. Nir elever gor en ritning dver sitt klassrum blir resulta-
tet ofta en kombination av olika perspektiv. Golvet ses ovanifran, dvs i figel-
perspektiv, medan féremal ses ritade helt eller delvis fran sidan. Méblers posi-
tion ir ofta godtycklig utmed viggar och mitt pa golvet. Sddana erfarenheter
bekriiftar den komplexa processen. For att hela bilden ska ses ur samma per-
spektiv, tex ovanifrin som pa kartor, ir det nddvindigt att eleverna fir obser-
vera, diskutera och dokumentera hur olika foremal ser ut i fagelperspektiv,
grodperspektiv och fran olika halli sidled. For att placeringen ska stimma med
originalet krivs mitningar. Om féremalen i rummet ska behilla sin relativa
storlek krivs ytterligare mitningar och forstaelse for forminskning och skala.

I kartor och koordinatsystem representeras objektens positioner av punk-
ter. For att lokalisera en punkt i den tvidimensionella kartbilden maste
angivna markeringar pa bida axlarna sdkas upp. For att finna skirningspunk-
ten ror man sig vinkelritt indt i kartbilden. Skidrningspunkten utgors oftaaven
ruta, inom vilken man kan hitta den sokta orten, floden eller berget. I koordi-
natsystem som anvinds i ritningar éver exempelvis byggnader, avloppsnit och
elnit har axlarna metriska skalor. Eftersom relationerna mellan punkterna ir
lika kan systemet anvindas for att representera viktiga geometriska egenska-
per och mojliggdra resonemang om avstind mellan punkterna. For att hantera
detta maste man kunna analysera avstinden och hur de kan bestimmas med
hjilp av koordinater.
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I ett koordinatsystem ska tva vinkelrita och oberoende axlar hanteras. Julie
Sarama visar i en studie att nir elever inledningsvis arbetar med koordinatsys-
tem ir de osikra pd vilken som ir x- respektive y-axel. De tar inte heller vara
pa axlarnas metriska markeringar. For att finna punkten (8, 9) riknar minga
ittalinjer at sidan och nio uppat. Koordinaterna betraktas som rérelsesteg. Om
axlarna da enbart ir markerade i multiplar av tio blir uppgiften svar att hantera.
Ett annat vanligt misstag 4r att nir férsta koordinaten ir noll, tex (0, 7), blan-
dar eleverna ihop x- och y-koordinater och ror sig forst horisontellt. Studien
visar ocks3 att elever inte inser att koordinater utgdr frin en sirskild punkt,
origo (0, 0).

Jean Piaget observerade olika nivier av foérstielse hos elever som skulle mar-
kera en punkt pa ett papper, pd samma stiille som pa en forlaga. Aktuell forsk-
ning bekriftar processen.

1. Elevernauppskattade punktens placering visuellt. De som anvinde
mitverktyg gjorde det pa ett felaktigt sitt.

2. Eleverna gjorde en miitning, tex hur lingt in frin en sida pa papperet som
punkten fanns.

3. Elevernainsigatt de behévde tvd mitningar. De tog utgdngspunkt i
ett horn och forsokte visuellt bevara linjens lutning. Nagra gjorde tvd
matningar.

4. Eleverna mitte uppifrin och nerifrin. Mitningarna var inte planerade
utan kom till genom "trial and error”.

5. Elevernainsigatt bida dimensionerna maste beaktas och att mitningarna
maste vara vinkelrita mot varandra. De konstruerade ett koordinatsystem.

Vanligtvis kommer inte svenska
elever i kontakt med tredimensionella
koordinatsystem i matematikunder-
visningen forrin tidigast pd gymmna-
siet. De kan ind3 redan tidigt {3 for-
forstaelse for ett koordinatsystem med
tre axlar (x-, y- och z-axlar) genom att
exempelvis spela tredimensionellt

luffarschack.

Att fundera éver

© Hur brukar jag och mina elever férklara var saker finns i klassrummet
och pé skolan? Vilka ligesord anviinder vi? Vilka ligesord kan behéva
aktualiseras eller tillforas?




De flesta barn lar sig tidigt att kdnna igen kvadrater, trianglar och

cirklar, men geometriska former dr sa mycket mer. Vilka egenskaper har
de? Vad heter de? Vad ar lika och vad skiljer? Vilka ar de matematiska
bendamningarna pa alla tredimensionella foremal som vi méter dagligdags?

vi inledningsvis tittar pd ett objekt. Geometribegreppen har, till skill-
nad frin ménga andra begrepp, forestillande egenskaper och elevers
forstielse utvecklas successivt genom konkreta erfarenheter dir flera sin-
nen involveras och undervisningen uppmirksammar dem p3 allt fler detaljer.
Elevers tidigare forstaelse utmanas och omprévas och efterhand smilter deras
inre forestillningar om avbildningar och definitioner samman till en helhet.
Genom sidana erfarenheter utvecklar elever en intuitiv kinsla fér olika geo-
metriska egenskaper och samband, det geometriska égat utvecklas.
Matematikdidaktikern Peter Bryant menar att barn redan i mycket tidig
alder pad minga sitt ir experter pa former. De kan skilja mellan och komma
ihig abstrakta geometriska former som kvadrater, trianglar och cirklar. Under
skoltiden genomgar sedan kunnandet om former en serie radikala forind-
ringar. Forst utvecklas férmigan att skilja mellan och klassificera former
genom sinnesintryck. S sminingom kan de ocksé analysera och kommuni-
ceraformernas egenskaper. Det iir vil kiint att det ir littare att lira sig korrekta
uttryck frin borjan dn att lira om. Undervisningen bor dirfor redan fran bor-
jan anvinda korrekta matematiska ord och uttryck och férankra forstaelsen i
elevernas sprak. Barns spontana uttryck for en rektangel ir ofta fyrkant, som i
nagon mening beskriver en egenskap hos formen. Genom undervisningen ska
eleven utveckla bdde sprik och forstaelse dven for andra slags "fyrkanter”.,

Precis som nir vi moéter nya miljder dr det helheten som dominerar nir

Teori om geometrildrande — van Hiele-nivaer

Aktuell forskning kring geometrilirande relaterar ofta till den teori som utar-
betades av forskarparet van Hiele pa 1980-talet. Teorin beskriver hur lirandet
sker i nivder, med okande abstrakt tinkande och dir varje individ genomgar
nivderna i tur och ordning. Senare forskning har kompletterat denna teori och
visat att nivierna inte behdver vara strikt atskilda, att elever kan arbeta pi en
nivd i ett ssmmanhang och pa en annan i ett annat, och att det finns mellanlig-
gande steg som ocksé passeras. Teorin kan indé fungera som ett stod for plane-
ring av geometriundervisningen.

o Niva L. Igenkdnning, visualisering. Eleven lir sig vissa termer och kinner
igen en geometrisk form som en helhet, men ser inte till dess delar. Eleven
kan kinna igen en bild av en rektangel men iir i allminhet inte medveten
om dess egenskaper, tex att den har parallella sidor. Eleven liknar giirna
former vid konkreta objekt, som att rektangeln ser ut som en dérr eller en
fonsterruta.
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Niva 2. Analys. Eleven kan analysera egenskaper hos figurer genom

att exempelvis vika papper, miita, rita pa rutat papper eller anviinda

ett geobriide. Eleven kan inse att motstdende sidor hos en rektangel ir
parallella och lika Iinga men kan dnnu inte se sambandet mellan rektanglar
och ritvinkliga trianglar eller se kvadraten som en rektangel eller romb.

Niva 3. Abstraktion. Eleven kan ordna figurer logiskt och tex inse att alla
kvadrater ir rektanglar men att alla rektanglar inte dr kvadrater, forsta
inbdrdes samband mellan figurer och inse vikten av korrekta definitioner.
Eleven kan idnnu inte hirleda varfér exempelvis diagonalerna i en rektangel
ir lika langa eller dra logiska slutsatser av samband mellan egenskaper.

Niva 4. Deduktion. Eleven kan dra slutsatser utifrin geometriska
pastdenden och tex bevisa vinkelsumman i trianglar eller att diagonalerna
ien parallellogram skiir varandra i tva lika delar. Tinkandet 4r i allminhet
inte sa precist att eleven forstir nodviindigheten av att utgd fran allmint
erkinda grundforutsittningar inom matematiken, si kallade axiom.

Niva 5. Stringens. Eleven forstir vikten av precision nir man arbetar med
geometrins grunder och kan utveckla ett resonemang utan att anvinda
konkreta féremal. Eleven kan ocksé analysera och jaimfora olika geometrier,
tex jamfora en triangel i planet (tex pé ett papper) med en triangel pd en
sfir (tex p en jordglob).

Kunnandet vidgas och férdjupas for varje nivd. Genom nivierna utvecklas
elevens formaga att uttrycka sig allt mer matematiskt korrekt och van Hiele
menar ocksi att for att utvecklas och ni nista nivd behover elever stimulans.
[ lirandet samverkar biologisk mognad, kontakt och interaktion med omgiv-
ningen samt viigledda, utforskande inlirningsprocesser. Forutsittningen {or en
fordjupad forstielse dr att undervisningen utgir frin ssmmanhang som ir vil-
bekanta for eleven och har en tydlig kontinuitet och progression. For att hjilpa
eleven att ni nista nivé av tinkande kan undervisningen struktureras i olika
faser. (Jimfor girna med arbetsgingen i ett laborativt arbetssitt.)

L.

Observation/ information. Lirare och elever samtalar om omridet som
ska undersokas. Eleverna observerar féoremal och figurer och bade lirare
och elever stiller frigor. Liraren hjilper eleverna att utveckla relevant
ordforrdd for den aktuella nivén.

Viigledd undersokning. Genom en noggrant strukturerad foljd av
aktiviteter blir eleverna bekanta med det som iir karakteristiskt for den
niva de arbetar pa.

Forklaring Eleverna bygger pa tidigare erfarenheter och berittar om sina
upptickter. System av sammanhang borjar bli tydliga. Liraren hjilper dven
nu eleverna att utveckla ett indamaélsenligt och korrekt sprik.

Fri undersokning. Eleverna fir mer komplicerade uppgifter och
flerstegsuppgifter som kan losas pa flera siitt, men ocksé uppgifter som de
inte kan 16sa fullstindigt.

Sammanfatining. Lirare och elever ser tillsammans tillbaka och
sammanfattar det de arbetat med f6r att fa Sverblick éver begrepp
och se ssmmanhang. Liraren sitter in den nya kunskapen i ett vidare
sammanhang, men presenterar inte nigot nytt innehall.



Tva och tre dimensioner

Vi omges alltid av former i tvd och tre dimensioner. Smé barn skiljer i f6rsta
hand mellan former som avgriinsas av rita eller krokta linjer men de skiljer
inte mellan former inom respektive grupp. Forskning visar att det ir littare att
uppticka skillnader in likheter. Elever miste uppmirksammas pa och f erfa-
renhet av att urskilja och sirskilja och att uttrycka sina upptickter sprakligt.
Ett forslag for undervisningen ir att eleverna sorterar en mingd former, bade
konkreta och pa bild, i kategorierna tillhér eller tillhor inte, och att de motiverar
sina val. I motiveringen far liraren tillging till hur eleverna uppfattar likheter
och skillnader, och hur de definierar och beskriver formers egenskaper.

I illustrationer och digitala medier representeras verklighetens tredimen-
sionella kroppar av tvidimensionella bilder. Kopplingen mellan dessa verkar
vara oproblematisk {6r sma barn. P frigan om var bollen/muggen/bananen ir
pekar Molly (14 man) helt ritt i sin pekbok eller pd surfplattan. For att utveckla
formagan att urskilja former i olika sammanhang kan det vara bra att fokusera
pa en form och g4 pa formjakt. Eleverna i en klass hittade forst cirkelformade
tallrikar, speglar, knappar, brunnslock och lampor, sedan rektangulira dorrar,
fonster, bord, handdukar, dukar, mattor och tavelramar.

Hur kinner vi igen en cirkel? Den dr alldeles, alldeles rund. Inga bucklor
ndgonstans, forklarar ett barn i forskolan. En formell definition ir kurva i pla-
net som bestdr av alla punkter som har ett givet avstdnd (radien) till en fix punkt
(medelpunkten). Cirkelformen ser alltid likadan ut oavsett position. Med till-
rickliga erfarenheter uppfattar vara sinnen det, iven nir vi ser den i ett per-
spektiv snett ovanifrdn. Hur 4r det med andra grundliggande former som
kvadrat, rektangel, triangel? Vilka likheter och skillnader finns? Hur kan de
beskrivas? Vilka egenskaper fokuserar eleverna pa? Hur uttrycker de sig?

Undervisningen méste ge erfarenheter av att se de geometriska formerna i
olika positioner. Lirobdcker presenterar ofta tvidimensionella former i samma
position fér eleverna och det ir litt hiint att liraren ritar eller visar former pa
samma sitt ging efter ging. Nir eleverna sedan mdter formerna i andra situa-
tioner och andra ligen ir det inte sikert att de kiinner igen dem. Laborativa
matematikmaterial har fordelen att de inte har en fast placering utan enkelt
kan vridas och viindas. Bara det att en elev ser en kamrats material frin andra
sidan bordet kan 6ppna upp for forstielsen att en form ir densamma hur den
4n orienteras. De olika geometriska grundformerna maste ocksi varieras pa
fler sitt in bara hur de orienteras. Vikten av att elever tidigt fir mdta exempel-
vis olika typer av trianglar och inte enbart liksidiga kan inte nog betonas.

Dela upp och sitta samman

Enligt van Hiele iir en av de storsta forindringarnai elevers analys av former att
de blir medvetna om att alla former, sirskilt de komplexa, kan delas in i mindre
delar dir de skilda delarna till och med kan ha olika form. Det ir en {6rstielse
som ir visentlig for att forstd areabegreppet. Insikten att en rektangel kan sit-
tas samman av tva identiska trianglar ir viktig for att skapa forstielse for hur
trianglars area beriiknas. Vilka nya former kan bildas nir en kvadrat delas lings
mittlinjen eller diagonalen? Hur forhiller sig arean i de olika formerna till var-
andra? Varfor?

Strivornaaktivieteten Geometriskt bokmdrke beskriver hur ett konkret
arbete med omkrets och area kan resultera i ett fint bokmirke. Idén med att
tillverka ett bokmiirke kan ocks anvindas nir syftet ir att eleven ska fa erfa-
renhet av att dela kvadrater och rektanglar till trianglar.
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Att kunna forestilla sig och att beskriva effekterna av att sitta samman och
dela upp geometriska former ir alltsd viktigt. Formagan att forutse och visu-
alisera forindringar utvecklas efterhand och till en borjan kan elever enbart
visualisera och operera med formers helhet. For att utveckla denna formaga
till inre forestillningar dr undersokande aktiviteter en férutsittning. Frin att
sakna férmégan att sitta samman former utvecklar eleverna den gradvis genom
att ta vara pa kinnetecken och egenskaper, de skapar bilder med formerna och
slutligen uppfattar de sammansittningar av former som helheter och nya for-
mer. Efterhand hanterar de ocksa allt fler detaljer. Clements och Sarama iden-
tifierade fyra nivéer av forstaelse och deras forskningsresultat ger starkt stod
for giltigheten i dem.

o Pre-composer. Eleven hanterar varje form for sig men kan inte pussla ihop
till andra former eller till en likadan storre form. Pi denna nivé placeras
formerna en bit frin varandra. Eleven klarar att ligga enkla pussel om
bitarna inte behover vridas.

o Piece-assembler. Eleven bildar figurer genom att ligga former intill
varandra. I fria uppgifter ir det vanligt att varje form utgor en specifik del
av bilden, tex ett ben. Eleven klarar att ticka enkla former med markerad
kontur. Férmégan att vrida och vinda ir begrinsad.

o Picture-maker. Nir elever fritt fir sitta ssamman former for att skapa bilder,
provar de sig fram for att hitta limpliga bitar, men kan inte forutse vilka
bitar de ska vilja.

o Shape-composer. Eleven kombinerar olika former for att med stigande
avsikt och forutseende skapa nya figurer samt viljer former bade utifran
vinklar och sidlingd. Slutligen éverviiger eleven olika alternativa losningar.

(De engelska bendmningarna anvinds eftersom det inte finns vedertagna svenska
dversdtiningar.)

Forstoring och forminskning

Arbete med forstoring och forminskning kan ge intressant information om
elevers geometriska forstielse. Vad menar vi niir vi siger att en figur iir dubbelt
s stor som en annan? Ar det sidornas lingd som har dubblats eller &r det arean
eller volymen? Erfarenheter fran sivil klassrum som forskning siger att elever
tolkar det p4 olika sitt, nigra uppfattar en lingdskala och andra en area- eller
volymskala. Konsekvenserna blir tydliga nir resultaten jimfors. For att siker-
stiilla att alla elever tolkar uppgiften att gora en figur dubbelt eller hilften sa
stor pa samma sitt maiste férutsittningarna diskuteras. Det dr nddvindigt att i
varje enskilt fall faststilla vilken skala som avses.

Strivornaaktiviteten X-kuber kan anvindas av liraren {6r att ta fram mate-
rial som kan askidliggora forhallandet
mellan lingd-, area- och volymskala. Vik
och sitt samman en kub av A4-papper
och minst tv4, men girna fyra eller helst
itta kuber av papper i storleken A6 (ett
kvarts A4-papper). Med dessa gir det
att dskadligt visa att om kantlingden pa
den stora kuben halveras fir tva av de




mindre kubernas kanter plats lings kanten pa den stora kuben, lingdskala 1:2.
Areaskalan forhéller sig som 1:4 d3 det gér att stiilla fyra smé kuber direkt pa
den stora. Volymskalan kan visas genom att atta sma kuber formade till en stor
kub har samma storlek som den stora, allts3 1:8.

Tredimensionella kroppar

Vir omviirld domineras av tredimensionella kroppar. Hus bestar forenk-
lat ofta av ett eller flera sammansatta ritblock med olika héjder, bredder och
djup. Ibland kan det finnas inslag av cylindrar, prismor, pyramider eller koner i
olika storlekar. I lek- och idrottssammanhang finner vi puckar (cylindrar), bol-
lar i olika storlekar (klot) och rugbybollen som #r en ellipsoid. I olika samman-
hang anviinds koner som avgrinsning och markering. Féremal i vira hem som
dricksglas, grytor, burkar, forpackningar, bocker och mobler kan ofta beskrivas
med hjilp av benimningarna pa tredimensionella kroppar. Nir vi tittar nir-
mare pa manga foremal ser vi att sidoytorna ir cirklar, trianglar, rektanglar eller
andra minghorningar. En traditionell fotboll dir sammansatt av svarta liksidiga
femhorningar och vita sexhorningar. Liksidiga trianglar eller femhdrningar
som siitts samman i tre dimensioner bildar de klotliknande formerna ikosaeder
(20 liksidiga trianglar) och dodekaeder (12 liksidiga femhorningar).

Sambanden mellan tvadimensionella former och tredimensionella objekt ir
manga. En lirare stillde fragorna: Vilken form far du néir mdnga likadana cirk-
lar (trianglar, rektanglar) liggs ovanpd varandra? Det blir en hig cirkel, menade
Milan. Han och kamraterna hade dnnu inte benimningarna cylinder, prisma
och ritblock klara for sig. Eleverna kan uppticka samband genom att under-
soka utbredningar av tredimensionella kroppar. Klipp tex upp hérnen pa en
skokartong och vik ut sidorna. Det syns hur sidoytorna iir fista vid bottenytan
och vilka de enskilda formerna ir. Detta ger erfarenheter som hjilper eleverna
att utveckla forstaelse for samband och for att sjilva kunna konstruera geome-
triska kroppar.

Utbredningen av en toarulle (cylinder) 4r en rektangel, om den klipps upp
vinkelritt frin kortinde till kortinde. Vilken form har utbredningen om
toarullen istillet klipps upp i den synliga skarven? Elever som undersokte vil-
ken tredimensionell form som bildas av en del av en cirkel, upptickte samban-
det mellan cirkeln och konen. De upptickte ocksa att radiens lingd och hur
stor del av cirkeln som anvinds avgor konens hdjd och bottenarea. Nedan fol-
jer nagra exempel dir elever skulle konstruera tredimensionella kroppar med
bestimda matt. Kropparna blev sedan utgingspunkt fér en ny uppgift.
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Ratblock, med mdtten 1dngd 15 cm, bredd 4 cm och héjd 7 cm.

Férst gjorde jag en 15 -4 cm rektangel och utgick fran den. Bredvid den gjorde jag sedan
en annan rektangel 15-7 cm for att det skulle 7cm

bli héjden. Sedan fortsatte jag att bygga pd en
rektangels utbredning.

Kon, basens omkrets 14 cm.

Jag gjorde en halvcirkel med diametern 10 cm.

4cm

15cm

Da dromekretsen pd hela cirkeln ungefér 30 cm och halva cirkeln
15 cm. Man skulle ha 14 cm, dé har jag en cm att Klistra pa.

~~~~~~~~

For att fd syn pd utbred-
ningen av en prisma
tog en elev hjdlp av en
Tobleroneask.

Att fundera jver

Kan du for dig sjilv forklara, bide matematiskt och genom att exemplifiera
med konkreta féremal, hur féljande kroppar ser ut?

o

Lo

o

kub, tetraeder, oktaeder, ikosaeder, dodekaeder, dvs de platonska
kropparna

ritblock
klot
cylinder
ellipsoid
prisma

pyramid

Aven om du kiinner dig siker, sl girna upp orden i ett matematiskt lexi-
kon och jimfor med dina egna forklaringar. Cylinder dr ett begrepp som
for minga visar sig vara lite mer omfattande 4n vad de forst trodde. En
cylinder méste inte alltid se ut som en konservburk ...




Matning ger forutsattningar for att 6verblicka och strukturera omvarlden.
Det handlar om att jamféra, ordna och kvantifiera viktiga egenskaper.
Matandets idé innebar att om olika personer genomfor en matning eller
om matningen genomfors vid skilda tillféllen ska resultatet bli detsamma.

mellan egenskaper hos fenomen. I alla kulturer finns f{oreteelser som

betraktas som viktiga, men vad som virdesitts och miits beror p4 den
lokala miljon och dess behov. Det som ses som sjilvklart i den egna kulturens
miitsystem uppfattas ofta som universellt och generellt, men det som vi tycker
ir viktigt att mita kvantifieras inte alls i en del andra kulturer. Sidana skillna-
der tyder p4 att det maste finnas kulturella behov av att jimfora och ordna for
att mitande och méttenheter ska utvecklas.

Nedslag i historien visar att metoder fér mitning inte bara har utformats
for vardagliga behov utan ocksa for naturvetenskapliga syften som att forsta
solsystemet eller att navigera pa virldshaven. Numera éverskoljs vi av mitdata
som beskriver foreteelser inom hogst varierande omriden: befolkningstill-
vixt, fattigdom, hilsa, infrastruktur, logistik, loner, borsutveckling, arbetslos-
het, sophantering, skolresultat, energiférbrukning, vider ... Resultat redovisas
i tabeller, diagram, kurvor och scheman. For att underlitta for éverblick och
jamforelser redovisas ibland resultat frin olika mitningar i samma bild eller dia-
gram. Mitning, redovisning och tolkning av mitresultat ir med andra ord en
betydande del av var vardag och mitdata utgor ofta underlag for beslut pé olika
sambhillsnivaer. Det dr dirfor ett viktigt omrade i matematikundervisningen.

Redan frdn fodseln finns vi en omvirld dir jimforelser av olika slag gors

Mattenheter

Troligen var minniskokroppen det forsta mitverktyget. Lingdenheter som
fingerbredd, tum, handsbredd, aln (underarm), fot och famn aterfinns i minga
kulturer, men inneborden har varierat beroende pid vems kropp som har
betraktats som normerande. Nagra gamla svenska mattenheter som inte lingre
anvinds ir areaenheter som tunnland, skippland, kappland; volymenheter
som jungfru, kvarter, stop, kanna, tunna, fat, kappe; massaenheter som lod,
skilpund och lispund. F i var tid har erfarenhet av dem. Historiskt har ocksa
enheter som dussin, tjog, bok och ris varit vanliga. Dussin och tjog ir fortfa-
rande i bruk, bok och ris anvindes om buntar med pappersark.

Nir minniskor borjade rora sig mellan olika handelsplatser blev det uppen-

bart att samma mattenheter inte anvindes 6verallt, liksom att matt med 0 kkll_O; tu;en
samma namn inte hade samma virde. Det ledde till att myndigheter satte upp erto=nundra
"kontrollenheter” vid stora handelsplatser och missférstind i handeln ledde i deka=tio
var del av viirlden till att ett enhetligt mattsystem avseende lingd, area, volym deci=tiondel
och massa, utarbetades runt sekelskiftet 1700-1800. Exempelvis bestimdes centi=hundradel
att grundenheterna for lingd, massa och volym fick namnen meter, gram och milli=tusendel

liter. Storre och mindre enheter kunde bildas genom prefix.
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Mitandets idé bygger pa att om olika personer genomfér en mitning, eller om
samma mitning genomfors vid olika tillfillen, ska resultatet bli detsamma. For
att det ska hinda ir det nodvindigt att samma enhet, och méjligen samma
metod, anvinds. I mitandets idé ingir forstielse for att den valda enheten ska
packas titt samman, utan mellanrum eller éverlappning, i, pa eller utmed det
som ska mitas. Enheten itereras, upprepas. Miitning av en storhets precisa matt
bygger ocksé pa en forstdelse for att objekt kan delas in i lika stora enheter.
Utan den forstaelsen saknar mitning mening och ger inga adekvata svar.

Storhet=mitetal + (prefix)enhet

Mitning hor samman med mer dn och mindre dn. Genom jimforelser av
objekt utvecklas idén om att storleksordna. I minga kulturer och yrkesomra-
den ir 6gonmatt, dvs uppskattning, en birande idé. For att kunna uppskatta
krivs minga erfarenheter dir vi skaffar referenser att férhalla oss till. Ibland
ricker varken jimforelser eller uppskattning, utan storre precision i mitningen
ir nodvindig. Nir behov av mer precisa mitningar uppstar, utvecklas ocksa
sprikliga uttryck for ordning och jimforelser. Ju stérre behovet ir av precision,
desto mer detaljerade, systematiska och precisa ir de matt, mattsystem och
redskap som utvecklas.

Ord som stor, liten, tung, litt, ling, kort och deras komparationsformer
anvinds ofta i mitsituationer. Att siga att ndgot ir stort, tungt eller kort saknar
egentlig mening, men i ett ssmmanhang dir ett objekt jimfors med ett annat
blir det begripligt och meningsfullt. Storlek kan uttryckas med hjilp av olika
storheter: lingd, area, volym, massa, hastighet, effekt, vinkel etc. Sidana stor-
heter har formella standardiserade matt och enheter. Storlek hos minniskor
betyder ofta lingd men ocks3 massa (vikt) och ibland klidstorlek. Vad menar
vinir vi talar om storleken pé en tallrik, en TV, en penna, en motor, ett rum, en
kopp, en briida, en spik eller en sten?

Undervisning om mitning handlar savil om att jimféra och uppskatta som
att gdra precisa mitningar. For att forstd mitning med standardiserade meto-
der och enheter behover eleverna forst erfarenheter av direkta och indirekta
jaimforelser och av mitning med informella redskap och enheter. Innebérden
i en informell enhet maste definieras for att vara begriplig till skillnad frin de
formella enheterna som iir definierade i konventioner och lagstadgade.

Hijilpmedelskompetens innebir att kunna anvinda hjilpmedel och redskap
och kinna till deras mojligheter och begrinsningar. Forutom tekniska och
IT-relaterade hjilpmedel samt laborativa material ingdr miit- och ritredskap
som linjaler, gradskivor, passare, vinkelhakar, vigar och mitglas. Det tycks
ibland sa sjilvklart att elever ska kunna hantera hjilpmedel korrekt och effek-
tivt att undervisning om och med dem gloms bort.

Att fundera éver

o Vilka méttenheter anviinder eleverna spontant i lek, spel och
vardagsaktiviteter? Hur kan dessa erfarenheter tas tillvara i
undervisningen?



Langder kan matas med bade informella och formella enheter, men vad
som dn anvands ar det lika viktigt att olika enheter inte blandas och att de
tacker hela avstandet utan att det blir tomrum eller 6verlappningar.

gen och sig sjilv och siger olika rikneord. Arras anvinder linjalen pa

ungefir samma sitt. Vid varje “mitning” siger han femti—femti. Maja
och Arras har forstitt att mattband, linjal och rikneord anvinds vid mitning,
men inte hu.

Maja har sett andra anviinda méttband och haller det mot bordet, vig-

Direkta och indirekta jamforelser

For att utveckla forstaelse for lingdmitning behover elever erfarenheter av
béide direkta och indirekta jimforelser. En direkt jaimforelse kan innebira att
avgora vilket av tv sndren som ir lingst genom att ligga dem bredvid varan-
dra. Agnes och Stephanie upptickte att de hade samma skostorlek och pro-
vade varandras skor. Konstigt, dina skor kinns mycket mindre in mina, hur kan
det komma sig? Flickorna satte sig pa golvet med fotsulorna mot varandra och
hilen mot golvet. Nu hade de en gemensam utgingspunkt och kunde avgora
likheter och skillnader. Min stortd slutar lingre fram dn din. Titta, min fot tar
mer plats pd bredden in din. For att mitning genom direkt jimforelse ska vara
tillforlitlig maste den utgi fran en gemensam punkt. Det blir di majligt att
jaimfora egenskaper och uppmirksamma avstind.

Sma barn tar inte hiinsyn till foremals indpunkter da de jimfor lingder. De
forstar inte heller att lingden p4 en pinne iir konstant hur den in forflyttas. Det
ir forst i samband med att elever lir sig mita som forstdelsen for lingdkonstans
utvecklas. For flickorna blev det en given startpunkt nir de satte hilarna mot
golvet och det riickte att ”lisa av” vid tarna. Nir snoren eller pinnar ska jamfo-
ras miste hinsyn tas till bida indpunkterna.

Vid indirekta jimforelser anvinds en referens {or att ta reda pa vilken av tvd
strickor som ir lingst. Fredrik och Karl samlade pinnar for att bygga en koja i
skogen. De skulle ge sig iviig for att leta efter pinnar som var lingre in de redan
insamlade. Hur skulle de veta att de nya pinnarna var lingre? Karl mitte av mot
sin kropp. Pinnen nadde till hans armhéla och de hade fitt en referens att for-
hilla sig till. Det var den lingden de méiste komma ihdg, konservera, och med
hjilp av den kunde de gora indirekta jaimforelser av andra pinnars lingd.

Informella och formella enheter

For att besvara frigor om hur ling, hur hég, hur bred och hur mycket lingre,
kortare, higre, bredare, smalare krivs oftast en mer formell mitning. Sidan
mitning bygger pd forstdelse for att ett objekt kan delas in i lika stora enhe-
ter. Att tinka pd mitning som upprepning av en enhet, iteration, ir komplext.
Det ir vanligt att elever inledningsvis enbart fyller upp med hela enheter. Om

BLA STRAVOR

43



44

BLA STRAVOR

enheten stricker sig forbi objektets indpunkt eller om objektet ir lingre in
enheten bortser de frin verskjutande delar. En del elever inser heller inte pro-
blemet med att blanda enheter, som att anviinda olika stora gem, bara de ticker
foremalets lingd.

Lingdenheter kan vara informella, som armslingder, gem och stickor
eller formella, dvs vedertagna enheter som hiir i Sverige ir definierade enligt
metersystemet. Enheten for lingd, meter, ir 1/10000000 av meridianen fran
Nordpolen till ekvatorn genom Paris. Lingden bestimdes genom avancerade
mitningar och faststilldes i form av en arkivmeter. Denna internationella pro-
totyp forvarasiParis och anvindes for att definiera meterenhetens storlek fram
till 1960, d4 den ersattes av en fysikalisk definition baserad pa ljusets hastig-
het. Sverige tilldelades meterprototyp nr 29, vilken forvaras vid SP Sveriges
Tekniska Forskningsinstitut i Boras.

Nir elever ska ga dver till att mita med formella lingdenheter och mitred-
skap kan ett mellansteg vara att anvinda en kloss som ir 1 cm tjock och 1dm
lang. P4 klossen ir ett snore pa 1 meter fastsatt. Eleverna kan mita lingder av
olikaslag, forst ett antal hela metrar med det losstagna snoret, sedan antal deci-
metrar och slutligen antal centimetrar. Sidana klossar salufors inte men att till-
verka dem kan vara en limplig aktivitet fér samverkan med sldjden.

Nagra vanliga missuppfattningar

Jag tog arton tomtesteg frdn staketet till trappan, sa Samir niir han balanserade
pé tridgardsmuren. Det vill jag ocksd kolla, sa Vilma. ..., tretton, fjorton, femion,
sexton. Jag fick det till sexton. Muren dr bdde arton och sexton tomiesteg. Innan
man forstir métandets idé dr det inte konstigt att resultaten blir olika. Det dr
samstimmigt med att nir en elev inte har antalskonservation klar {or sig kan
samma grupp féremil vara olika minga nir de riknar igen. Samir och Vilma
gjorde om sina mitningar, med samma resultat. Kan det vara olika ldngt? Hur
kommer det sig? Varfor? Vad innebiir det att gi tomtesteg (hil mot t&)? Hur
langt dr ett tomtesteg? Nir borjar man rikna?

Forskning visar att i manga fall forknippas mitning i det tidiga lirandet med
rorelse. Att barn far skillnader i resultat d& de jimfor uppstegade avstand kan
alltsa bero pa att nigon riknar antal forflyttningar, dvs borjar rikna nir for-
sta foten flyttas, och en annan riknar antal skolingder. Det kan ocksa bero pa
att de inte fOrstdr att tomtestegen ska tas titt samman, utan mellanrum eller
dverlappning.

Nir elever borjar mita med linjal startar de ofta vid siffran 1, som om den
vore startpunkten. Bakom detta finns missuppfattningen att mitning hor
samman med forflyttning. Markeringarna pa linjalen, liksom forflyttningar av
en fot, signalerar att de ska borja rikna, inte att en del av utrymmet ir tickt.
Det kan ocksa vara s att de inte har forstatt att innebdrden i markeringen 5
pé linjalen innebir att utrymmet mellan nollpunkten och 5 ir tickt av fem lika
enheter. Elever kan allts3 ibland ange ritt svar utan att férstd, kunna kontrol-
lera eller motivera det.

Att fundera éver

o Vilka olika direkta och indirekta mitningar brukar eleverna
genomfora?

o Vilka olika slags informella och formella lingdenheter brukar eleverna
anvinda?




Areor mats med nagon form av tvadimensionell enhet som ska

placeras sa att det, som vid langdmatning, varken blir tomrum eller
overlappningar. Den som forstar inneborden av areabegreppet forstar att
aven oregelbundna omraden har en yta som kan matas.

handdukar liggas ovanpd varandra syns det tydligt vilken som ir storst.

For andra areor behovs referenser att forhilla sig till, pA motsvarande
sitt som vid lingdmitning. For att svara pa frigor som: Hur stor? Hur mycket
storre? Hur mycket mindre? ir mitning med en bestimd enhet nddvindig.

I ettinledande skede kan det vara limpligt att gemensamt ticka ett avgrin-
sat omrade med en bestimd tvidimensionell enhet och diskutera frigor som
ror tomrum, dverlappning och precision. Samtalen stdder den mentala proces-
sen om att utveckla forstaelse for att omrdden kan delas in i mindre men lika
stora delar. Sedan beriknas antalet delar. Vid informella mitningar kan hin-
der, fotter, markorer, 16v, kastanjer, bonor etc utgdra enheter.

I formella mitningar anviinds vedertagna areaenheter som kvadratmeter,
m?, kvadratdecimeter, dm?, och kvadratcentimeter, cm? D34 metersystemet
blev vart lagstadgade enhetssystem 1874 infordes dven enheten ar. Ett ar ir en
ytapa 10 ginger 10 meter dvs 100 kvadratmeter. En foljd av detta dr hektar, dvs
"hekto ar” hundra ar, 100 ginger 100 m? som ger 10 000 m?.

ﬁ reor kan precis som lingder jimforas direkt och indirekt. Nir tvé

Aven en fargflack har area

Manga lirare har erfarenhet av, och forskning visar ocks3, att en del elever tror
att oregelbundna kurviga former inte har en area. Det signalerar att de inte f6r-
star inneborden i begreppet area. Andra forstar att omradet har en area, men
tror att den inte kan mitas. Oregelbundna eller kurviga omraden behover dir-
for sirskild uppmirksamhet. Rita upp tva nigorlunda lika stora oregelbundna
former. Lit eleverna ge forslag pa olika sitt for att kunna avgora vilken form
det ir lingst vig runt (omkrets). Ett forslag pd en informell jimforelse ir att
ligga ett snore, eller piprensare som kan vara enklare att hantera, runt varje
form och sedan jimfora lingderna. I nista steg kan motsvarande samtal foras
om ytan innanfér de bdda formernas linjer (area). Vilken ir stérst? Ndgon kan-
ske foreslar att det gar att klippa ut den ena formen och ligga den pa den andra.
Pappersbitar som sticker utanfér kan klippas av och pusslas in. Fler exempel
finnsi Strivornaaktiviteten Féirgfldckar.

En elevgrupp hade varit i skogen och himtat var sin sten, lika stor som den
egna tumnageln. I klassrummet fragade liraren hur mdnga stenar, lika stora
som din tumnagel kan fd plats pd din hand? Liraren visade sin hand, med fing-
rarna titt ssmman och avgrinsad vid handleden. Eleverna gissade och liraren
antecknade. Hur kan vi ta reda pd om det stimmer? Eleverna flyttade runt sin
sten och forsokte fa fram antalet. Jag kommer inte ihdg var jag varit med stenen.
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Jag vet — vi kan rita av handen och sedan rita runt stenen pd bilden, sa Amanda.
Kamraterna tyckte det var en bra idé. P4 den avbildade handen gick det bra att
flytta ochritarunt stenen. Eleverna firglade sd minga stenar pa handen som de
hade gissat skulle fa plats. Titta, det fick plats dubbelt sd mdnga som jag trodde!

Eleverna hade gjort en slags informell areaberikning. Omradet var tyd-
ligt avgrinsat och stenen anvindes som informell areaenhet. Stenen i sig var
tredimensionell men eleverna anviinde arean pa den yta som placerades mot
avbildningen av handen. De delar av omridet som inte kan tiickas av hela enhe-
ter méste hanteras. Jag riknade forst alla hela stenar, det var 25. Sedan sdg jag
att jag kan sdtta ihop smdbitar som blir lika stora som en sten. Delarna blev
fyra hela stenar. Hela omrddet éir 29 stenar stort. I en annan grupp som skulle
berikna arean pa en hand ledde samtalet till att ett kvadratiskt rutniit anvin-
des som mitredskap.

Michael Battista har i sin forskning sett att elever genomgér foljande process
for att utveckla forstielse for areaberikning, de:

o formar inre modeller utifrin konkreta erfarenheter
o strukturerar hur ett objekts delar forhaller sig till varandra
o lokaliserar och koordinerar enheter i rader och kolumner

o organiserar objekteti delar, exempelvis s att enheterna i en rad kan
upprepas och ticka eller bilda hela figuren.

Battista rekommenderar dirfor fljande struktur for undervisningen:
© Samtala om att hela omradet ska tiickas utan dverlappningar eller tomrum.

¢ Hur ska sd manga enheter som méjligt fa plats? Utmana till att anvinda
limplig areaenhet. Lit eleverna uppticka att "kakling” av omraden,
dvsarrangemang av kvadrater i rader och kolumner, ticker bist och
underlittar att halla ordning pa antal. Uppmuntra eleverna att ligga
material eller rita enheterna i rader. Observera om eleven limnar tomrum
eller ritar olika manga kvadrater i raderna. Det blir sedan en utmaning
att med allt mindre grafisk information som stod rikna ut hur manga
kvadratiska enheter som finns i rader och kolumner. Att enbart anvinda
kvadratiska enheter kan méjligen ge for stort stdd, si variera dven med
andra enheter.

o Lateleverna uppticka att antal enheter i varje rad och kolumn anger
sidornas lingd pa en rektangel. Jag har fyra viningar med tre i varje rad.

o Enaktivitet som ir limplig nir eleverna upptickt att antalet enheter kan
beskrivas som tex tre rader med fem i varje, ir att de liir sig multiplicera de
tva dimensionerna som en genvig till antalet kvadrater. Forst nidr eleven
har den forstielsen dr innebdrden i areaformeln, uttryckt tex som lingd x
bredd, begriplig.

Att fundera jver

o Vilka fler sitt, in de som nimns pa forra sidan, kan anvindas for att ta
reda pi omkrets respektive area pa oregelbundna figurer?

© Hur uppfattar och utliser eleverna "den lilla tvian” i exempelvis m??
Kan de konkret visa eller férklara skillnaden mellan meter (m) och
kvadratmeter (m?)?
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Volym handlar om hur mycket nagot innehaller eller rymmer. | vardagen ar
det skillnad pa om ett karl innehaller harda och oformliga saker eller sddana
som dr mjuka och formbara. Ju mindre objekt, desto fler kan fa plats och
vatska kan alltid fylla ut mellanrum mellan aldrig s& sma foremal.

i en hink. Titta, det fdr inte plats mer. Det rinner ut! Han fir erfarenhet
av att volymen ir avgrinsad. Nir han badar i badkaret uppticker han
att vattennivéan stiger nir han gir i och sjunker nir han gir ur. Nivaskillnaden
anger kroppens volym, det fenomen som kallas Arkimedes princip. Historien
berittar om upptickten nir han klev i sitt badkar som var fyllt till kanten.
Vattnet svimmade dver. Arkimedes lir ha insett att mingden vatten som rann
dver motsvarade den volym vatten som hans kropp tringde undan. Som en
foljd lir Arkimedes ha sprungit ut p gatorna och ropat Heurekal, vilket unge-
fir betyder ”jag har kommit pa det”. P4 grund av vitskors egenskaper kan det
inte bli tomrum med vatten och nir kirlet ir fullt rinner dverskottet dver.
Nir saker ska stidas undan blir fragan Fdr allt plats i lddan? aktuell, liksom
Hur ska vi packa for att allt ska fd plats? Redan sma barn fir erfarenhet av att for
att bist ta tillvara ett utrymme, ska innehéllet packas utan tomrum emellan.

D etirskojatt lekabade i och med vatten. Axel hiller vattenfyllda burkar

Ordet volym ir ett av de snudd pa klassiska flertydiga matematikorden. Nir vi
talar om volym pa en matematiklektion menar vi i regel inte att det &r hog ljud-
volym, inte heller att nigon har anvint volymschampo eller liser tredje voly-
men i ett bokverk. Volym ska pi matematiklektionen oftast tolkas som hur
mycket som ryms i ndgot. Det visar hur viktigt det dr att géra introduktioner s3
attalla elever ir med pé vad som diskuteras. Fér den elev som tinker ljudvolym
blir en matematiklektion om volym troligen ganska obegriplig.
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Den volym vatten vars massa ir 1 kilogram fick namnet liter d4 Sveriges riks-
dagbeslot att infora metersystemet. Till vardags anvinder vi enheterna liter (1),
deciliter (dl), centiliter (cl) och milliliter (ml). Relationen i storlek till enheten
liter beskrivs alltsa av prefixen deci, centi och milli.

Enheterna 1liter och 1 kubikdecimeter (dm?), dvs en kub med sidan 1dm,
anger samma volym. Den som 4r medveten om detta kan utnyttja samban-
det for att exempelvis berikna volymen pa ett akvarium utan att trassla in sig
i enhetsbyten. Nir lingderna pé akvariets sidor mits anvinds dm som enhet:
3dmx4dmx5dm =60dm? dvs 60 liter. I vardagen méter vi ocksd kubikmaét-
ten i tex storlek pa behéllare och pa motorer. Lastvolymen p4 en tankbil kan

~ vara45 kubikmeter (m?). Motorvolymen pa en moped kan vara 50 kubikcenti-

Den som forstdr
att ett paket inne-
hdller lika mdnga
sockerbitar hur
paketet dn vrids
och vinds forstdr
ocksd att det inte
har sd stor bety-
delse vilken sida
som kallas lingd,

meter (cm?), i vardagligt tal "en femtikubikare”, 50 cc. Det ir {6r de flesta littare
att forstd inneborden i tankbilens lastvolym dn mopedmotorns cylindervolym.
Det som komplicerar volymberikningar ir att vi i vardagen anvinder dessa
tva system utifran liter respektive kubikdecimeter parallellt. Steget frin att
fylla ett litermatt genom att hiilla vatten frin ett decilitermatt tio gdnger till att
forsta volymberikning enligt formler som lingden x bredden x hijden iir stort.

Byggbara kuber visar principen for volymberakning

Processen som leder till forstielse for matematisk berikning av kroppars volym
bygger dels pa forstielse for lingd- och areaberikning, dels pa formagan att
uppfatta den abstrakta idén att bestimma storlek, volym, pa tredimensionella

bredd eller hojd. kroppar. Genom att sitta samman enheter som exempelvis byggbara kuber till
storre enheter, dr det mojligt att gora upprepningar och skapa en helhet. For att
berikna storleken pa en tredimensionell kropp, tex en skokartong, kan eleven
sitta samman kuber i en rad som bildar en sammansatt enhet som kan upp-
repas till kolumner. Raderna och kolumnerna bildar ett plan eller en vaning.
Dessa viningar kan sedan byggas pa i hojdled. Forst niir eleven insett att enhe-
ter maste ordnas i rader och kolumner och ocksd i lager eller vaningar har form-
ler f6r volymberikningar ndgon mening,

Enstaka kuber byggs =

thop till rader, som sdtts @

samman till plattor, s

som byggs upp vining

forvining... ‘
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Att fundera jver

© Hur anvinder vi ordet 'volym’ i undervisningen? Hur uppfattar
eleverna det?

© 'Rymmer’ ir ett annat ord som ocksé kan leda elevers tankar fel. Att
nigon dr pa rymmen och att tillbringaren innehaller 4tta dl saft ir mer
vardagligt dn att tillbringaren rymmer saft.




Att vdga innebadr att bestamma ett foremals massa. Forr — och fortfarande i
vardagligt tal — anvdndes ordet vikt, men en vikt ar ett fysiskt foremal som
har en mycket noggrant uppmatt mangd materia, vilket ofta star pa den.

foremal enkelt med en hand, medan de till andra behéver anvinda bida

hinderna. En del objekt ir tyngre in de klarar att lyfta. Moa kan bira
omkring sitt gosedjur hela dagen men den fina stenen som hon hittat blir snart
for tung. Genom erfarenhet lir hon sig att hon kan flytta en stol men matbor-
det star kvar trots att hon tar i allt vad hon kan.

Att viiga innebir att man bestimmer ett fdremals massa. Ett annat ord som
anvinds ir tyngd, men det ir inte en synonym till massa utan ett matt pa jor-
dens dragningskraft pa féremalet. En vikt eller en tyngd kan ocksi vara ett
fysiskt foremal. En vikt har en mycket noggrant uppmiitt mingd materia vilket
dven star tryckt pa den medan en tyngd kan vara stenen som liggs pa tidningen
for att den inte ska blasa iviig. Undvik ordet vikt nir du menar massa s eleverna
vinjer sig vid det vetenskapliga begreppet. Du behover inte ritta dem om de
siger vikt men anviind girna sjilv ordet massa.

Uppmirksamma ocksé eleverna pi att vi skriver att foremélet har massan
kg eller viiger 1kg och att vi ska uttala enheten for massa som kilogram och
inte kilo. Gor jimforelsen med kilometer som har samma prefix, kilo=1000,
men ingen skulle komma pa tanken och siiga att joggingrundan var pa fem kilo.
Om eleverna sen fortsitter siga kilo niir de menar kilogram gor inte sd mycket,
men de bor kiinna till principen.

Barn far erfarenhet av att den egna massan forindras nir de moter uttryck
som: Sd stor och tung du blivit, snart orkar jag inte bira dig! Det kan ge forestill-
ningen att massan ir relaterad till storlek. Vardagserfarenheter motsiiger det.
En liten metallkula ir tyngre 4n en stor ballong. Frigan om vilket som viger
mest, ett kilogram bomull eller ett kilogram bly, och som manga barn utma-
nar varandra med, tyder pa en gryende forstielse for att miita storheten massa.

Redan sm4 barn uppticker att fSremal dr olika tunga. De lyfter somliga

Att vaga till vardags

Ocks3 for massa ir direkt jimforelse en inledande aktivitet. Genom att jim-
fora tva foremal i taget, ett i varje hand som en balansvag, kan vi avgora vilket
foremal som ir tyngre dn det andra. Nir flera objekt ska storleksordnas efter
dess massa kan de "vigas i hinderna” och ordnas efterhand. Vigning i varda-
gen kan vara kopplat till affdren. Att det ofta finns en inbyggd vag i kassan ir
inte alla medvetna om. I frukt- och grénsaksdisken ir det ibland sjilvbetjining
och kunden lidgger sina varor en vag, dir det finns en bild p4 varan att trycka pa.
Som resultat av viigningen kommer en klisterlapp diir det mest framtridande
ir priset. PA samma sitt dr det med 16sgodis. Du fir kdpa for femton kronor
fokuserar pa priset och inte pa hur manga hektogram pasen viiger. Sambandet
mellan en varas massa, dess kilopris och hur mycket den kostar dr komplext.
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E-2-73

Ord som tung — litt och deras komparationsformer hor samman med massa.
Ocksa objekt med liten massa kan beskrivas som tyngre eller tyngst. Virldens
minsta fagel, bikolibrin, viger knappt tvd gram. Jimfort med sitt dgg ir den
vuxna figeln fem ginger tyngre. Jimfort med massan pa en personbil ir figeln
litt. Jimfort med en tung lastbil eller ett transportplan ir personbilen litt.

For att besvara frigor om hur tung, hur mycket tyngre och hur mycket littare
behéver vi ett mitetal kopplat till limplig enhet. Enheten kilogram, kg, ér cen-
tral och andra formella enheter for massa har bestimda relationer till den. For
att utveckla en intuitiv kiinsla for dessa formella enheter behovs erfarenheter
som skapar forstaelse for relationer och ger referenser att forhalla sig till. Nir vi
vet att en mjolkkartong kan rymma en liter har vi en forstielse for storleken pa
en liter. Att veta att en full mjolkkartong viger ungefir ett kilogram ger en god
referens till den enheten.

Nigot som kan stilla till det vid olika enhetsomvandlingar ir det faktum att
for lingd ir enheten meter och for volym liter, medan den {6r massa dr gram.
I vardagen uppfattar nog de flesta "ett kilo” (1 kg) som nigon slags grunden-
het. En ytterligare orsak till svirigheter vid enhetsomvandlingar ir att vi till
vardags inte anvinder alla prefixen. Prefixet deka anviinds i princip aldrig —
dekameter, dekaliter och dekagram kiinns alla ovana. Deci och centi ir van-
ligt forekommande vid lingd och volym (decimeter, centimeter, deciliter och
centiliter) men decigram och centigram ir betydligt ovanligare och elever har
knappast stott pa dem. I en del linder, exempelvis Osterrike, gir det bra att
be om 15 dekagram salami vid charkdisken. Finns forstaelse for prefixen ir det
enkelt att rikna ut att 15 dekagram dr detsamma som 150 gram.

Material for undervisningen

Centikuber har anvindbara egenskaper: en sida dr 1 cm, en sidoyta idr 1 cm?,
volymen ir 1 cm?® och vikten ir 1 g. Hundra sammansatta klossar viger 100 g,
dvs ett hektogram, hg. Tusen sammansatta klossar har vikten 1000 g, dvs ett
kg. Vilka objekt i omvirlden har ungefir vikten 1g,100 g eller 1000 g?

Numera anviinds viktsatser och enstaka vikter, som de p4 bilden, sillan i
vardagen. Tillsammans med laborativa material som kan sittas ssmman for att
illustrera relationer, tex centikuber, ir vikterna anvindbara for att ge erfaren-
het av den fysiska kiinslan d4 de lyfts.

For direkta jaimforelser dr balansvigar praktiska. Vissa laborativa material,
exempelvis Jimforbjornar, har ocksi bestimda
relationer. Den stora bjornen viger lika mycket
som tvd mellanstora eller tre sma. Lat elever
undersoka frigor som: Hur minga mellanstora
bjérnar har lika massa (viger lika mycket) som sex
sma? Hur méinga sma bjornar har lika massa (viger
lika mycket) som tio stora?

For att f4 fram en exakt massa kan olika vigar anvindas. Det virde som
vigen anger ska lisas av och tolkas. For det kriivs {orstielse for bade talet som
visas och enheten som vigen miter i.

Att fundera éver

o Vilka slags vagar har eleverna vardaglig erfarenhet av? Vilka vagar
har vi tillging till pa skolan? Vilka behéver vi komplettera med i
undervisningen?




| vardagen omges vi av monster och strukturer. Ménster kan vara
dekorationer och arbetsbeskrivningar, men de kan ocksa beskriva
cykliska forlopp som exempelvis dag och natt, veckans dagar eller
arstider. Vissa monster ar statiska, upprepar sig pa exakt samma satt,
andra ar dynamiska dar ndgon del av monstret férandras.

matematiska monster. Ju mer man sjilv som lirare lir sig att se och upp-
ticka monster i sin egen omgivning, desto rikare blir méjligheterna att
finna intressanta uppdrag att ge till sina elever.

I j lever miste fa mojlighet att mota det stora och fantasieggande omradet

Statiska monster

De flesta minniskor har rutiner och goér samma saker, pi samma siitt och i
samma ordning varje dag. Sidana upprepade, oférindrade forlopp ir uttryck
for statiska monster, vilka ocksa finns i klider, pa tapeter, i danser osv. Savil
hemma som i skolan kan elever utforska och skapa upprepade ménster med
olika saker och skilda egenskaper: kottar och 16v, smé och stora stenar och pin-
nar, leksaker, klossar med olika form, liskburkar, koppar och fat, sig sjilva och
kamrater. De uppmirksammar att det ir vixelvis dag och natt. De triir pirlor
i en bestimd folid: r6d, bla, gul, r6d, bla, gul, ... Eleverna behdver dven mota
monster gestaltade genom andra uttrycksformer som rorelser, ljud, hindelser,
bilder och symboler for att befista forstaelsen for begreppet monster.

Det som utmirker statiska monster #r att sekvensen, oavsett hur manga
delar den bestir av, upprepas utan att forindras. For att fortsitta ett paborjat
monster maste vi studera hur det ser ut, later eller visas for att upptiicka dess
delar och ordningen pa dem. Frigan ir hur monstret kan fortsitta utan att for-
indras. For att eleverna ska upptiicka strukturen i statiska ménster behover de
utmanas pa ett systematiskt sitt. Det kan vara nddvindigt att starta med ett
monster med en enda del, som upprepas, tex 9 ¢ 9 @ 9 ® och att disku-
tera hur det ska fortsitta och motivera varfor. Antalet komponenter far sedan
Okasuccessivt, tex LML {Oljitav 23X K< # K<,

Monstret kan fortsitta odndligt lingt i bida riktningarna, inte nod-
vindigtvis 1 en ling rak rad. Ett monster kan ocksi gi runt, som deko-
ration pd en rund tirta eller pid ett armband, ”det bara fortsitter”.
Antalet komponenter kan vara hur minga som helst, men med f6r stort
antal olika delar blir det svart att fi overblick och att hélla ordning:
(LYK LB R w ¥ LUK AB B » ¥LY A< A

@ ] @ ] L

Féirgmdssig symbolisk representation av det cykliska minstret De fyra drstiderna.
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Dynamiska monster

I dynamiska monster forindras en eller flera delar pa ett bestimt sitt och efter
givna forutsittningar, tex Ll 2 #7177+ Vad ir det som
forindras? Hurforandras det? Hur ska monstret fortsitta? Hur kan vi veta det?
Hur ser det ut efter nista bok eller efter den tionde? Hur vet vi det? Hur kan
monstret beskrivas?

Kvadraterna ovan representerar ocksd ett dynamiskt monster. Vad forindras?
Pa vilket sitt? Hur ser niista figur ut? Den femte? Den tionde? Hur vet vi det?

Talmonster

Aritmetiken dr ocksa rik p4 samband och monster. Talen i talraden finns alltid
ien bestimd folid, 1, 2, 3, 4 osv. Hur kan monstret, dvs relationen mellan talen
italraden, beskrivas?

Hur ser fortsittningen ut i foljande talménster? Varfor? Hur vet vi det?

1,3,5,7,9, .. 1,2,4,71,... 1,4,9,16,...

200,100,50, 25, ... 1,5,13,25, 41, ... 6,7,9,12,16, ..

Att abstrahera och generalisera

Att uppticka likheter och skillnader samt att se strukturer och ménster ir vik-
tigt for matematiken. Att beskriva det man upptiickt, till en bérjan med var-
dagssprik och pa sikt med matematikens ord och symboler, ir en del i liran-
det. Vygotskij talar om dialektiken mellan sprik och tanke. Det vi kan beritta
om s att andra forstér, har vi sjilva forstitt. Eller som skalden Esaias Tegnér
uttryckte det motsatta: Det dunkelt sagda ir det dunkel tinkta.

Attse och beskriva monster dr grundliggande for att kunna abstrahera och
generalisera vilket ir nddvindigt {or att kunna utveckla ett algebraiskt tin-
kande. Hur kan exempelvis monstret ovan med kvadrater beskrivas om vi efter
den tionde figuren utokar till n figurer?

Att fundera éver

o Nir anvinder jag monster for att underlitta i min vardag?

o Vilka ménster anvinder eleverna? Hur kan jag utmana dem att bide
finna och skapa nya moénster?




I manga matematiska problem handlar det om att upptacka och uttrycka
likheter och skillnader. Det kan vara att forutse vad som kommer att handa
och vilka riskerna eller chanserna dr. Genom att fantisera om olika scenarior
kan det vara enklare att se vad som skulle kunna vara méjliga [6sningar.

eller mindre formella berikningar, andra dir vi av erfarenhet kan gora

bedémningar som ligger nira vad som faktiskt kommer att intriiffa. Vi
bestimmer relativt enkelt hur vi ska kli oss utifran sannolikheten att vidret
blir pa ett sirskilt sitt under dagen, vi bedémer hur mycket frukt vi ska kdpa
for att det bdde ska riicka och inte bli for mycket dver och vi tar stillning till vad
vi tror om rinteliget nir vi ska fornya lan.

Alla elever behover fa tillfille att utveckla formégan att gora intuitiva
beddmningar av hindelser i vardagen men ocksa fa kunskap om nagot mer for-
mella sitt att beddma sannolikhet. Inledningsvis behdver de lira sig att skilja
hindelser som ir helt sikra alternativt totalt oméjliga fran hindelser som ir
slumpmidissiga. Sannolikhet ir ocks4 ett exempel pa matematiskt innehall som
litt kan stimulera elevers nyfikenhet, lust och fantasi.

Vi gor dagligen sannolikhetsbeddmningar, en del medvetna med mer

Kort terminologi

Nigra av de centrala termer som anviinds inom sannolikhetsliran ir féljande:

o Slump. Slump anvinds for att beskriva en ofrutsigbarhet som vanligen
beror pé en eller flera okinda orsaker.

o Slumpforsok (slumpmdssigt forsok). En hindelse som har minst tva
mdiliga utfall och dir det dr omajligt att i forvig siga vilket som kommer
att intriffa. Forsoket ska kunna upprepas under i stort sett samma
omstindigheter. Exempel ir kast med tirning och att dra kort ur en vil

blandad kortlek.

o Utfall. Ett mojligt resultat vid ett slumpmissigt forsok. Vid kast med en
vanlig tirning ir till exempel "tre” ett utfall.

o Utfallsrum. Mingden av alla méjliga utfall vid ett shumpmissigt forsok. For
en vanlig tirning dr utfallsrummet: {ett, tv4, tre, fyra, fem, sex}. Miangden
skrivs vanligen med mingdklamrar.

o Hindelse. Vilket resultat man faktiskt fir d man genomfor ett
slumpmiissigt forsok. Man kan till exempel fi en sexa dd man kastar en
vanlig tirning.

o De stora talens lag. Den sats inom sannolikhetsteorin som siger att det
aritmetiska medelvirdet av ett stort antal oberoende observationer av
en slumpvariabel ligger nira forvintat virde (variabelns vintevirde,
matematisk férvintan).
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Det finns tre grundliggande sannolik hetsbegrepp: teoretisk, experimentell och
subjektiv sannolikhet.

o Teoretisk sannolikhet innebir att vii férvig kan bestimma sannolikheterna

for olika utfall. Vanliga exempel utgar frin mynt, tirningar och kortlekar
som forutsitts vara symmetriska, dvs det ska vara lika stor chans att fa
krona eller klave, lika stor chans att vilken sida som helst p4 tirningen
kommer upp eller att inget kort i leken har storre chans dn dvriga att bli
draget. Sannolikheten att fa krona dr en av tvd, dvs 1/2 , att sld en 4:a pa
en vanlig pricktirning ir en av sex, dvs 1/6, att dra spader atta dr en av 52,
dvs1/52. Utifrin detta kan vi exempelvis berikna sannolikheten for att
tirningen visar ett jimnt antal prickar, 2, 4 eller 6 vid ett kast (3/6 =1/2).
Andra vanliga exempel som kan illustrera teoretisk sannolikhet ir
chokladhjul med firgade filt i olika storlekar, lotto- och tipsrader och
lotter av olika slag.

Experimentell sannolikhet handlar om slumpférsok dir det inte lika sikert
gar att bestimma utfallen som i exemplen ovan. Det finns ett sillskapsspel
som heter Kasta gris. Dir anvinds sma plastgrisar som en slags tirning.

De kan tex landa p4 benen, pa ryggen eller pa trynet. Hir ir det inte lika
enkelt att bestimma sannolikheten for ett utfall eftersom grisarna ir
osymmetriska. Ett sitt for att inda ta reda pa sannolikheten for ett visst
utfall, t ex att grisen hamnar p4 trynet, ir att gora en stor mingd kast och
se pa den relativa frekvensen, alltsd hur manga ginger av det totala antalet
kast utfallet blir "trynet ner”. Detta sitt att undersoka sannolikhet kallas
De stora talens lag. Forutom att det maste ske ett stort antal forsok dr det
nodvindigt att varje forsok gors pa identiskt sitt varje ging och varje forsok
ska dessutom vara oberoende av de andra.

Subjektiv sannolikhet anvinds for att beskriva sannolikhet for

hindelser som inte kan bestimmas pa ndgot av de bida andra sitten. En
viderprognos ir ett bra exempel. Vi kan inte berikna den enligt teoretisk
sannolikhet eftersom det inte finns ett begrinsat antal vil definierade
utfallsrum. Det gir inte att férutsitta att det tex blir ett av utfallen sol,
mulet, regn eller sno eftersom det finns andra viidertyper som vixlande
molnighet och spridda skurar. Vi kan inte heller gora en stor mingd forsok
med (eller undersdkningar av) morgondagens vider. Istillet miste vi forlita
oss pd andra sitt att anvinda det kunnande som finns: logik, matematiska
modeller, erfarenheter, statistik etc. Ju mer kunskap som finns om ett
omrade, desto sikrare sannolikhetsberikningar kan goras.

S4 snart eleverna borjat f4 ett grundliggande kunnande om sannolikhet ir det
viktigt att inleda diskussioner om exempelvis den omfattande reklamen frin
spelbolag. Det iir enkelt att fi uppfattningen att alla vinner, ofta och mycket —
men hur ser det ut i verkligheten? Vilka siikra alternativ finns om man vill ha
pengar till ngot man vill képa eller gora?

Att fundera jver

o Vilka méjligheter finns att fi in ett sannolikhetstinkande i skoldagens
vardag s att sannolikhetsbedémningar inte bara ir ndgot som eleverna
moter pd enstaka matematiklektioner?



Statistik anvands for att samla in, tolka och sprida information. | media
presenteras allt oftare fakta i tabeller och diagram. For att forsta hur de
ska tolkas behdver elever manga erfarenheter fran egna undersokningar.

Nir tidningar och senare radio och tv blev allmin egendom fériindrades

bilden och information kunde snabbt na ut till stora grupper i samhil-
let. Med dagens informationsteknik har mojligheter till snabb spridning ékat
ytterligare. I det moderna samhillet 6verskoljs vi av information i olika medier.
Det kan handla om allt ifrin enkla undersokningar av den mest populira glas-
sen i kamratginget till avancerade vetenskapliga undersdkningar. Information
kan vara upplysande och det finns mycket som vi i nigon mening kan "bevisa”
med hjilp av statistik, men statistik kan ocksé vara vilseledande.

En av {6rutsittningarna for att kunna fungera som en sjilvstindig individ i
ett modernt samhille 4r att kunna tolka, analysera och kritiskt granska infor-
mationsflodet. Tabeller och diagram ir vanliga uttrycksformer for att kortfat-
tat formedla data och for att kunna hantera sdidan information behdver elever
manga erfarenheter dir de sjilva samlar in och presenterar data. Med tanke
pa elevers datorvana kan kalkylprogram (vanligtvis Excel) anvindas tidigt da
information ska foras in i, presenteras och avlisas ur tabeller och diagram. Det
ir ofta enklare att mata in virden i datorn och f4 ut tydliga och 6verskidliga
tabeller och diagram in att géra motsvarande arbete fér hand.

B akat i tiden formedlades information muntligt, frin person till person.

Insamling av data

For att f4 fram uppgifter om fakta och uppfattningar miste data samlas in.
Utgdngspunkten ir att den som vill géra en undersdkning formulerar fra-
gor som ska besvaras. En del frigor besvaras biist genom observationer, andra
genom intervijuer, dir foljdfragor kan stillas, eller i enkiter dir uppfattningar
om nagot kan ringas in genom flera frigor. I enkiiter markeras svaren vanligen
direkt i ett protokoll, allt oftare med en glidande skala fran tex instimmer hels,
instdmmer delvis till instdmmer inte alls. T statistiska undersokningar ingar
kvalitetskontroll av att insamlingen av data ir tillforlitlig och korrekt genom-
ford och miter det som avses, det vi kallar reliabilitet och validitet. Dessa funk-
tioner tas inte upp hir, inte heller processen med att analysera och samman-
stilla data som kommer fram i intervjuer. Det ir ofta ett komplext arbete med
manga variabler att ta hinsyn till.

Dokumentation och analys

Data som samlas in dokumenteras i observationsprotokoll, exempelvis dir
varje observation markeras med ett streck. Strecken visar da vilken frekvens,
dvs antal observationer, de olika kategorierna har. De kategorier som under-
soks i foljande exempel dr fordonsslagen buss, lastbil och personbil. For att
littare fi en dverblick markeras strecken fem och fem. For att fi en bild av
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situationen Hur ser trafiken ut pd vigen forbi skolan mellan klockan 7.30 och
8.00? dd ménga elever ir pa vig till skolan, gjordes ett stort antal observationer.
Vid ett specifikt tillfille vid den aktuella skolan sig det ut s hir:

AT
M
R

Bussar

Lastbilar

Personbilar

Trafikflode Lindskolan 2016-09-21

Buss

Lastbil Personbil

Trafikflode Lindskolan 2016-09-21
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4 Buss

i Lastbil

Linjediagram

1 Buss
i Lastbil

I Personbil

Stapel- och cirkeldiagram

For att ge en tydlig visuell bild av resultat gors ofta
redovisningar i nigot slags diagram, tex stapel-
eller cirkeldiagram. I stapeldiagram #r rektang-
larnas baser alltid lika, medan héjderna motsva-
rar frekvensen i undersdkningen. I tolkningen av
stapeldiagrammet kan antalet bussar, lastbilar och
personbilar utlisas med hjilp av den metriska ska-
lan och de numeriska virdena kan jimforas, tex
att det var 17 bussar, tre fler in lastbilar. Det var
flest personbilar som passerade forbi skolan vid
mittillfillet, 23 stycken.

Nir samma data presenteras som cirkeldiagram ir det storleks-
relationen mellan virdena som fokuseras. De precisa antalen kan
inte avlisas. Diagrammet visar att ndgot fler personbilar in bussar
vesost | Passerade skolan vid den aktuella tidpunkten. Skillnaden #r inte

s& stor. Vi kan ocksa se att det vid den aktuella tidpunkten passe-
rade niistan dubbelt sd minga personbilar som lastbilar.

[ vissa undersokningar féljer man vad som hiinder med en bestimd foreteelse
over tid. Ett sidant exempel dr temperaturen timme f6r timme under ett dygn.
Sidana data kan sammanstills i linjediagram. Det som gar att utlisa ir i forsta
hand tendenser. [ exemplet syns det tydligt att det blir allt varmare fram emot
eftermiddagen for att sedan bli kyligare mot kvillen. Vi vet hur manga grader
det dr i de givna punkterna, men vad hinder emellan dem? Det skulle kunna
vara s att mitt emellan tva klockslag okar eller sjunker temperaturen drastiskt
for att sedan aterg till det viirde som visas i nista punkt.
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Venn-diagram

Venn-diagram ir uppkallade efter engelsmannen John Venn som introduce-
rade denna typ av mingddiagram omkring ar 1880. Ett Venn-diagram bestér i
regel av tva eller tre dverlappande cirklar. Det kan ses som en grafisk modell diir
savil fysiska foremal som tankemonster av olika slag kan sorteras in. Ett Venn-
diagram 4r med andra ord limpligt d4 man 6nskar sortera en mingd fakta i
ett relativt begrinsat antal grupper och dir vissa faktauppgifter kan sorteras
efter tva till tre kriterier. Det allra enklaste diagramet bestar av en cirkel och
anviindsiregel bara som en introduktion i undervisningssammanhang. Med en
cirkel kan fakta sorteras efter en enda egenskap, nigra exempel:

o Allafoddaunder forsta halvaret placerar sig i cirkeln, dvriga utanfor.
o Allabocker med foton liggs i cirkeln, dvriga liggs utanfor.
o Allalappar med udda tal siitts fast i cirkeln, dvriga sitts fast utanfor.

Med tvi dverlappande cirklar dr det méjligt att sortera efter tvi egenskaper,
vilket medfor fyra utfall och med tre cirklar blir det atta utfall. Ett fordjupat
resonemang och lektionsférslag finns i Strivornaaktiviteten Venn-diagram.

Punktdiagram — dot plots och scatter plots

[ )
[ ) [ )
[ [ ] [ ]
[ ] [ ) [ ]
[ ) [ ) [ ) [ )
[} [ ) [ ) [} [ )
[ ] [ ) [ ) [ ] [ )
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ) [ ]
[ ) [} [ ) [ ) [ ) [ ) [ )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 14
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 antal plattar

Punktdiagram som ser ut som ovan, vilka benimns dot plots i engelsksprakig
litteratur, ir inte sirskilt vanligt forekommande i svenska matematikliromedel.
Slir vi upp ordet punktdiagram i Matematiktermer fir skolan kan vi lisa: ”dia-
gram som illustrerar samband mellan tvé variabler och dér paren
av observationer presenteras som punkter i ett koordinatsystem”.
Som synonym anges spridningsdiagram. Dessa punktdiagram
med tva variabler benimns scatter plots i engelsksprakig littera-
tur och i Sverige anvinds de i regel forst pd gymnasieniva dir man
tittar pa korrelationer, dvs samband och éverensstimmelser. 3000

Vikt (massa)
igram

3500

Ett punktdiagram ir en statistisk ssmmanstillning av data :
pé en relativt enkel skala. Namnet kommer av att det vanligtvis
anviinds mindre fyllda cirklar (punkter) for att markera observa-
tioner pa skalan och dir en punkt ir lika med en observation. En férdel med
endimensionella punktdiagram (dot plots), jimfért med flera andra diagram,
ir att eleverna inte behdver ha forstaelse for koordinatsystem nir bara en (x-)
axel anvinds. Hir riknar man hur minga punkter det ir vid varje viirde och
det gor att datamiingden inte far vara allt for omfattande, sivida man inte ndjer
sig med att bara avlisa grovt vad som ser ut att vara mest, minst eller ndgon
annan inbdrdes ordning.

t
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Antal Antal
avsnitt elever

0 0

1 0

2 0

3 1

4 4

5 2

6 0

7 8

8 9
Frekvenstabell

BLA STRAVOR

[ internationella sammanhang forekommer endimensionella punktdiagram
relativt ofta i bade liromedel och elevundersdkningar. Vad som in #r anled-
ningen till att de inte presenteras i svenska liromedel, eller nimns explicit i
styrdokumenten, finns det klara férdelar med att anvinda dem for att sortera
data och beskriva resultat frain enkla undersékningar.

Ett exempel
Eleverna i en klass undersker hur minga avsnitt var och en sett av tv-serien
Hemlige Hugo och far in foljande data:

7,8,8,57,4,7,8,8,4,8,73,8,8,4,78,778,54,7

Det finns flera sitt att ordna uppgifterna. Ett ir att skriva dem i ordning fran
minsta till storsta viirde:

3,4,4,4,4,557,7,7,7,7,7,7,7,8,8,8,8,8,8,8,8,8

Nu ir det ganska enkelt att se att det var en populir serie dir minga sig alla
eller nistan alla avsnitt. Ett annat sitt att ordna uppgifterna ir att skrivain dem
ien frekvenstabell.

For att gora resultatet av undersokningen visuellt passar ett punktdiagram.
Eleverna behover bara ta hiinsyn till en axel men det 4r naturligtvis viktigt att
punkterna ritas eller klistras med s3 jimna avstind som mojligt.
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Det blir askadligt hur antalet sedda avsnitt har fordelats. Foljdfrigor som nu
kan stillas kan vara mer eller mindre matematiska: Hur minga avsnitt var det
vanligast att en elev sdg? Minst vanligt? Hur stor var spridningen? Maximalt
sigs atta avsnitt och det minsta antal avsnitt som nigon sig var tre, 8 — 3 =5,
alltsd var spridningen fem. Hur manga fler avsnitt sig de som sig alla jaimfort
med de som sag first (minst antal) avsnitt? Fragorna kan ocks vara av mer soci-
alt resonerande karaktir: Hur kan det komma sig att det 4r noll elever som sett
sex avsnitt?

En utveckling av punktdiagram har lett till stam-bladdiagram som kan
beskrivas som ett mellanting av frekvenstabell och histogram. Fér genomgéing
och lektionsforslag, se Strivornaaktiviteten Stam-bladdiagram.

Att fundera jver

o Forutom formaga att avldsa och tolka tabeller och diagram ir det ocksa
viktigt med grundliggande forstielse fér de vanligast forekommande
ligesmatten. Typvirde kan introduceras tidigt, men nir passar det att
introducera median och medelvirde i undervisningen?



For de allra flesta har pengar en avgdrande betydelse i vardagen. Vi maste
gora kloka val for att anpassa utgifter till inkomster. | media kan vi ofta ta
del av undersékningar, rapporter och program som visar att privatekonomi
inte ar ett alldeles enkelt omrade att hantera, utan ndgot vi maste lara oss.

med att kiinna igen och konkret hantera sedlar och mynt, veta ungefir

vilka saker man kunde képa for en viss summa pengar och gora rimlig-
hetsbedémningar for att veta att man fatt ritt viixel tillbaka. T allt stérre delar
av sambhiillet fungerar det pa andra siitt in med kontantbetalning. Ett exempel
Ar hur man ska betala for bussbiljetten. Vi kan betala med olika dags-, manads-
eller drskort, med bankkort i en automat, en app i mobilen eller via sms. Det iir
sillan som man kan betala med sedlar och mynt direkt till chaufféren.

Utan att gd in i nigra lingre historiska skeenden ir det enkelt att konsta-
tera att det har hint mycket med hanteringen av pengar de senaste drtiondena.
Lingt in pa 1900-talet var det vanligt att lontagare fick sina pengar kontant i
ett kuvert. Forst veckovis, senare var fjortonde dag och slutligen som manads-
16n. Beloppet skulle ricka till nista utbetalning, nir det var tomt i kuvertet var
pengarna slut. Inte bara de fysiska pengarna utan hela situationen var konkret.

P engar haller pa att bli ett allt mer abstrakt begrepp. Forr kunde det ricka

Fran kronor och oren till kontoutdrag

Vi har gatt fran ett etablerat system med kronor och 6ren till en vardag diir
oren, i praktiken, bara finns i teorin. Det dr manga abstrakta tankesteg fran de
95 6rena i 9:95 kr till att de antingen avrundas i kassan eller faktiskt dras fran
kontot. Méinga lirare beskriver elevers svarigheter med decimaltal. Man kan
misstinka att girdagens elever som hade en vardaglig forstielse for dren, och
tillhérande mynt, ocksa forstod decimaltalen bittre. Dagens ildre lirare vet
sedan barnsben att det gick fyra 25-6ringar pa en krona och att de kunde koépa
20 femdreskolor for en krona. Ville de kopa storre kolor s3 blev det tio stycken
10-6res for kronan. Idag finns inte dessa mynt och, kanske nigot som ir innu
mer avgorande, godisbitar kops inte lingre styckvis — nu fylls en pase som viigs.
Vad vi kan hoppas ir att dagens elever ir sikrare pa att det gar fem tjugor pa en
hundring och vad kr/hg innebir i praktiken.

Nu ir verklighetens pengar ofta mycket mer abstrakta. Det handlar om
konton, kontoutdrag, bankomater, internetbanker och bankappar. Hur det
kommer att se ut framéver ir svért att sia om. Utvecklingen gér viildigt snabbt
och vi tors nog vara siikra pa att pengar i form av mynt och sedlar kommer att
bli allt ovanligare. Dagens barn och ungdomar kommer troligen att leva i en
mer eller mindre kontantlés vardag som vuxna och det som férr kunde betrak-
tas som en fast utgift ir inte heller lingre s3 fast med tanke p3 alla val som vi
maste géra. Aven om vi kan ta god hjilp av datatekniska losningar, blir det allt
viktigare att forsta begreppet pengar och den matematik som ligger bakom.
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Matematikundervisningen kan inte lingre ta lika stort stod i elevers vardag-
liga hantering av sedlar och mynt, istillet ir det elevers matematikkunnande
som maste utvecklas si de forstar det abstrakta begreppet pengar och peng-
ars virde. Utdver det ir det viktigt att diskutera annat matematikinnehall som
ir nddvindigt for att kunna forsta och hantera sin privata ekonomi pa ett sunt
och begripligt sitt. Vad ir viktigast att fokusera pa i undervisningen? Vad ska
eleverna ges mojlighet att lira niir det handlar om pengar? Procent? Lan, rinta
och amortering? Negativa tal? Statistik?

Foérutom hanteringen av pengar ir hela den ekonomiska miljon extremt
abstrakt. Det vimlar av termer och begrepp som ir svira for alla. Den dator-
tekniska utvecklingen ger minga nya méjligheter som kan underlitta varda-
gen, men vilket kunnande krivs for att enskilda personer ska kunna skéta sin
privatekonomi pa ett tryggt sitt? Det ir helt klart att bittre kunnande i mate-
matik ger konsumenter som kan hantera sin privatekonomi siikrare. Det iir ett
motiv bland manga for att ligga stor vikt vid vilket matematikkunnande som ir
nodvindigt for dagens elever, i alla skolformer, som ska klara sig sé sjdlvstindigt
som mdjligt i samhillet.

Annu finns och anvinds pengar konkret och fysiskt. Det motiverar att
dagens elever lir sig kiinna igen sedlar och mynt, siirskilt nu med nya utseen-
den pad manga av dem. "Att leka affir” iir fortfarande en populir aktivitet bland
barn och ungdomar. Personal pé science centers i Sverige berittar att deras
torgstand, affirsdiskar och caféer utan tvekan hor till de mest utnyttjade och
uppskattade delarna i utstillningarna. Miljderna inbjuder till spontanlek mel-
lan barn medan ungdomar mer utvecklar det till nigot slags rollspel. Det finns
mycket i aktiviteterna som #r si vardagligt och enkelt att fantisera om att diven
vuxna litt dras med i barns och ungdomars entusiasm.

Vad innebir det att storleksordna pengar? Eleverna far inte sirskilt stor vigled-
ning av hur mynt och sedlar ser ut. En femkrona har stérre area iin en tiokrona,
inda ir tian dubbelt s& mycket vird som femman. Viixlar man en femma far
man fem stycken kronor, men vixlar man en tia fir man bara tva stycken fem-
mor, fast de eller tian kan ocksa viixlas till ett antal enkronor och tvikronor. P4
motsvarande sitt kan vi resonera om sedlarna. Nog ir hundralappen lite storre
in femtiolappen, men arean p4 tvé tjugor bredvid varandra ir betydligt storre
in bade en femtiolapp och en hundring. Hur storleksordnar vi tva tior och en
tjuga? Tiorna dr i vart fall tjockare och tyngre in sedeln, men inte har det med
virdet att gora.

For oss som forstar pengars viirde och har ling erfarenhet av att hantera
sedlar och mynt kan det tyckas som ett bra stéd i elevers lirande att anvinda
pengar. For elever som inte har tillricklig erfarenhet kan det bli férvirrande att
forsoka forstd vad de ska titta pd di de ska storleksordna sedlar och mynt. Forst
nir en elev har forstaelse for positionssystemet och vilket virde de olika peng-
arna har blir det en meningsfull uppgift.

Att fundera dver

o Att handla mat, tanka bilen, betala skatt och ta lin beskrivs ofta som
vardagsmatematik, men det dr knappast det for de flesta elever i
grund- och gymnasieskolan. Vilken ekonomisk miljé ror sig eleverna i?
Vad ir det de behéver kunna om pengar just nu?



Vad ar tid? Tidsbegreppet omfattar sa mycket mer @n att avlasa klockan.
Ibland &r tiden cyklisk, som veckor eller ar. | andra fall ar tidsforloppet
linjart, fran att nagot startar till det tar slut, som en treratters middag.

att ndgon forflyttar sig. Tiden finns inte i den bemirkelsen, utan &r

en abstrakt foreteelse. Inneborden i begrepper tid ir svar att komma
underfund med och svar att definiera trots att hela var tillvaro kretsar kring
begreppet. Tid 4r ndgot vi erfar och upplever, men inte kan ta pa. Vi kan obser-
vera att tiden gir genom forindringar i rérelser och dldrande. Upplevelser av
tid och tidsavstind varierar bide mellan situationer och mellan individer. Vi
l4r oss vad tid iir genom att leva i och med tiden.

For att kunna kommunicera om tid, har minskligheten enats om tidsut-
tryck kopplade till rérelser och relationer mellan solen, jorden och manen.
Dessa cykliska forlopp fortgr utan férindring. Tidsférloppet for minskligt liv
ir linjirt — fodelse, barndom, ungdom, vuxenliv, dldrande, d6d. For att beskriva
dessa skeenden anvinds begrepp som ung, yngre, yngst, gammal, ildre, ildst.
Begreppen kriver ndgot att relatera till samtidigt som de kan ha olika betydelse
beroende p4 vem som anvinder dem och vem som tolkar.

‘ /i talar om att tiden gar. Fér sma barn ir verbet gar forknippat med

lgar och i morgon

Erfarenheter av tid ger perspektiv. Vuxna kan forestilla sig tiden nir de var
barn och tiden nir de blir gamla. De kan tinka hundratals ir bakat eller framit
i tiden. Barn saknar tillriickliga erfarenheter for att gora det, deras tidsperspek-
tiv dr kort, de lever i nuet. Att pdminna sig det som hiinde dagen fore kan vara
lika svart som att minnas férra sommaren. Minnena finns kanske, men #r olika
detaljrika och svara att ordna kronologiskt. Minga ginger saknar barn sprik-
liga begrepp. Igdr kan representera all tid som varit. Vuxna kan roas av att barn,
till synes pd allvar, tror att dinosaurierna levde nir mormor var barn eller att
liraren nog ir sjutton eller kanske hundra &r. I ndgon mening visar detta vilken
grad av tidsuppfattning barnet har.

Att tinka framit ir inte heller enkelt. Att vid frukost tinka pa tiden "efter
lunch” kan verka lika abstrakt och lingt borta som "nista vecka” eller "till vin-
tern”, men efterhand kan barn 6verblicka allt lingre tidsavstand. Behovet av
att i allt mer precisa ordalag kunna uttrycka tid, for att beritta om vad som har
hint eller ska hinda, viixer. For att vardagslivet ska fungera behover vi kunna
forsta skeenden i kronologisk ordning och planera framit. Vi behéver ocksi
en struktur for hindelser i forfluten tid. Vi moter dagligen uttryck om tid. Det
handlar om allt frén millennier och sekler till minuter och sekunder. Tiden det
tar att gd eller dka till skolan far barnen efterhand en intuitiv uppfattning av.
Efter att ha gjort ett antal resor till samma stille vet minga barn att den tiden
ricker till att lyssna pa, se pa eller spela nigot vilkint. Att forsta tiden som har
gitt sedan dinosaurierna levde, eller att fantisera om nigot som kan hinda om
tusen ar, dr svart ocksa for oss vuxna.
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De centra i hjirnan som hanterar rum, tid och kvantitet gr i varandra, men iir
inte dmsesidigt eller helt beroende av varandra. Det kan forklara att nir barn
lir sig om tid dr det nira kopplat till avstind. Férlopp handlar ofta bade om tid
och avstdnd. Det ir lingre viig och tar lingre tid att ta sig till skolan 4n att gi
till grannen. Det ir kortare vig och tar kortare tid till affiren in till simhallen.
Avstand uttrycks ofta med tidsuttryck. Hur ldngt dr det till bussen? Det tar sju
minuter att gd.

Gunnel Janeslitt och hennes forskargrupp med experter fran olika discipli-
ner menar att tidsuppfattning bestér av flera delar:

o Kinsla for tid ir medfott. Studier visar att nyfédda som fick héra en serie
pulsljud med lika langa ljud, reagerar tydligt nir de hor en puls av annan
lingd. Reaktionen visar sig i 6gonrorelser och EEG. Denna kinsla for tid
stirks genom vardagserfarenheter, som tiden det tar att byta bloja eller
virma villlingen. Barnen utvecklar en intuitiv kinsla f6r hur ling tid sddana
aktiviteter brukar ta. Om det tar lingre tid in vanligt, reagerar de.

o Formdgan att orientera sig i tiden handlar exempelvis om att veta vilken
veckodag det ir eller mdnadernas ordningsfoljd. Hit hor tidsenheter, men
ocksa ordning i skeenden, kronologi, att kunna avgora vilken aktivitet som
tar lingst eller kortast tid, tex att ita en banan eller att g till simhallen;
samt att kunna avlisa klockan.

o Formdga att planera tid handlar om att hantera relationer mellan tider:
Klockan ir kvart i tio en séndagsmorgon. Du ska ga till simhallen kvart
over tio. Hur lang tid har du pa dig att bli fardig?

Forstéelse {or tid dr en samordning mellan det som hinder och vad barnet ir
medvetet om i sin omgivning. Att kunna tolka och uttrycka tidpunkter dr nod-
vindig vardagskunskap. Med hjilp av begreppet tid ordnas vardagens hindel-
ser i korrekt f6ljd. Klockan, kalendern och tidslinjen hjilper oss att halla ord-
ning pa vardagens sysslor, men 4ven sddant som tillhor det forgangna. For att
forsta och sjilv kunna uttrycka tidsuttryck krivs samordning av forstaelse for
datid, nutid och framtid, forstaelse for i vilken ordning saker intriffar, samt hur
ling tid kinda hindelser tar i forhillande till varandra. Exempel: Ata lunch tar
lingre tid dn att tvitta hinderna. Lunchen ir lingre dn tiden det tar att ita.

Vissa tidsuttryck beskriver fasta tidsavstind, medan andra dr mer flytande.
Nir barn fragar hur linge det drojer eller hur lang tid det tar saknar svaren ezt
ogonblick, strax, snart, om en liten stund och liknande mening. Att diremot
relatera till ett kiint tidsavstind, som ett avsnitt av ett tv-program som ir vil-
kint eller tiden det tar att tvitta hinderna har en begriplig innebord. De flesta
normalbegivade sjudringar borjar kunna hantera grundliggande begrepp som
ar, &rstider, manader, veckor, dagar och klocktid. Ungefir i trettonarsildern
inser manga att tid dr en abstraktion. Barn anvinder ind3 tidsuttryck innan de
fullt forstar den bakomliggande betydelsen. I spontan lek anvinder sma barn
ord som idag och i morgon tidigare in igdr. I intervjuer var det forst fyradring-
arna som kunde beriitta vad de hade gjort igir. For de yngsta kunde det inne-
bira forfluten tid i allminhet.



Vi tinker oss ndgra lirare som ska undervisa om begreppet tid. De vill under-
soka vilket stod de kan fa av den bakomliggande matematiken for att mota, — Jiamfor med
stodja och utmana eleverna pa innu fler sitt in genom dem de redan moteri — begrepps-
vardagen. Nigon vecka fore introduktionen fir eleverna beritta vad de tinker ~ tavlan pd
paniir de hor ordet "tid”. Elevernas svar fungerar som en férdiagnos diir lirarna — sidan 20.
kan fa veta en del om vilket kunnande eleverna har. Utifrin Centralt innehill
i kurs- och dmnesplaner bestimmer lirarna vilka egenskaper hos begreppet
tid som ska belysas. Detta skrivs in under rubriken Egenskaper hos begreppet.
Foljande uttryck ir samlade frin styrdokument fér grundsirskola och gymna-
siesirskola: enheter och uttryck for tid, mita och uttrycka tid, uppskatta och
mita tidsskillnader, berikna tid och tidsskillnader, tidsuppfattning, uppdel-
ning av tid, tidsfoljd, tidslingd, tidsitging, planera sin tid, typ av tidmiitare, tid
och rum, rimlighet, resonemang. Allt detta ir relevant ocksa for elever i grund-
skolan #ven om tid enbart nimns explicit i matematikkursplanen i samband
med jimforelser, uppskattning och mitning av matematiska storheter.

Lirarna dr mana om att eleverna ska bli medvetna om hur begreppet tid kan
representeras med hjilp av olika uttrycksformer:

Laborativa material. Eleverna ska mota tidsbegreppet genom exempelvis
tidslinjer, tidsaxlar, timglas, timstockar och klockor av allehanda slag.

Ord. Hir handlar det om bide elevernas vardagliga ord och korrekta
matematiska termer. Lirarna vill skilja mellan vardagligt sprak som
”klockan ir ungefir fyra”, "vid halvsjutiden”, "strax efter tre” och mer
formellt sprik som "tv-programmet borjar klockan 17:30”. Ord som ir
centrala dr tidsuttryck som igar, idag, i morgon, sen, om en liten stund,
snart, strax, nyss, tidigare, fore, efter och nu samt tidsenheter som sekund,

minut, timme, dygn, vecka, manad och 4r.

Bild. Eleverna fir i uppgift att rita, teckna eller mila egna bilder for
attillustrera "tid”. Lirarna kommer att uppmuntra eleverna att rita
hindelsekedjor av vad som sker under en dag eller annan tidsperiod. De
ska dven illustrera direkta kopplingar till klockor och mitning av tid som
kan svara pa frigor som niir och hur linge sa att eleverna fir minga olika
erfarenheter av begreppet tid.

Situationer. Elever och lirare ska féra samtal om vad tid dr och i vilka
situationer man behdver jimfora, uppskatta eller berikna tid. Nir lirarna
funderar dver vilka forslag de kan tinkas {3 av eleverna ger de exempel

pa hur dags saker hiinder, hur man kan uppskatta hur ling tid nagot tar,
hur man avliser klockor, hur det kiinns att ha brattom eller lingtrakigt.
Eleverna ska fa fantisera framit och bakit med hjilp av en "tidsmaskin”.

Matematiska symboler. De symboler som kommer att behandlas ir hur tid
forkortas, tex tim och sek, men dven att det dr vanligt att férkorta timme
till h eftersom det heter hour pa engelska (och heure pé franska). Eleverna
ska titta pa hur tid anges med hjilp av symboler, tex 2:00,06:30 och 19:45.
En grupp ska nirmare undersoka hur de digitala siffrorna ser ut.

Under rubriken Relationer till andra begrepp samlar lirarna begrepp

a. som kommer att tas upp i direkt ansluining till tid. Vissa vilbekanta for
eleverna medan andra kanske behover repeteras eller forklaras, tex enkla
brak som hel, haly, fjirdedel/en kvart och tredjedel/tjugo minuter.

b. som kan jamforas. For att ytterligare befista begreppet vill lirarna
uppmirksamma eleverna pa bide vad som dir tid och vad som inte dr tid.

BLA STRAVOR
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Vilka likheter och skillnader finns mellan utvalda begrepp som tex mellan
tid och klocka, tid och hindelser eller tid och avstdnd? Eleverna kan ge
egna forslag pd jimforelser samt diskutera likheter och skillnader.

c. som har samband med tid i ett ndgot mer utvidgat perspektiv. Exempelvis
kan historiska begrepp beroras, kanske via filmer som utspelar sig under
andra tider, bide forr och i framtiden som Tillbaka till framtiden, Jurassic
Park och The day after tomorrow.

Genom att visa pa relationer till andra begrepp synliggors den viv av begrepp
som matematik dr uppbyggd av. Matematiken ses som en helhet och inte som
isolerade delar utan samband med varandra och inte heller som ett imne skilt
frdn skolans andra imnen eller ett omrade som stir for sig sjilvt utan koppling
till elevens verklighet.

I Definition av begreppet uppges innebdrden si precist och exakt som moj-
ligt. I undervisningen kan ett begrepps olika delar — egenskaper, uttrycksfor-
mer, relationer och definition — tas upp i den ordning som ir mest limplig for
eleverna. Kanske borjar man med att nysta i en persons definition av tid och
avslutar med en laboration dir eleverna undersoker vad som hinder med upp-
levelsen av tid beroende pa vad man gor under en viss tidsrymd. Andra ginger
kanske lirare villjer att gd mellan de fyra aspekterna beroende pa hur eleverna
resonerar. Definitionen kan ocksa ses som en avslutning pa den process som ska
leda fram till utokad forstielse for det aktuella begreppet. Ytterligare ett siitt ir
att redan inledningsvis ta upp definitionen som en slags inspiration for det hdr
dr vad vi ska forstd nér vi har arbetat med. . ..

Vi bad Lars Mouwitz, matematikdidaktiker och filosof, att bidra med en
definition av tid: "Tid ir ett samlingsbegrepp for att allt i tillvaron forindras i
en riktning fran att vara ett nuvarande tillstand till att bli ett forflutet tillstind
som ej lingre finns i nuet.” Han kommenterade ocksé att det finns andra sitt
att definiera tid, till exempel genom att lita tiden ingd i en vetenskaplig teori.
For Newton var tiden som en oberoende klocka som tickade p4 i universum.
For Einstein var tiden en fjirde dimension, med egenskapen att man bara kan
rora sig lings den i ena riktningen. Det kommer sikert att komma nya "f6rslag”
frin dagens eller framtidens fysiker. Man kan ocksa definiera tid utifrdn var
subjektiva upplevelse av ett flode dir allt forindras, sivil véar yttre virld som
vara kroppar. Ett tredje sitt dr att jimstilla tid med hur vi miter den. Utan
klockor och andra tidmitare skulle inte tid finnas till fér oss. Att kunna viljaen
limplig definition som speglar begreppet tillrickligt strikt fér sammanhanget
och samtidigt ir greppbar for eleverna ir en central aspekt i undervisningen.
Lirarna tinker dirfor att tillsammans med eleverna skriva egna forklaringar
med vardagligt sprak.

Efter genomford undervisning avsitts tid for att gemensamt folja upp hur
arbetet fallit ut, vilka lirdomar som kan dras utifrin elevernas forstielse och
vilka forindringar och forbittringar som kan goras infor den fortsatta under-
visningen eller med nya elevgrupper.

Att fundera jver

o Skalmans mat- och sovklocka och dikten Nyarsklockan som inleds
med "Ring, klocka ring ...” kinner manga till. Vilka litterira klockor
kinner eleverna till och hur kan de anknytas till undervisning om tid?
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Strdvorna bestér av Ndmnarenartiklar och aktiviteter for
undervisningen. De anknyter till kurs- och &mnesplanernas
centrala innehaéll och de fé6rmagor som eleverna ska fa ut-
veckla i bdde grund- och gymnasieskolan.

I de bl& strivorna anpassas innehallet i aktiviteterna pa
elevniva for de elever som behdver méta matematik i manga
sma steg och med lagom stor variation i atanke.

En aktivitet i Stravorna bestér av lirarsidor samt elevsi-
dor. P4 lirarsidorna beskrivs relativt kortfattat avsikt och
matematikinnehall, vilka férkunskaper eleverna behéver,
hur aktiviteten kan introduceras, genomféras och foljas upp.
Elevsidorna dr ofta en arbetsgéng eller en spelplan.

Innehallet i denna bok har sitt ursprung i arbetet med
Matematiklyftets bdda moduler Didaktiska perspektiv pd ma-
tematikundervisningen f6r larare i sdrskolans skolformer. Hir
anvinder vi Strdvorna i det fortsatta arbetet med att forséka
sprida dessa idéer.

For mer information om Strivorna, de aktiviteter som
finns utlagda och f6r att bdde kunna félja och péverka kom-
mande bl3 strivor, se

ncm.gu.se/stravorna
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