Ett osynligt kontrakt mellan
elever och larare

Morten Blomhgj

Har behandlas hur ett didaktiskt kontrakt utvecklas och vilka konsekven-
ser detta har for arbetet i en klass. Sedan foljer en redogorelse for ett
utvecklingsarbete i geometri genomfort i en avslutningsklass i en dansk
folkskola. | artikeln illustreras hur samspelet mellan elev och larare kan
forklaras utifran innehallet i det didaktiska kontraktet. | anslutning till ar-
tikeln ges nagra exempel pa svenska att préva i egen klass.

Indledning

| enhver form for institutionaliseret under-
visning, hvor den samme lager underviser
den samme klasse i samme fag i arelange
forlab, opbygges et saaligt forhold mellem
|areren og eleverne i deres fadles made
med faget i skolen. Detteforhold kan besk-
rives metaforisk ved at sige, at der etable-
res en didaktisk kontrakt for undervisning-
en. En kontrakt der danner rammerne for
virksomheden bade i klassen som helhed,
men ogsa for samspillet mellem lagreren
og de enkelte elever og mellem eleverne
indbyrdes.

Begrebet didaktisk kontrakt blev intro-
duceret af den franske matematikdidakti-
ker Guy Brousseau omkring 1980 (Brous-
seau, 1984) i et forsag pa at udvikle et be-
grebssystem, der kunne beskrive de gensi-
dige opfattelser, holdninger og forvent-
ninger hos laarere og elever, der er karak-
teristisk for en undervisningssituation i
matematik (en didaktisk situation).

En sadan didaktisk kontrakt vil ngdven-
digvis vee staarkt pragyet af de institutio-
nelle rammer: love, bekendtgarel ser, ek-
samener m.v.; men maske i endnu hgjere
grad af den enkelte lagers opfattelse af fa-
get, af det at underviseog af elevernesfor-
ventninger til undervisningen i netop det
fag. Man kan sige, at etableringen af en
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didaktisk kontrakt er udtryk for, at enhver
lagrer sammen med sin klasse ma sgge en
balance mellem alle disse mange for-
skellige opfattel ser, forventninger og krav.
Hvis ikke der skabes en eller anden form
for kontrakt mellem lager og elever, kan
undervisningen simpelthen ikke gennem-
fares. Etableringen af en didaktisk kontrakt
er sdledes ikke blot en fglge af undervis-
ningen, men ogsa en nadvendig forudsad-
ning for den. Omvendt virker den didak-
tiske kontrakt —ved eksplicit, menfarst og
fremmest implicit at ssdte rammer for den
daglige undervisning —i det lange lab til-
bage pa larerens opfattelse af faget, af
eleverne og af det at undervise samt pa
elevernes opfattel se af faget og deres hold-
ning til laging.

Udvikling af den didaktiske kontrakt

| a matematikundervisning har lageren
nogle mere eller mindre klare intentioner
om, hvilken matematisk viden elverne skal
tilegne sig. Ofte er disse fulgt af et anske
om, at tilegnelsen skal veare af en sadan
karakter, at eleverne kan bruge deres ma-
tematiske viden —ogsai situationer, der er
nye for dem. Det er efterhanden alment
accepteret, — bade som erfaringsmaessig
kundskap og som teoretisk position — at
uanset hvad eleverne tidligere har laat af
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matematik, er en sadan tilegnel se kun mu-
lig, hviselverne selv er matematisk aktive
pa den ene eller anden made. Som lazrer
maman tilrettel asgge situationer og vadge
eller udvikle problemer, der kan give
grundlag for elevaktiviteter, som er rele-
vante for tilegnelsen af den pagaddende
matematiske viden. Men som enhver laarer
ved, vil der —uanset hvor gennemtaankt un-
dervisningen er tilrettelagt — vaae nogle
elever, der ikke umiddelbart har forudssd-
ninger (kognitive og/eller affektive) for at
engageresigi derelevante aktiviteter. | s&
danne situationer har laareren en social og
professionel forpligtelse til at hjadpe
eleverne. Lazreren forventes at kunne ska-
be faglige forudssgninger og social psyko-
logiske betingel ser, der er tilstraskkeligefor
elevernes tilegnelse af ny matematisk vi-
den og han/hun ma veaei stand til at af-
gere, hvorndr eleverne har tilegnet sig den
pagad dende viden. Eleverne forventes pa
deres side at gere, hvad de kan for at op-
fylde de krav, der stillestil dem.

Hvis tilegnelsen ikke finder sted som
tilsigtet, kan man (laaeren, eleven selv,
foraddrene,...) klandre eleven, at eleven
iIkke har gjort, hvad der med rette kunne
forventes af ham/hende. Men ogsa laae-
ren kan bebrejdes (af sig selv, af eleven, af
foraddrene eller kolleger), at han/hunikke
har levet op til sin professionelle forplig-
telse. Det afhaangighedsforhold mellem
laereren og eleverne, bevirker, at bade lagrer
og elev har en stagk tilskyndelsettil at 1yk-
kesmed det fadles projekt: elevenslaging.
Jo feaare frihedsgrader, i form af f.eks fy-
siske og tidsmaessige rammer, fagetsvans-
kelighed og betydning, laarerens og el ever-
nes faglige forudsagninger, pensums- og
eksamensbestemmel ser samt egne og om-
givelsernes forventninger, der er til radig-
hed for samspillet mellem laer og elever
I dette projekt, jo mere vil begge parter
fokusere pa at undga fiasko — det vil sige
erkendelse af, at lagingsprojektet er mis-
lykket. Med dette spaandingsforhold som
drivkraft opbyggesder i det lange lgb gen-
nem undervisningen en didaktik kontrakt
mellem lagrer og elever, som kan siges at
udgere en forsikring mod, at laaingspro-
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jektet ender i fiasko —i alt fald for det sto-
reflertal af eleverne.

Den didaktiske kontraktsindhold og
konsekvenser

Traditionel matematikundervisning kan
netop karakteriseresved et vist fadlesind-
hold i den didaktiske kontrakt, som inde-
bager;

— at legreren omhyggeligt gennemgar de
metoder og agoritmer, der prassenteresi
|aerebogen,

— alagerenkunstiller opgaver, som elever-
ne paforhand har faet redskaber til at | ase,

— at en opgave er lgst, nar dens enkelte
spargsmd er besvaret,

— at de gnskede svar kan angives kort ved
f.eks. et tal, en figur éler til nad en kort
saning,

— at eleverne har krav pa laarerens bedgm-
melse, ndr en opgave & lat,

— a eleverneslaaing kan bedemmes dene
ud fra, om de kan regne de stillede opga-
ver,

— at eleverne paderes side gar deres bedste
for at |@se destillede opgaver.

| en undervisning, der er pragyet af en di-
daktisk kontrakt med dette indhold, vil
bade laarer og de fleste elever oftefale sig
trygge og veltilpasse. Lageren kan efter en
indledende gennemgang ved tavlen kon-
centrere sig om at hjadpe eleverne under
opgaveregningen. Her er der mulighed for,
at lagreren kan differentiere sin indsats s&-
dan, at han bruger mest tid pa de elever,
der har de sterste vanskeligheder med at
regne opgaverne. Den erfarne laarer udvik-
ler i en sadan undervisning gennem arene
et helt arsenal af anvisninger og korrektio-
ner hgrendetil opgaveregningen inden for
fagets emner, der kan bruges til at lede
eleverne paret kurs, nar de gar i staeller
begar fejl padeforskelligetrini opgavel as-
ningen. For det store flertal af elever sik-
rer en sadan didaktisk kontrakt, at dei rime-
lig udstrakning bliver i stand til at mede

37



de udfordringer, der stillestil demi under-
visningen — ogsa til eksamen.

Problemet er blot, at dette langt fra er
det samme som, at undervisningen lever
op til intentionerne om, at eleverne skal
tilegne sig matematisk viden, som de selv-
staandigt skal kunne anvende—ogsai situ-
ationer der er nye for dem. Dette skyldes
bl.a. en rakkke utilsigtede, men avorlige
virkninger af den didaktiske kontrakt. Der,
hvor den didaktiske kontrakt i den tradi-
tionelle matematikundervisning sadter sig
tydeligst igennem, er i dialogen mellem
laareren og den enkelte elev i situationer,
hvor eleven arbejder med en opgave, der
er forelagt af lageren (evt. ved hjadp af
laarebogen). Jo vanskeligere eleven har ved
at deltage i den aktivitet lageren tilbyder,
jo mere foranlediges laareren til at give
konkrete og detaljerede anvisninger, pa
hvilke handlinger som han/hun ensker
eleven skal udfare.

| en sidan situation er eleven—i overens-
stemmel se med den didaktiske kontrakt —
farst og fremmest optaget af at honorere
lagrerens krav. Eleven er godt klar over, at
laxeren har klare forventninger til hans/
hendes handlinger og at den didaktiske
kontrakt indebazrer, at laareren ikke kan
fortadle preecis, hvad det er for handlinger
han/hun forventes at udfare —for sa laarer
elevenjoikkenoget. Derfor vil elevenvaae
staarkt optaget af at opfatte og fortolke
|aarerens signal er —bade de verbal e og non—
verbale — for pa den made at finde ud af
om 17-tallet fra opgaveteksten nu skal sta
over eller under brakstregen. Det overord-
nede motiv for eleven er altsd at holde sin
del af den didaktiske kontrakt og det er
dette motiv — og ikke gnsket om at | gse et
bestemt matematisk problem — der bliver
styrende for elevens laging.

Tilsvarende er laareren stagkt optaget af
at opfylde sin del af den didaktiske kon-
trakt — det vil sige give eleven tilstraskke-
lig hjadptil, at eleven kan udfere den akti-
vitet, som lageren anser for relevant for
elevens laging. Hvis lageren har det som
en grundlagggende opfattelse, at laaring af
matematik forudsadter, at eleven selv er
matematisk aktiv, vil laaeren sgge at for-
midle sin stette til eleven indirekte ved
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f.eks. at omformulere problemet, bruge
analogier, henvisetil elevens matematiske
viden eller til erfaringer fra lignede pro-
blemsituationer. | dette samspil vil laare-
ren vaare meget opmaaksom pasignaler fra
eleven, der kan tolkes som tegn pa forsta-
else af opgavens enkelte dele eller deres
sammenhaang. Sadanne tegn er nemlig
larerens alibi for at tro, at eleven nu har
forudsagtninger for at engagere sig i
opgavel gsningen, og laareren kan med god
samvittighed ga videre til den nasste elev,
der har problemer.

Der er altsa stor risiko for, at lageren
felagtigt antager, at elevens eventuelle re-
levante handlinger eller korrekte svar har
grundlag i elevens engagement i det fore-
lagte matematiske problem, selvom elev-
en reagerer alene pagrundlag af en meget
veludviklet evne til at fortolke samspillet
med lageren i forhold til den didaktiske
kontrakt. Sat pa spidsen indebagrer dette,
at eleven kun kan lagre noget ved at bryde
den didaktiske kontrakt gennem at enga-
geresigi det matematiske problem og selv
overtage styringen af sin virksomhed.

Kontekstualisering som mulighed

Som det fremgik af Jan Unenges artikel i
sidste nr. af Namnaren (nr. 1, 1994, p. 37)
er et af hovedtemaerne i Jan Wyndhams
afhandling netop betydningen &f, at det er
matematik somfag i skolen, der af eleverne
opleves som den alt dominerende kontekst
for deresvirksomhed i matematikundervis-
ningen. Det er lige praecis udviklingen af
denne opfattelse af matematikfaget, der
kan beskrives og forklaresved hjadp af be-
grebet den didaktiske kontrakt. Resultatet
er, at, det der skulle vagre tilegnelse af ab-
strakt og generelt anvendelig matematik,
for eleverne bliver til faadigheder, der er
bundet til matematikundervisningenskon-
tekst, altsatil den didaktiske kontrakt med
dens: arbejdsformer, laaebogsfremstilling-
er, symboler, opgaver, samvaasformer
mellem lager og elev/elever, m.v. Netop
derfor opleves matematikundervisningen
af mange elever som degjlig konkret.

Jan Wyndhamn har (f.eks. Wyndhamn,
1988) peget pa nadvendigheden af, at der
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I matemati kundervisningen etabl eres kont-
ekster, der ger det muligt for eleverne at
fortolke deresvirksomhedi relation til pro-
blemstillinger, der er oplevelsesfulde og
relevante ogsa uden for matematik-
undervisningen. Det vil imidlertid ofte
vage forbundet med store vanskeligheder
for en lager at aandre sin undervisning-
spraksis, sa elevernes matematiske virk-
somhed i hgjere grad kan sedtesi relation
til forhold uden for matematikunder-
visningen. Dette kraever nemlig et brud
med den saedvanlige didaktiske kontrakt.

Eksempler fraet udviklingsarbegdei
geometri

Udviklingsarbejdet havdetil formal at be-
lyse mulighederne for og betydningen &f,
at elever paskolens addste klassetrin—med
passende stotte fralaaeren —selv opdager,
undersgger, beviser og systematiserer geo-
metriske sasmmenhamnge. Udviklingsarbej-
det blev udfert i samarbejde med fem
matematiklazere, der ale gennemferte et
6 lektioners undervisningsforlgb i deres
egneklasser (en 7. klasse, tre 8. klasser og
en 9. klasse), se Blomhgj (1991). Det geo-
metrifaglige emne for undervisnings-
forlgbenevar " taxi—geometri” . Det vil sige
de spargsma og elevaktiviteter der kan
komme ud af at man i stedet for det saed-
vanlige euklidiske afstandsmal maler
afstanden mellem to punkter i et koordi-
natsystem ved summen af afstanden mel-
lem punkternes projektioner pa de to ko-
ordinatakser. Det var fadlesfor alle under-
visningforlgbene, at der gennem lagerens
korte oplagy til forlgbet blev praesenteret
en kontekst i form af en taankt by, der har
et kvadratnet som vejkort. Ligesom det
med god tilnsamelse er tilfaddet i mange
kvarterer og i nogle storbyer f.eks New
York.

Eleverne blev sdledes introduceret til
forlgbet pa denne méde:

L: Her har vi et kort over Ternby (laare-
ren peger pa tavien med kvadratnet). |
denne by er gadenettet et kvadratnet. Hvis
Anders, som bor ved gadekrydset A, skal
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Figur 1: Udsnit af tavien med kvadratnet

kerei taxi til Bente, som bor ved B, hvor
lang bliver turen sa?

E: Denbliver vel 5.

L: Hvilken vg vil du kere?

E: 3til hgjreog 2 ned.

L: Kan turen ikke geres kortere?
(pause)

E: Ngj!, men der er andre veje pa 5.

L: Ja, komop og tegn nogle forskellige
ture, der er 5 lange. (En elev tegner tre
forskellige” taxi-ture” patavien).

L: Vi kunne kalde den afstand, som en
taxi nadvendigvis ma kere for at komme
fra en adresse til en anden, for taxi-af-
standen mellemdem. Sa er taxi-afstanden
mellemA og B altsa 5. Det kunnevi skrive
kort pa denne

made: ” T(A,B) = 5" (skrives patavien).
L: Nuskal | arbegjdei grupper med nog-
le opgaver om taxi-afstande.

Pa baggrund af en sddan kort prassentation
af arbejdede eleverne under forlagbene i
grupper pa2-3 elever med tilrettelagte sys-
temer af opgaver vedregrende taxi-geome-
tri. Opgaver var f.eks. udformet sdledes:

1 Anders bor i A og Bentei B. De er
kagrester og besgger tit hinanden. Tegnfem
ture af forskellig laangde mellem A og B,
som de kan bruge, og skriv laangden af tur-
enepafiguren. Hvad er laangden af entaxi-
tur fra A til B? (T(A,B)=").

2 Nar Anders besgger Bente gar de tit en
tur rundt i omrédet, hvor Bente bor. Lav
fem rundture af forskellig laengde, som de
kan vadge imellem.
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3 Andersog Bente har lige langt til skole.
Hvor kan skolen ligge?

4 Prov at besvare opgave 3 med andrepla-
ceringer af A og B.

Pa grundlag af iagttagelser af undervis-
ningsforlgbene (jeg var deltagende obser-
vater i alle forlgbene), de skriftlige opga-
vebesvarelser, som eleverne afleverede,
samt interview af enkelte elever under og
efter forlgbene, har vi kunnet identificere
treforskellige virksomhedsformer, som vi
har betegnet den indledende, den | gsnings-
orienterede og den bevidst reflekterende
virksomhedsform. Jeg fremhaever, at der
er tale om tre virksomhedsformer, der kan
vekselvirke, og som hver isaa kan give
grundlag for elevernes laaring. Denne
laring vil imidlertid veare af forskellig
karakter inden for de tre former 2.

Den indledende virksomhed

Under den indledende virksomhed var de
fleste elevers kommentarer og spergsmal
til laarerens fremlasggelse og ferste reak-
tioner pa opgaverne staarkt praaget af et
anske om at indordne det aktuelle forlgb
under den saedvanlige didaktiske kontrak.
Spergsmd og kommentarer som: ” Star der
noget om det i vores bog?’ og "Det er da
nemt, man skal ikke engang regne!” var
sdledes almindeligt forekommende under
laarerens praesentation. | starten af arbej-
det med opgaverne i grupperne lagd det
f.eks.: "Er det rigtigt — har jeg dlerede la-
vet opgave 17, "Skal vi bare lave fem
ture?’ og”Madekun gapagaderne?’. Jeg
tager sadanne elevreaktioner som udtryk
for et anske om at fa klare rammer for og
forventninger til deresvirksomhed i forlg-
bet. Jeg have pa forhand aftalt med lagrer-
ne, at de skulle vagre tilbagehol dende med
at svare direkte pa sadanne spargsmal fra
eleverne, mentil gengadd stette elevernei
at diskutere opgaverne og meningen med

dem i grupperne. Det grundlasggende
spargsmdl i denne fase var for de fleste
elever: Hvad har det her med matematik
at gere? Men selvom mange elever ople-
vede en vis frustration over ikke at kunne
faklar besked fralaeren om, hvad det hele
gik ud pa, arbejdede de allerfleste grupper
fra starten alligevel meget ihaardigt med
opgaverne.

Sazlig under den indledende virksom-
hed spillede by-konteksten en vigtig rolle.
For det farste bevirkede den, at nassten alle
eleverne oplevede en umiddel bar forstael -
se af begrebet "taxi-afstand” . Stort set alle
elever var siledes efter larerenskorte pree
sentation i stand til at bestemme taxi-
afstanden mellemto givne punkter. Elever-
ne fik gennem deres overvejelser under
praesentationen og/eller gennem deresfer-
ste handlinger indsigt i en rakke vigtige
forhold. Eksempelvis: taxi-af standen mel-
lem to gadekryds (gitterpunkter) er altid et
helt tal; taxi-afstanden fraA til B er ligmed
taxi-afstanden fra B til A; og der er som
regel flere taxi-ture mellem to punkter
(nemlig ndr deikkeligger pasammegade).

For det andet er det en styrke, at by-kont-
eksten har en stegk tilknytning til elevernes
erfaringsverden. Dette viser sig f.eks ved,
at eleverne — med udgangspunkt i lager-
ens forelasggel se — meget hurtigt udvikler
en fadles sprogbrug. De fleste elever an-
vendte sdledes fra starten ord som gade,
gadekryds, den korteste v, den direkteve,
taxi-tur, taxi-afstand, omvej. Under denne
fase bruger eleverne associationer fra de-
reserfaringsverdentil at forsta by-konteks-
ten som en konkretisering.

For det tredje oplever eleverne by-kon-
teksten som” ufarlig” p.g.a. af densekstra-
matematiske karakter. Dette betyder, at de
i hgjeregrad er villigetil selv at danne sig
en mening med de enkelte opgaver og til
at preve sig frem under 1 gsningen.

Brugen af by-konteksten indebaerer
imidlertid ogsa en risiko for, at elevernes

1 Der gives i denne artikel kun et kort resumé af analysen af elevvirksomheden med enkelte ek-
sempler. Den samlede analyse findes i Blomhgj (1991, kap. 5). | Blomhgj & Bredo (1992) beskrives
de tre virksomhedsformer mere detaljeret ud fra en undervisningspsykologisk synsvinkel, bl.a. med
henvisning til elevernes egen oplevelse af og holdning til deres virksomhed. Endvidere analyseres
virksomhedsformernes forbindelse til en reaktiv/aktiv og en konstruktiv/kritisk kompetence.
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opgavevirksomhed bliver fikseret til en be-
stemt kontekst-betinget forstaelsesform.
Detteer uneldigt, fordi det normalt vil vaae
en fordel, hvis eleverne efter de indleden-
de undersggelser kan lade by-konteksten
glidei baggrunden ogi stedet hadtesigved
noglefavassentligetrak ved den foreligg-
ende situation. Eksempelvis: sammenlig-
ne laangderne af forskellige tegnede ture
mellem to punkter, i stedet for at stille sig
tilfreds med at finde laangden af hver af
disse ture; hadte sig ved betydningen af,
om taxi-afstanden mellem to punkter er
lige (jJamn) eller ulige (udda); eller gene-
relt overveje en opgaves relation til tidli-
gereopgaver. (Laeseren opfordrestil at pro-
ve at finde nogle gadekryds pafigur 2, der
har samme taxi-afstand til bade A og B).
Erfaringerne tyder p3, at en indledende
handfast tilknytning til by-konteksteni den
prassenterende fase ger det svaat for elever-
neat frigere sig fradenne kontekst og faest-
nesig ved meregenerelletrak ved resulta-
terne af deres virksomhed og fa grundlag
for at opleve kvadratnettet med det nye af -
standsma som en model af by-konteksten.

Den Igsningsorienter ede virksomhed

Dennevar karakteriseret ved, at elevernei
hgj grad —gennem det indledende arbejde
—blev i stand til at indplacere deres virk-
somhed med opgaverne i den ssadvanlige
didaktiske kontrakt. Eleverne opstillede s&-
ledes selv rent kvantitative mal for deres
virksomhed (f.eks. at | @se sd mange opga-
ver som muligt pa kortest mulig tid), der
var udenrelationtil opgavernesfagligeind-
hold. I mange af grupperne blev arbejdet
med opgaverne rationaliseret, for eksem-
pel gennem uddelegering af opgaver eller
funktioner til gruppens medlemmer. Der
blev ikke brugt megen tid pa at diskutere
meningen med eller resultaterne af opga-
vernei grupperne.

Gennem arbejdet med opgaverne blev
der i naesten alle grupper skabte erfarings-
forudsagninger for at danne og undersgge
forskellige hypoteser om generalisering af
deresresultater, men grupperne reagerede
ikke spontant pa dette grundlag.
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Hvis det er den beskrevne didaktiske kon-
trakt, der pragger elevernesholdning til fa-
get og til undervisningen, kan man ikke
umiddelbart forvente, at de i den givne
sammenhaang skulle fgle den store til-
skyndelse til selv at vaae undersggende,
eksperimenterende og hypotesedannende
| deresvirksomhed. Selvom flere af |aarer-
ne under praesentati onen fremhaevede over-
for eleverne, at det aktuelle forlab adskilte
sig fra den saadvanlige undervisning ved,
at det her var meningen, at eleverne selv
skullefinde "reglerne”, var dette dbenbart
ikke tilstrakkeligt til at aandre elevernes
grundlagggende opfattelse af deres egen
rollei undervisningen. Forstaeligt nok, for
sadanne opfattelser kan kun forventes
aandret igennem en laangere proces.

Det mest markante resultat fra udvik-
lingsarbejdet var sdledes, at den lasnings-
orienterede virksomhed kun kunne brydes
gennem lagrerens udfor drende dialog med
eleverne under arbejdet med opgaverne. En
udfordrende dialog er karakteriseret ved
laarerens bevidste forsgg paat udvilke ele-
vernesviksomhed fraat handle om at | gse
de enkelte opgaver til at begrunde/bevise
et opndet resultat, at overveje en opgave
og denslasning i relation til tidigere opga-
ver og resultater, at formulere nye proble-
mer eller at generalisere et opnaet resultat.
Hvisikke grupperne med mellemrum blev
udfordret af laarerens indgribende dialog,
arbejdede de sig gennem opgaverne uden
at reflektere over de opnaede resultater og
deres sammenhaang med tidligere opgaver.

| detilfadde, hvor eleverne lod sig ud-
fordre af samspillet med laaeren, arbejde-
degruppernei kortere eller laangere perio-
der pden made, som vi har valgt at beteg-
ne som reflekterende elevvirksomhed.

Den reflekterende elevvirksomhed

Denne er karakteriseret ved, at eleverne
blev bevidste om deres egen virksomhed
og paen eller anden méde reflekterede over
denne. Under den | gsningsorienterede virk-
somhed fokuserede eleverne udel ukkende
pa opfyldelse af de krav, der blev stillet i
opgaverne, mens de under den refl ekteren-
de virksomhed ogsa forholdt sig til forud-
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sagningernefor deresresultater ogtil resul-
taternes indbyrdes sammenhaang. | sam-
vaget med eleverne oplevede vi meget
tydeligt, at der er tag forbindelse mellem
f@lel sesmaessige omstaandigheder og mu-
ligheden for at udvikle en reflekterende
virksomhed.

| dialogen med lagreren var mange af
eleverne indledningsvis ofte ret afvisende
over for udfordringer, der gik ud over be-
svarelsen af de enkelte spargsmal i de stil -
lede opgaver. De opfattede det som utidig
indblanding. Denne modvilje var lettest at
overvinde, nar lareren udtrykte interesse
for elevernes aktuelle virksomhed og at
udfordringen til eleverne kunne tage kon-
kret udgangspunkt i denne virksomhed.

Her gengives to dialoger fra undervis-
ningsforlgbene. | beggetilfaddeer der tale
om, at eleverne med stette fralagrerensud-
fordring reflekterer over deresvirksomhed.

Eks. 1: Det drejede sig om en gruppe, der
havde fundet frem til felgende sstning:
"Hvis T(A,B) er ulige, er det umuligt at
finde et punkt (gadekryds) ligelangt fra A
og B”, og hvor den efterfglgende samtale
forlgb omtrent siledes:

L: Det lyder interessant, hvordan kan |

vag e sikre pa det?

E: Der kan ikke veare nogen inde i taxi-

omradet, fordi T(A,B) er 7 og

ulige + ulige = lige.

L: Kander vaaenogen punkter uden for

taxi-omradet?

E: Ng.

L: Tror | ikke der kan vage et punkt P,

her langt uden for papiret, der dur?

Efter at have vagret alene nogle minutter,
havde de skrevet felgendeforklaring: Hvis
man skal forbi P pa turen fra A til B sa
bliver turen T(A,P)+T(P,B) og den skal
vag e ulige fordi T(A,B) er ulige[Eleverne
havdetidligere bevist at enhver rundtur har
en lige laangde, sd de ved at

T(A,P) + T(P,B) + T(A,B) er lige. Heraf
slutter de, at T(A,P) + T(P,B) skal vaae
ulige] ogsder Pikkeligelangt fra A og B,
fordi ulige + ulige = lige. (Her mangler
eleverne strengt taget at konstatere at lige
+ lige ogsa er lige, men det anser de m&
skefor at vage for indlysende.)
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Eks. 2: Der udspillede sig faglgende dialog
mellem en lagrer og en gruppe pato elev-
er, der arbejdede med opgaven: "Hvor
mange forskellige taxi-ture er der mellem
A og B? (Punkterne A og B er placeret som
pafigur 2.). Eleverne, der tilsyneladende
ikke havde tegnet forskellige taxi-ture,
skrev blot som svar pa opgaven Der er 10
mulige ruter og de virkede meget sikre pa
deres resultat. Samtalen herefter:

L: Hvordankan | vaaesikrepa, at | har
fundet alle mulige taxi-ruter?

E 1: Jo, se nu her. Vi har alle dem, der
gar igennemdet punkt, der er nemlig kun
en (peger papunktet i averstehgjre hjer-
ne af taxi-omradet, se figur 3), der er to
dergar gennem det punkt (peger pa
punktet til venstrefor detferste) , det er
de to (viser dem med pennen).

L: Hvad med den ferste tur, den gar da
0gsa gennem detpunkt.

E 2: Den har vi jo talt med!

L: Pragv, om| under hvert punkt i taxi-
omradet kanskrive, hvor mangeruter der
forer fra Atil punktet.

Efter nogle minutter havde gruppen lavet
fig. 2. Ud for hver af punkterne mellem A
og B havde de skrevet tal, der angav hvor
mange forskellige veje, der farer fra A til
det pagad dende punkt.

L: Flot! Hvad nu hvisBlaenternlaag-
ere nede?
Efter ret hurtigt at have skrevet en ny raek-
ketal svarede de: Savil der vaare 20 muli-

geruter!
L: Kan | skrive ned, hvad det er for en
regel, | bruger?

E 2: Vi laggger bare sammen!
L: Hvadlaggger | sammen, prov at skrive
det praecist!

Figur 2
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Lidt efter havde de skrevet:

Antallet af veje, der farer fra punktet A til
et punkt mellem A og B, er lig med sum-
men af antallet af veje, der feorer fra Aftil
de nabopunkter, der ligger tadtere pa A.

| begge eksempler far eleverne—i kraft af
laarerens udfordrende dialog —grundlag for
selv at anvende raesonnementsformer, der
er centraleinden for matematik. | den sid-
ste dialog er der endvidere mulighed for,
at eleverne danner et konkret personligt
erfaringsgrundlag for en seneretilegnelsen
af et vigtigt element i kombinatorik, nem-
lig princippet i Pascal’s trekant.

Opsummering

Erfaringerne fra udviklingsarbejdet har
vist, at der kan etableres kontekster i skol-
ens matematikundervisning, der kan give
grundlag for en reflekterende el evvirksom-
hed. Det er imidlertid vigtigt at understre-
ge, at sadanne former for kontekstualise-
ring ogsa er underlagt de rammer, den di-
daktiske kontrakt udstikker. Analysen af
elevvirksomheden har daogsavist, at laae-
rens indgribende og udfordrende dialog
med eleverne under deres virksomhed er
afgerendefor, om eleverne kan udvikleen
reflekterende virksomhed. Det er med an-
dre ord gennem dialogen med eleverne
under deres virksomhed, at den didaktiske
kontrakt lejlighedsvis kan overskrides.
Resultaterne fra udviklingsarbejdet viser
0gsa, at det for flertallet af eleverne—med
passende stette fra dialogen med lageren
— faktisk er muligt at udvikle en virksom-
hed, hvor de selv opdager, formulerer og
beviser matematiske sammenhamnge. Det
er i gvrigt interessant, at lagrerne i mange
tilfadde var positivt overrasket over elever-
nes matematiske virksomhed.

Det er min opfattelse, at det jeg her har
beskrevet som udvikling af reflekterende
elevvirksomhed i matematik bar vazre et
vigtigt sigte for skolens matematikunder-
visning, og at kontekstualisering og be-
vidsthed om betydningen af den didaktis-
ke kontrakt kan vaae nyttige redskaber ved
tilrettelagygelse og gennemfoarelse af en
matematikundervisning med dette sigte.
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Det skal imidlertid understreges, at der er
en raskke vanskeligheder forbundet med at
realisere en sddan matematikundervisning.
For det farste stiller det storekrav til lage-
ren at tilrettelaagge og gennemfare en un-
dervisning, der bestandig udfordrer elever-
nesvirksomhed. | udviklingsarbejdet hav-
de lagerne i kraft af deres fadles forbere-
delse et godt grundlag for at udfordre
elevernes virksomhed. Lagerne havde pa
forhand overvejet betydningen af brugen
af by-konteksten, udformningen af opga-
verne og deres indbyrdes sammenhaang,
samt hvordan de enkelte opgaver kunne
tamkesat give grundlag for elevernes dan-
nelse og undersggel se af forskellige hypo-
teser. Hertil kommer, at laaeren under gen-
nemferelsen af forlgb, som dem der ind-
gik i udviklingsarbejdet, ma forholde sig
saaskilt til de enkelte gruppers virksom-
hed og de ofte meget store individuelle
forskelle eleverne imellem med hensyn til
f.eks. motiv for at deltage i undervisning-
en, viljetil samarbejde, tAlmodighed og sel-
vkontrol, og fagligeforudsagninger. | klas-
ser med mere end tyve elever kan sddanne
vanskeligheder forekomme uoverstigelige
og den traditionelle gennemgang af laae-
bogen med tilharende opgaveregning frem-
stér som den overkommelige — men i vir-
keligheden helt utilstraskkelige—undervis-
ningsform.
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Problem i taxi-geometri

) Morten Blomhgj
Oversdttning Goran Emanuel sson

Problemkrets 1

Hér foljer ngra exempel som visar pa bety-
delsen av jamnt och udda avstand i taxi-geo-
metrin. Uppgifternakan ges en kort presenta-
tion, som den i artikeln.

1 Anders bor i A och Brittai B. De &
foralskade och &ker ofta till varandra
Rita fem vagar med olika langd mellan
A och B, som de kan &ka. Ange langden
pavarjevégi figuren. Vad & langden av
en taxi-tur fran A till B?

Elevernakan galvavéljaolikaplaceringar av
de tva punkterna. Det enda de behdver for att
kommai gang & penna, papper med rutnéat.

Denna uppgift kan ge bakgrund till foljan-
de sats. Med jamn och udda |angd menas en
langd som anges av ett jamnt resp. ett udda
tal.

Sats 1: Alla vagar med gemensamma
andpunkter har langder som antingen alla
ar jamnaeller alla & udda.

En uppgift, for att fortsdtta undersdkningen i
dennariktning kan vara féljande (punkternas
placering givnai en teckning):

2 Sukhuset i A har en ambulans, som
varjeveckaskahamta patienter paadres-
serna B,C och D. For att det inte ska bli
samma patient, som varje gang kors med
runt till de dvriga, turas patienterna om
att varaden, som blir hdmtad sist. Ordna
tre rundturer, som ambulansen kan f6l-
ja. Vilken blir langden av var och en av
de tre turerna?

Undersokningar, som inspirerats av uppgift 2
kan ledatill formulering av nasta sats.

Sats 2: Alla rundturer (slutnaturer) har
jamn langd.

Det &r klart, att denna sats bara géller sa snart
det forutsétts, att man bara far andra riktning
I gitterpunkter. Annars skulle ju t.ex. en 1/2
ut och en 1/2 hem ge olika rundturer! Néstan
alaelever i utvecklingsarbetet antog att detta

var en forutsattning och formulerade med stod
av lararen ett bevis av foljande slag:

Bevis: Om man pa en rundtur kor x steg till
hoger, sa maste man ocksa kora totalt x steg
till vanster for att kommatillbakatill utgangs-
punkten. P& liknande sétt y steg ned motsva-
ras av y steg upp. Langden av en rundtur kan
daskrivas som: 2x + 2y = 2(x + V), vilket ju &
ett jamnt tal.

Lagg marke till, att detta bevis ocksa tacker
det fall, nér rundturen genoml oper vissastrack-
or flera ganger. Alla elever, som jag arbetat
med antog galv — vilket inte & nodvandigt —
att en tur inte skakommatill ssmmastélle tva
ganger. Dettadr ett exempel p3, att det kan vara
bra att vanta med att narmare diskutera forut-
séttningar och spelregler, tills eleverna gédva
fétt erfarenheter av arbetsomradet.

Det & svart, att bevisa sats 1 direkt, men
med hjalp av sats 2 gar det ganska | t:

Bevis: Om vi har tva turer med samma and-
punkter, A och B, sd har vi samtidigt en rund-
tur med start och slutpunkt i A. Langden av
dennarundtur & summan av l&ngden av turen
fran A till B och turen fran B tillbaka till A.
Dessa summor & jamna p.g.a. av sats 2, och
da jamn — jamn = jamn och jamn — udda =
udda , sd maste de tva turerna ha jamna eller
udda langder.

Man kan bevisa sats 2 med hjélp av sats 1.

Bevis: Da varje rundtur innehdller minst tva
punkter, kan man pa en rundtur vilken som
helst véljatva olika punkter (A och B). Turen
ut (fran Atill B) och turen hem (fran B tillbaka
till A) har p.g.a. sats 1 samma paritet och ef-
tersom bade jamn + jamn och udda + udda ger
jamn , kommer rundturerna att vara jamna.
Sats 1 och sats 2 & alltsalikabetydande. Nar
det ror sig om elever i arskurserna 8 — 10, sa
tycker jag att detta sammanhang ar ett [amp-
ligt mal for lararens efterbehandling av elev-
ernas undersokningar inom problemkretsen.
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Problemkrets 2

Har ror det sig om "cirklar”. En taxi-cirkel
definieras analogt med den euklidiska cirkeln
som mangden av gitterpunkter, som har ett gi-
vet taxi-avstand till en given punkt (cirkelns
medel punkt).

Elevernakan direkt utifran definitionenrita
taxi-cirklar genom att préva sig fram och fin-
na, att allataxi-cirklar har sasmmaform. En del
elever protesterar mot beteckningen taxi-cir-
kel, eftersom punktmangdernainte & " runda’.
| utvecklingsarbetet var elevreaktionerna en
bra utgangspunkt for diskussion av definitio-
nen av en cirkel i "vanlig” geometri.

Det & bra att ge uppgifter om taxi-cirklar
som sétter igang elevernas tankearbete t.ex.:

3 Ett bankran har &gt rum pa adressen
(5, 5). Ranaren har flytt pacykel. Polisen
beslutar direkt att sparraav allavagkors-
ningar paett avstand av 2.5 km fran ban-
ken (en ruta= 500 m). Hur manga polis-
bilar behdvs for denna aktion?

Uppgiften rymmer goda mojligheter for att
grupper av elever kan ga vidare och underso-
ka antalet punkter pa taxi-cirklar med andra
radier. Om det gestid till dettakommer deall-
raflestagalv upptacka sats 3.

Sats 3: For en taxi-cirkel med medel punkt
C och radie r géller, att antalet punkter
pacirkelnar 4r, forr >0. Omr = 0 bestar
cirkeln baraav punkten C.

4 Vid utarbetandet av evakueringsplaner
I samband med farlig produktion (t. ex.
atomkraft eller kemisk produktion) tasdet
inte enbart hansyn till miljéfaror och
spridning av ett eventuellt utslgpp, utan
ocksa till hur manga méanniskor det ar
mojligt att evakuera. Enkemisk fabrik har
adressen (6, 4). Gor en tabell som under-
lag for en evakueringsplan, som visar an-
talet adresser, somligger inom ett avstand
av 2, 3,4,5,6,8o0ch 10 km (en rutasva-
rar mot 1 km). Hur manga adresser lig-
ger mellan 5 och 8 km fréan fabriken?

Om vi later p(r) och q(r) vararespektive antal
punkter pa och innnanfér en taxi-cirkel med
radienr, kan uppgift 4 besvaras utifran foljan-
de funktionstabell:

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pr)1 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
qr)0 1 5 13 25 41 61 85 113 145 181

Erfarenheternafran mitt utvecklingsarbete vi-
sar, att eleverna nar de gor en sadan tabell i
samarbete upptécker och utnyttjar sambandet
mellan funktionerna. Med dennabakgrund far
man en utgangspunkt till att sav formulera
eller |attare foljaoch deltai en diskussion om
foljande uttryck for de tva funktionerna:

p(r) = 4r forr > 0, och p(0) = 1,
q(r) = p(r=1)+q(r-1) for r> 0, ochq(0) =0

Hur q(r) kan uttryckas direkt som funktion af
r & naturlig for de flesta. Det finns flera sétt
att angripadetta. Under utvecklingsarbetet var
det grupper, som kom fram till ett uttryck for
q(r) med hjadp av geometriska betraktel ser ut-
ifran en figur med koncentriska taxi-cirklar.
Andraprévade sig fram genom att jamforaoli-
ka funktioner med funktionsvérden q(r). Det
var kongtigt nog ingaelever, som avsatte funk-
tionsvéarden for q(r) i ett koordinatsystem.

Som l&rare kan man utifran elevernas arbete
avgora om det kan vara bra, att gbra en ge-
mensam hérledning av ett uttryck for q(r) ge-
nom att successivt anvanda ett rekursivt ut-
tryck pa summan for g(r):

q(r) =p(r=1) + p(r-2) + p(r-3) + ...+ p(1) + p(0),
vilket ger
qr) = 4r-1) + 4(r-2) + 4(r-3) + ...... +4+1

=4 -+ -2+ (r-3) + ...... +1]+1
=A4r(r=-D/2] +1=2r(r-1)+1=2r2-2r+ 1

| den sistaomskrivningen har jag utnyttjat, att
summan av de n forsta naturliga talen &r lika
med n(n + 1)/2.

Sats 4: Antalet gitterpunkter inne i en
taxi-cirkel med radier (r >0) ar:

2r2=2r+1

Anm: Jag hoppas att dessa exempel kan in-
spirera lasaren att prova och sjdlv utveckla
uppgifter i taxi-geometri. | Blomhgj (1991)
finns en mer systematisk framstéllning av &tta
olika problemkretsar.
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