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Tala matematik

Bygga och Begripa Begrepp i Geometri

Anvanda forklaringsmodeller som hjalper

eleven att bygga upp langsiktigt hallbara
kunskaper



Hur lar sig eleven matematik pa ett
nytt sprak?

For att med kontinuitet folja upp elevens
matematiska utveckling kravs det till en
borjan en matematikundervisning pa elevens

modersmal.

Darefter kravs det stod pa modersmalet
och ett sprakutvecklande arbetssatt for att
bygga upp nya begrepp pa ett andrasprak.



Betydelsen av den kunskap individen
redan beharskar

Det som eleven redan kan och vet har
avgorande betydelse for mojligheten att forsta

och lara sig ett nytt innehall.

Aktuell forskning ar overens om att ny
kunskap utvecklas genom att man utgar fran

vad individen redan kan.

Dessa kunskaper tar lararen reda pa med hjalp
av valstrukturerade diagnostiska uppgifter.



Matematik ett facksprak

Talsprak: Hur langt ar det till ...? Hur bred ar vagen? Hur hogt
ar huset?

Formaliserat sprak: Vilken langd har...?Vilken ar vagens
bredd? Vilken hojd har huset!?

Ofta tar man ytterligare ett steg mot abstraktion och uttrycker

relationer mellan olika begrepp i formler. Till exempel A=1-b
ochV =1-b"h.

En elev som inte har forstatt den elementdra grammatiken
for det matematiska formelspraket, kan inte utlasa uttryck som
3(2+5) eller mr? och har dirmed ingen chans att gora ens de
enklaste rakneuppgifter.

Matematiskt facksprak: produkt, dividera, funktion, kontinuerlig,
brak, relation, ben, volym, tal, ... etc. har inom matematiken
betydelser som kan skilja sig fran allmanspraket



Matematiska ord och begrepp

- Nar man till exempel ska visa att en triangel har
- vinkelsumman 180, betyder inte en triangel en enda triangel

 eller en speciell triangel utan en godtycklig triangel det vill
saga i det har fallet alla trianglar.

Ett annat exempel ar kuben som har sex sidoytor.Varje
sadan sidoyta har formen av en kvadrat som i sin tur har
fyra sidor. Dessa sidor ar i sin tur kanter i kuben.

En godtycklig punkt pa grafen
betyder inte att man kan valja
punkten godtyckligt. Det
betyder alla punkter pa grafen.




Arean av ett parallelltrapets

Begrepp som eleven bor
beharska:

Parallelltrapets, Sida, Hojd, Normal,
Trianglar, Area, Bas, Vinkelrat,
Diagonal, Parallell och ??

Aritmetikkunskaper
De fyra r@knesatten aven med brak
och decimaltal

Algebra:
Uttryck , variabel

Distributiva lagen, kommutativa lagen ex.
3a+4a=a(3+4)

Berakningar

by-h | by-h
A+B=—"-+ =

h-(b;+b
Parallelltrapetsets area h-(b; + by)

Tank igenom: Vilka svérigheter kan uppsta?
Var brukar eleverna fastna?



Att berakna arean pa en parallellogram

. Begrepp som du bor beharska ar parallello-
gram, rektangel, sida, hojd, normal, vinkelrat,

- triangel, area, bas, vinkelrat, diagonal, parallell
och ...

| nodvandiga forkunskaper ingar att du bor
ha forstatt area pa ett sadant satt att du har
en utvecklingsbar tankemodell. Det ar en
hjalp om du kan tanka pa area som rutor,
cm?, vilka tacker ytan.Vidare bor du tidigt ha
forstatt att area kan konserveras (Piaget),
alltsa flyttas runt utan att den andras.
Parallellogrammen kan inte direkt delas upp i
kvadrater. Du kan emellertid flytta den hogra
triangeln och placera den till vanster som
syns i figuren. Dar syns att en parallellogram
med samma bas och samma hojd som en
given rektangel har lika stor area som
rektangeln.




Geometri fran borjan

Redan i forskoleklassen arbetar elever med de plana
figurerna triangel, kvadrat och cirkel.

De arbetar da med helheter men ska aven lar sig se
de delar helheterna ar uppbyggda av.

Att se delarna ar centralt for att kunna beskriva
figurernas/objektets egenskaper. Utmarkt tillfalle att
borja diskuterar egenskaper med eleverna.

Pa sa satt undviks att elever uppfattar trianglar som
liksidiga figurer och fyrhorningar enbart som
kvadrater eller rektanglar.

Grundlaggande begrepp som symmetri, parallell och
kongruent bor tas upp tidigt i undervisningen.



Nagra overgripande resultat

Annu pa hogstadiet hade manga elever svarigheter
med att hantera grundlaggande geometriska

begrepp.

De saknade aven ett funktionellt sprak
(terminologi) for att kommunicera geometri.

Termer som romb, ratblock och cylinder var
okanda for manga elever — och sannolikt aven
motsvarande begrepp.



LGR | |

Mal for arskurs 9:

- Geometriska objekt och dess inbordes relationer. Geometriska egenskaper hos
dessa objekt

- Avbildning och konstruktion av geometriska objekt. Skala vid forminskning och
forstoring av tva- och tredimensionella objekt.

Mal for arskurs 6:

- Grundlaggande geometriska objekt, daribland polygoner, cirklar, klot, koner,
cylindrar, pyramider och ratblock samt deras inbordes relationer. Grundlaggande
geometriska egenskaper hos dessa objekt.

- Konstruktion av geometriska objekt. Skala och dessa anvandning i vardagliga
situationer.

Mal for arskurs 3

- Grundlaggande geometriska objekt, daribland punkter, linjer, strackor, fyrhérningar,
trianglar, klot, koner, cylindrar och ratblock samt deras inbordes relationer.
Grundlaggande geometriska egenskaper hos dessa objekt.

- Konstruktion av geometriska objekt. Skala vid enkel forstoring och forminskning.
(mina markeringar)



Mal for arskurs 9:

Likformighet och symmetri i planet.
Metoder for berakning av area, omkrets och volym samt enhetsbyten i

samband med dessa.
Geometriska satser och formler och behovet av argumentation for dess

giltighet.

Mal for arskurs 6:

Symmetri i vardagen, i konsten och i naturen samt hur symmetri kan
konstrueras.

Metoder for hur omkrets och area hos olika tvadimensionella
geometriska figurer kan bestammas och uppskattas.

Jamforelse, uppskattning och matning av langd, area, volym, massa, tid och
vinkel med vanliga mattenheter. Matningar med anvandning av nutida och
aldre metoder.

Mal for arskurs 3:

Vanliga lagesord for att beskriva objekts lage i rummet.

Symmetri, till exempel i bilder och i naturen och hur symmetri kan
konstrueras.

Jamforelse och uppskattningar av matematiska storheter. Matning av langd,
massa, volym och tid med nutida och aldre mattenheter.



Geometriska figurer

Manghorningar Egenskaper beskrivs med
begrepp

e Sida, horn

* Vinkel, rat, trubbig, spetsig

e Femhorning, fyrhorning

e Triangel — trehorning

e Parallelltrapets * Parallell

e Parallellogram * Kongruent

e Romb e Symmetri
e Rektangel ¢ Diagonal
e Kvadrat e Regelbunden, oregelbunden

e Omkrets



For att lara sig begrepp och termer for att
kommunicera begreppen bor man i
undervisningen ga fran det enkla och
okomplicerade till det mer komplexa.

Borja darfor med figurer som har fa egenskaper,
sasom oregelbundna fyrhorningar och trianglar.

Senare ska eleven kunna sarskilja alla de
egenskaper som kannetecknar kvadraten och den

liksidiga triangeln.

Genom detta arbetssatt kan eleven uppleva och
urskilja den variation som ar sa viktig for att pa
djupet forsta geometri.



Urskilja olika typer av fyrhorningar
och trianglar

forsta de olika figurernas egenskaper

kunna beskriva figurernas egenskaper med hjalp av begrepp

e beharska grundlaggande begrepp samt termer for att
kommunicera dessa begrepp

Parallell

* Det forsta parallellaxiomet var Euklides parallellpostulat.

* Genom en punkt som inte ligger pa en given rat linje finns
en och endast en rat linje parallell med den givna.



Trianglar och fyrhorningar

Dessa figurer kan beskrivas pa tva olika satt.

. Utga fran deras symmetriegenskaper

Till exempel:
en oregelbunden triangel saknar symmetrilinjer
en likbent triangel har en symmetrilinje
en liksidig triangel har tre symmetrilinjer.

2. Ett annat satt ar att utga fran antalet sidor
och deras storlek, antalet horn och vinklarnas
storlek.



Oregelbundna fyrhorningar

Har kan eleven urskilja fyra viktiga begrepp:
Horn och avstandet mellan hornen
Sida (stracka)

Vinkel (spetsig, trubbig och rat)
Diagonal

Figur 4.1

Tva narliggande sidor mots i ett horn och sidorna bildar dar
en vinkel.

Sidorna ar strackor som har en langd (tidigare kunskap).

Mellan tva motstaende horn kan man dra en stracka som
kallas for diagonal.

Alla fyrhorningar har tva diagonaler.



Parallelltrapets

Forst nu har eleverna
begrepp och termer som
gor det mojligt att analysera
och diskutera de mer
komplicerade figurerna. Figur 42

Nar tva av sidorna ar parallella kallas figuren for
parallelltrapets.

Kannetecken:

Om man viker en parallelltrapets over den streckade
linjen sa hamnar den ena sidan over den andra och
det ar latt att se att de ar parallella.



Symmetriskt parallelltrapets

De tva icke-parallella
sidorna ar lika langa.

Figuren har en
symmetrilinje.

Den har tva diagonaler  rigur43
som ar lika langa.

Vinklarna ar parvis lika
stora.



Parallellogram

Sidorna ar parvis lika langa.
De lika langa sidorna finns

mitt emot varandra. -
Motstaende sidor parallella.

Motstaende vinklar ar lika
stora.

Genom att klippa isar figuren utefter en diagonal

far man tva kongruenta (exakt lika) trianglar.



Kongruenta trianglar

Med tva parvis lika langa strackor kan
man med hjalp av tva kongruenta,
likadana, trianglar konstruera en figur,
dar de lika langa strackorna mots i
samma horn.

Figuren har andra intressanta
egenskaper.

e Den har tva vinkelrdta diagonaler
och

Figur 4.5

e en av diagonalerna ar
symmetrilinje
e tva av vinklarna ar lika stora.



Rektangel

Om en av vinklarna i en
parallellogram ar rat sa ar
aven de tre ovriga
vinklarna rata.

* rektangel, ’ratvinkling”.

e en rektangel har tva
symmetrilinjer

e symmetrilinjerna ar
mittpunktsnormaler till
sidorna

e de ar vinkelrata mot
varandra

Figur 4.7

_____________________________




Romb

en romb ar motstaende sidor
varallella. Romben ar alltsa en
parallellogram.

Rombens diagonaler ar samtidigt
symmetrilinjer och de ar vinkelrata.

Figur 4.8

Symmetrilinjerna delar upp romben
i tva eller fyra kongruenta trianglar



Kvadraten

Om en av vinklarna i en romb ar rat, 90
grader, sa ar alla vinklarna rata.

Romben kallas da for kvadrat.
e Kvadraten har fyra symmetrilinjer.

e Tva av symmetrilinjerna ar ocksa
diagonaler.

e Tva av symmetrilinjerna ar ,
mittpunktsnormaler till sidorna. Figur 49

Kvadraten ar saledes en rektangel.

Daremot ar romber och rektanglar inte
kvadrater.



For att eleven ska ha mojlighet att urskilja egenskaper
bor man ga fran figurer med fa egenskaper till figurer
med manga olika egenskaper.




En uppgift och dess losning

En cirkel C dr given.A dr en
kvadrat som dr omskriven
cirkeln C och B dr en
kvadrat som dr inskriven i
cirkeln C:

Hur stor dr den storre
kvadraten jamfort med den
mindre?

Den storre kvadratens sida ar
densamma som cirkelns diameter, d.
Denna har alltsa arean d2. For att
berakna den mindre kvadratens
area, beraknar vi forst dess sida. Den
mindre kvadraten har diagonal
gemensam med cirkeln. Om dess
sida ar s ger det, med Pythagoras

sats,s = = ,vilket i sin tur ger
a” .o
— Den storre

kvadraten arean s2=
kvadraten ar alltsa dubbelt sa stor
som den mindre.



Figur 2

Alternativ losning

Eleven vrider den inre kvadraten i
figur | sa att hon far figur 2.1 figuren
bildas fyra likbenta och ratvinkliga
trianglar med den inre kvadratens
sida som hypotenusa och halva den
yttre kvadratens sida som katetrar.
Halften av den storre kvadratens sida
utgors av halva diametern for
cirkeln. Det ar —. Pytagoras sats ger
da 2
d

s2 = 5 ,vilket direkt innebar att

den mindre kvadratens area ar

halften sa stor som den storres.

b



Ytterligare en losning

Eleven utgar fran den andra figuren
ovan och ritar in tva
symmetrilinjer. Alternativt ges
eleverna denna figur att utga ifran.
Nu ar de fyra yttre trianglarna
spegelbilden av respektive inre
trianglar i den inre kvadratens
sidor. Dessa ar alltsa kongruenta
och har darmed samma area. Den
storre kvadraten bestar av atta
sadana trianglar och den mindre av
fyra, varfor den storre kvadraten ar
dubbelt sa stor som den mindre.



Forstaelse av geometriska begrepp kan ligga pa

olika kognitiva nivaer

Makarna Van Hiele synliggjorde detta i sin forskning.

Nar det galler parallelltrapetset sa kan elever i ak 1-3 kanna
igen och namnge denna geometriska figur. De bor aven kunna
resonera kring den som en fyrhorning med egenskaper som tva
parallella sidor, diagonaler, horn och vinklar samt diskutera
likheter och skillnader i forhallande till andra fyrhorningar.

Pa nasta niva kan eleverna dra hojden, som ar en normal till
basen samt diskutera omkrets och area i specifika fall.

Senare kan eleverna tanka kring parallelltrapetser i generella
termer pa ett satt som visats ovan.

Uppgifter som eleverna ska Iosa kan saledes konstrueras pa
olika satt och losas pa olika kognitiva nivaer.



En annan uppgift och dess losning

Du har en cylinder. Hur
mycket storre blir volymen
om diametern och hojden blir
dubbelt sa langa?

~
N

Manga elever tycker att det verkar
svart att 10sa denna uppgift nar de
inte vet hur stor radien eller hojden ar.
Du ger dem kanske radet att anta
nagra varden. Antag att radien ar 10
cm och hojden 10 cm. Cylinderns
volm berdknas med hjalp av formeln
V =nrh

Cylinder | har radien 10 cm och hojden 10
cm.  Vi=314-10%-10

Cylinder 2 har radien 20 cm och hojden 20
cm. Vo =3,14-207-20

Forhallandet mellan de bada volymerna ar
V, 3,14-202.20 25120
W, 3,14-10%-10 3140




Tva alternativa losningar

Du har en cylinder. Hur
mycket storre blir volymen
om diametern och hojden blir
dubbelt sa langa?

Elever som kommit lite langre i sitt
matematiska tankande kan anvanda formler
och resonera utifran dessa.

¥, =nrh

V, =m(2r)*- 2h

V. _ m(2r)*-2h _ .

vy mr2-h

Nagra elever kanske anvander forhallandet
mellan langdskala och volymskala och ser
da direkt att svaret blir 8 ganger.



Oregelbunden triangel

Triangel betyder tre vinklar,
men den har ocksa tre
sidor och tre horn.

En triangel kan byggas upp
med tre strackor,

ar de olika langa kan

triangeln se ut som pa
bilden.

Figur 4.10

Utgaende fran figuren
diskutera begreppen sida,
horn och vinkel.



Likbent triangel

Om tva av de tre strackorna, ar lika
langa sa blir triangeln symmetrisk,
likbent

Viker man triangeln utmed hojden
tacker den hogra halvan exakt den
vanstra halvan.

Figur 4.11

Hojden ar alltsa en symmetrilinje. Det
innebar att de tva vinklarna vid basen ar
lika stora och basen delas i tva lika stora
delar av hojden, symmetrilinjen ar alltsa
mittpunktsnormal till basen



Liksidig triangel Ratvinklig triangel

|

Figur 4.13

Figur 4.12

Bisektris

Figur 4.23a Figur 4.23b



Konstruktion

Mittpunktsnormal
A B
I I
I I
Figur 4.18a
C
¥
Al B
f

Figur 4.18b



Bisektriser

nskriven cirkel

Figur 4.14a / Figur 4.14b



Mittpunktsnormaler

e Omskriven cirkel

Figur 4.17a Figur 4.17b



Tyngdpunkt

e Medianer e Laboration

Figur 4.15

Figur 4.16



Ett antal bilder med elever har tagits bort har.
Las istallet Namnarenartiklarna

Geometri pd golvet
Torun Paulsson, 2010:4
http://ncm.gu.se/pdf/namnaren/2425 10 _4.pdf

Sex geometrilektioner som gjorde skillnad
Gunilla Essén & Ulla Hagglund, 2010:4
http://ncm.gu.se/pdf/namnaren/2123 10 _4.pdf



Framgangsfaktorer

« Lararen har tydliga mal for lektionen :
Manghorningar och dess egenskaper

| AN

°

Lektionen ar ett led i en valplanerad
sekvens av geometrilektioner

« Eleverna arbetar tillsammans,
pratar om begrepp och illustrerar dem

- Lararen gar runt och stodjer deras
arbete genom att stalla utmanande

fragor samt korrigerar om nagot blir
fel

- Lararen samlar klassen for en
gemensam sammanfattning

« Eleverna arbetar individuellt vilket
befaster kunskaperna

Bild L5.4



Kunskapskontroll




