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Elisabeth Rystedr har en bakgrund som mellanstadielirare och har direfter
kompletterat med en magisterexamen. Hon har dven arbetat som 7-9-lirare i
matematik och svenska och har sammanlagt drygt 20 ars erfarenhet som lirare.
Hon var en av Skolverkets utbildningsinspektorer i den nationella kvalitets-
granskningen Lusten att ldra med sirskild inriktning mot matematik. Numera
ir hon anstilld pad Nationellt centrum fér matematikutbildning, NCM, vid
Goteborgs universitet, dir hon bla ir projektledare for den nationella satsningen
pi Matematikutvecklare som genomfors pa uppdrag av Skolverket. Hon har ett
sirskilt intresse for kompetensutvecklingsfrigor samt laborativ matematikun-
dervisning kopplat till sprakutveckling.

Lena Trygg ir textil- och matematiklirare och har under 15 r undervisat i tex-
tilslojd (3k 1-9) och i matematik (ik 6—9). Under sin tid som lirare byggde hon
upp en matematiksal for elever i 4k 6-9. Nir hon sedan arbetade som lirarut-
bildare kade hennes intresse for laborativ matematikundervisning ytterligare.
Hon ir sedan 4r 2000 anstiilld pid Nationellt centrum for matematikutbild-
ning, NCM, i Géteborg dir hon bla ansvarar for NCM:s matematikverkstad,
vilket innebir minga moten med lirare och dessutom redaktorsuppgifter i
savil tryckta material som pa webben. Hon ansvarar ocksa for webbarbetet pa
Matematikutvecklare.se.
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Forord

Vi mirker ett patagligt stort engagemang och 6kande intresse for att utveckla
skolans laborativa matematikundervisning. Orsakerna kan sokas pa flera hall
men ofta ir det skolor som vill férbittra matematikundervisningen med hjilp
av laborativa material och aktiviteter for att eleverna ska fa okad lust att lira
matematik. Det dr ocksd tydligt att det i utvecklingsarbetet snabbt uppstir
fragor av sivil didaktisk som organisatorisk karaktir. I nistasteg efterfrigar lirare
och skolledare vilka erfarenheter som finns pa andra hall och hur forskning kan
stodja det fortsatta utvecklingsarbetet. Detta har gjort att det kiints angeliget
att ta fram en kunskapsoversikt som ger en bild av vilket kunnande som finns om
laborativ matematikundervisning.

Vi som skrivit kunskapsoversikten har pa olika sitt samlat pa oss erfarenheter
och kunnande om laborativ matematikundervisning genom att vi aktivt
arbetat med kompetensutveckling om matematikverkstider. Med begreppet
matematikverkstad menar vi laborativ matematikundervisning i vid bemiirkelse
— oavsett om det handlar om arbete i det egna klassrummet, i sirskilda rum eller
med hijilp av matematikmaterial samlat i skip och lador eller férvarat i mobila
vagnar.

Under aren har vi mott tusentals lirare pa kurser, konferenser, forelisningar,
inspirationsdagar, workshops, studiedagar, missor och vid studiebesok i NCM:s
matematikverkstad. Viharutvecklat webbsidormedinformationochinspiration,
deltagit pi biennaler och biennetter, anordnat kompetensutvecklingskurser
pd uppdrag av skolor, skolomraden och kommuner, utarbetat en studiecirkel
och genomfort studiecirkelledarkurser, medverkat pA SMaLs sommarkurser,
fungerat som radgivare via mail och telefon och varit ett stod for skolor som
byggt matematikverkstider pd Skolforum. Vart engagemang har ocksa medfort
samverkan med nordiska linder. I forsta hand NCM:s systerorganisationer
Nasjonalt senter for matematikkiopplaeringen, NSMO i Norge och Resurscenter
for matematik, naturvetenskap och teknik i skolan (Mattelandet) i Finland. Vid
nagra tillfillen har vi iven blivit inbjudna till att hilla kurser for nordiska lirare i
London och Bryssel samt for lirare i Mexiko. Vi har sedan en tid tillbaka borjat
folja den spinnande utvecklingen kring laborativ matematikundervisning
i Indien och vi uppfattar, enligt media, att intresset ir starkt vixande. I de
indiska kursplanerna finns laborativa aktiviteter tydligt framskrivna for
hela den grundliggande utbildningen och de ingir ocksé i den obligatoriska
examinationen.
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Tillsammans har vi ocksa skrivit boken Matematikverkstad — en handledning for
att bygga, anvinda och utveckla matematikverkstider och artiklar i Namnaren.
Tack vare NCM:s omfattande referensbibliotek har vi formanen att kontinuer-
ligt kunna hélla oss informerade om nyutkommen litteratur i imnet.

Arbetet med denna oversikt har varit givande och lirorikt. Vi har fatt moj-
lighet att pa djupet sitta oss in i studier som pa olika sitt belyser laborativ mate-
matikundervisning. Det hjilper oss vidare i vart fortsatta arbete med matema-
tikverkstider. Stundtals har vi ocksa kiint en flikt av historiens vingslag, for iven
om det handlar om elever pa 2000-talet och hur de kan uppfatta sambandet
mellan konkret och abstrakt inom matematikundervisningen, s vet vi att tan-
kar om konkret — abstrakt fanns redan hos Aristoteles pa 300-talet f Kr. Inget ir
siledes helt nytt under solen ...

Ett stort tack till doktorerna Jesper Boesen, Lars Mouwitz och Johan
Higgstrom som bistdtt oss med vetenskaplig handledning bade vid planering
av dversiktens uppliggning och under hela arbetsprocessen. De har gett oss viir-
defulla och kritiska synpunkter pa savil 6vergripande kunskapsteoretiska reso-
nemang som frigor av detaljkaraktir nir de nagelfarit vara texter. Jesper Boesen
ir dven vetenskaplig ledare for samtliga kunskapsoversikter som NCM tar fram
under 2009-2010.

Tack ocksa till Karin Wallby och Berit Bergius pA NCM som gett kloka och
konstruktiva synpunkter, liksom doktorand Jonas Andersson som gitt igenom
texteniegenskap av matematikutvecklare. Ytterligare en kollega som vi fatt oviir-
derlig hjilp av ir var bibliotekarie Marianne Dalemar som snabbt plockat fram
efterfragad litteratur frin NCM:s fantastiska bibliotek, fran digitala killor som vi
sjilva inte har haft tillgdng till eller i form av fjirrlan. Vi vill ocksa sirskilt nimna
Lars Gustafsson som envist arbetat for att vi skulle bérja anvinda EndNote —
det hade vi aldrig klarat oss utan. Avslutningsvis vill vi tacka Anders Palm och
Johan Borjesson, Skolverket samt alla de kollegor pA NCM som deltog pa ett for
oss virdefullt seminarium i ett tidigt skede. Och naturligtvis ett sirskilt tack till
var chef Bengt Johansson som med sin outsinliga entusiasm i en jimn och strid
strom forser oss med nya forslag pa aktuell forskningslitteratur.

Ansvaret for eventuella kvarvarande brister ska inte belastas vara kollegor,
utan det fir vi ta pa oss sjilva.

Denna dversikt dr framtagen av Nationellt centrum for matematikutbildning,
NCM, vid Géteborgs universitet med stod av Myndigheten for skolutveckling
(MSU:Dnr 2007:478).

Goteborg den 16 december 2009

Elisabeth Rystedt och Lena Trygg
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Inledning

Det finns idag ett stort engagemang for att arbeta laborativt i matematikun-
dervisningen och det ir litt att hitta laborativa aktiviteter i litteratur och pé
internet. Men det har i Sverige hittills inte funnits nigon sammanstillning som
tagit ett samlat grepp om den forskning som har relevans fér detta. Denna kun-
skapsoversikt har titeln Laborativ matematikundervisning — vad vet vi? och hir
omfattar vi alla som #r intresserade av vilket kunnande som finns om labora-
tiv matematikundervisning och vilka konsekvenser det kan ge i den ordinarie
undervisningen. Allra forst, i detta inledande kapitel, berérs vad elevens lirande
i matematik ska leda fram till. Direfter ges en bakgrund till dversikten, fortydli-
ganden gors, avgrinsningar beskrivs och metod redovisas. Slutligen finns en kort
genomgang av hur forskning lett fram till en férindrad syn pa sambandet mellan
lirande och utveckling.

Matematik — en abstrakt och generell vetenskap

Oversikten behandlar laborativ matematikundervisning, men det betyder inte
att lirandet ska stanna i det praktiska. Matematik ir en abstrakt och generell
vetenskap (Kiselman & Mouwitz, 2008). Matematiken har frigjort sig frin det
konkreta ursprunget, vilket ir en forutsittning for att den ska kunna vara gene-
rell, dvs tillimpbar i manga olika situationer (Nationalencyklopedin, 1996). Det
ir det som ir matematikens styrka.

Redan ett naturligt tal ir en abstraktion (Devlin, 1997). Att tvé dpplen och
tre dpplen tillsammans ir fem dpplen ir exempel pa en konkret situation, medan
2+3=5 ir en abstraktion som kan anvindas i alla situationer oavsett om det
handlar om #pplen, motorcyklar eller planeter.

Att lira sig matematik kan dirfor ses som en process, dir mélet ir att upp-
ticka och anviinda abstrakta strukturer och relationer (Devlin, 1997).
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Bakgrund

Det ir enkelt att finna exempel pa det stora intresset for laborativ matematikun-
dervisning. En internetsdokning pé "laborativ matematik” ger tiotusentals triffar
hésten 2009 och 'manipulatives + math* ger miljontals triffar. Sveriges kommu-
ner har under 2009 haft mojlighet att soka medel fran Skolverket for insatser som
dravseddaattutvecklaundervisningenimatematik (Utbildningsdepartementet,
2009). Laborativ matematik och matematikverkstider var vanligt férekom-
mande forslag pa insatser. Vid en sokning i SIRIS framgar att i de 1088 ansok-
ningar som inkom fanns stkorden "laborativ matematik” och/eller "matema-
tikverkstad” i 385 ansokningar vilket innebir 35 procent av det totala antalet
(Skolverket, 2009). Andelen projektbeskrivningar som pa nigot sitt inbegriper
laborativ matematikundervisning kan vara innu storre, eftersom vi inte gjort
nagon fordjupad sdkning pa uttryck som tex praktisk matte, utomhusmatema-
tik eller matteverkstad.

Vi méter ofta lirare som girna "vittnar” om att laborativ matematikunder-
visning bidrar till att deras elever fir ett 6kat intresse for matematik och att det i
sin tur gynnar lirandet. De menar att laborativa aktiviteter ger eleverna en mer
positiv och vidare syn pd matematiken, jimfort med nir de enbart kommeri kon-
takt med matematiken i form av siffror och bokstiver i en lirobok. Manga lirare
har beskrivit for oss hur aktiviteter kan fungera som inspirerande introduktion
och 6ka motivationen fér matematikimnet samt gora fiardighetstriningen mer
varierad. Andra har berittat att de i sin egen undervisning ser férdelar med att
elever fir ta manga sinnen i bruk. De menar att det kan befista lirandet da det
ger mojlighet att, i tanken, gi tillbaka till en minnesbild av "Hur var det nu vi
gjorde?” och "Hur var det man kunde tinka?”. En del lirare har lyft fram att ett
laborativt arbetssitt ocksd kan ge tillfillen for eleverna att, i matematikunder-
visningen, dra nytta av egna tidigare erfarenheter och dven bidra till att eleverna
kan fa okat omvirldskunnande. Ett stort antal lirare har pa olika sitt uttryckt att
begreppsutvecklingen kan stddjas nir material och aktiviteter fir fungera som
en bro mellan konkreta handlingar och abstrakta symboler. Nigra har betonat
att laborativa aktiviteter kan underlitta bide elevens lirande och lirarens analys
av elevens lirande. Samtidigt finns ocksa lirare som ifragasitter virdet av labo-
rativ matematikundervisning utifrin argument om att det ir tidsvdande, kriver
god skolekonomi och att elever tycker att det ir barnsligt.

Lirarnas "vittnesmal” vilar oftast pa deras egna erfarenheter och det ir dirfor
svart att utifrin dem avgora vilken betydelse laborativt arbetssitt generellt har
for elevers matematiklirande. Det finns dirfor behov av att sammanstilla kun-
nande som finns om laborativa liromedel och dess anvindning i matematikun-
dervisningen. Det 6vergripande syftet med denna kunskapsoversikt ir att bidra
till att forskningsresultat och forskningsrelaterade texter blir mer tillgingliga sa
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Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

att de kan ligga till grund for utveckling av skolans laborativa matematikunder-
visning. Av den anledningen gors ocksd nedslag i delar av nationella styrdoku-
ment som har relevans for laborativ matematikundervisning — iven om dessa
dokument inte explicit refererar till forskningsstudier.

Fortydliganden och avgrinsningar

Resultat fran savil nationella som internationella studier visar att skolan méiste
finna bittre former for att gdra matematikundervisningen meningsfull s att fler
elever bide far ett 6kat intresse och ett férdjupat kunnande i matematik.

Denna oversikt ir i forsta hand avsedd for lirare i grundskolan och motsva-
rande skolformer, men beror i visentliga delar dven gymnasieskolan.

[ Svenska Akademiens ordbok beskrivs ordet laboration som ett utférande av
experimentellt arbete och att det inom pedagogisk verksamhet kan ingd i under-
visningen. I ett laborativt arbetssitt ir eleven aktiv, vilket beskrivs med orden
"framtrider i handling, handlande, verkande, verksam” (Svenska Akademiens
ordbok). Vi har i detta arbete valt att definiera laborativ matematikundervisning
som en verksamhet dir elever inte enbart deltar mentalt utan ocksa arbetar
praktiskt med material i undersdkningar och aktiviteter som har ett specifikt
undervisningssyfte. Det som utmirker laborativ matematikundervisning ir att
fler sinnen tas i bruk jimfort med enbart enskilt arbete i lirobok och att det
finns en stark koppling mellan konkret och abstrakt. Med konkret menasi detta
sammanhang sidant som kan uppfattas med vira fem sinnen, det vi kan se, ta p3,
flytta paA med mera, medan abstrakt ir sidant som vi endast kan uppfatta med
véra tankar (Svenska Akademiens ordbok).

Laborativa ldromedel kan ges en omfingsrik innebord. Det kan vara fysiska
material som ir mojliga att hantera genom att tex plocka isir och sitta sam-
man, vrida och vinda, omférdela och ordna. Dessa #r ofta tillverkade i tri eller
plast men kan lika giirna vara material som tex kapsyler, firgpennor och pap-
per. Laborativa liromedel kan ocksa vara digitala som exempelvis grafriknare,
datorprogram, webbaserade applikationer och interaktiva skrivtavlor. Forskare
har redan under en tid lyft fram 'computer manipulatives’ som en sjilvklar
utveckling och viktigt tilligg till, eller ersittning for, vissa slag av praktiska, kon-
kreta, laborativa matematikmaterial (Clements, 1999; Moyer, Bolyard & Spikell,
2002). Forutom datorbaserat material framhalls dven ett laborativt arbetssiitt
genom exempelvis moderna mobiltelefoner med GPS (Jonsson, et al., 2009), dir
ett innehall kan vara matematisk problemldsning i geo-caching. Intresserade av
digitala liromedel kan lisa mer i tex Mathematics education and technology —
rethinking the terrain (Hoyles & Lagrange, 2009).
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I denna kunskapsoversikt ir fokus helt riktat mot fysiska och konkreta mate-
matikmaterial. Begrinsningen har varit nddvindig da det inom uppdraget inte
funnits tidsutrymme att lta alla former av laborativa liromedel inga. Vi hoppas
att iven en svensk kunskapsoversikt om digitala liromedel och deras roll for att
utveckla laborativa arbetssitt i matematik kommer att tas fram.

Begreppen arbetssitt och arbetsformer halls ibland 4tskilda, men vér erfaren-
het ir att nir lirare idag diskuterar arbetssitt si innefattas arbetsformer. Vi har
dirfor valt att i den fortsatta texten lita arbetssitt dven inbegripa arbetsformer.

En betydande del av de texter som ligger till grund for éversikten ir engelsk-
sprikiga och de har sitt ursprung frimst i USA, Storbritannien och Australien.
En naturlig konsekvens med tanke pa imnesomradet ir att det of ta forekommer
uttryck som placerar eleverna dldersmissigt i de olika lindernas skolsystem. Vi
har i sd stor utstrickning som mojligt anvint elevernas faktiska ilder eller mot-
svarande svenska skolbenimningar, iven om de inte alltid har en exakt éverens-
stimmelse. For den som vill ha mer precis information hinvisar vi till respektive
originaltext.

Ur lirarsynpunkt éir det vid laborativ matematikundervisning motiverat att se
hur liromedel tas upp i nationella styrdokument. Liromedel berors pa ett gene-
rellt plan i Grundskoleférordningen (SFS 1994:1194). Dir star att eleverna "skall
ha tillging till bocker, skrivmateriel, verktyg och andra hjilpmedel som behévs
for en tidsenlig utbildning. Sirskild vikt skall liggas vid att eleverna i undervis-
ningen har tillging till liromedel som ticker visentliga delar av ett imne eller
en dmnesgrupp och som ir ignade att ge fasthet och sammanhang i studierna”
(2 kap, 24 §). I bide liroplanen for det obligatoriska skolvisendet, Lpo 94, och
liroplanen for de frivilliga skolformerna, Lpf 94, framgar att rektor har ett sirskilt
ansvar for att eleverna fir tillging till liromedel av god kvalitet och annat stod for
att sjilva kunna soka och utveckla kunskaper (Skolverket, 1994a, 1994b).

Exempel pa skrivningar om konkretiserande material finns bland annat i
kursplanens bedémningsanvisningar som giller hela grundskolan. Dir fram-
gir det att en viktig aspekt av kunnandet ir elevens férmaga att "uttrycka sina
tankar muntligt och skriftligt med hjilp av det matematiska symbolspraket och
med stdd av konkret material och bilder” (Skolverket, 2009b, s 9). I Skolverkets
kommentarer till mal som elever ligst ska ha uppnatt i slutet av det tredje skol-
ret i iamnet matematik lyfts behovet av material fram vid ett flertal tillfillen
(Skolverket, 2009b). I inledningen anges att konkretiserande material och bilder
kan anvindas parallellt med matematiska symboler och begrepp for att utveckla
ett alltmer abstrakt tinkande. Vidare framhalls ocksé att eleverna ska kunna
forklara vad de olika riknesitten stir for och deras samband med varandra med
hjilp av till exempel konkret material eller bilder.
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Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

Metod

Arbetet med kunskapsoversikten inleddes, utifrdn vir mingariga erfarenhet av
idmnesomradet, med en sammanstillning av tillgingliga, relevanta texter utgi-
ende frin NCM:s nationella referensbibliotek och den digitala bibliotekskatalo-
gen LIBRIS. Direfter gjordes sokningar i databaserna MathEduc och ERIC, pa
ord som 'manipulatives’ "laboratory’, "hands-on’ och 'concrete’, alltid tillsammans
med 'mathematics), for att fi fram relevanta artiklar. (MathEduc, Mathematics
Education Database, ir virldens storsta tidskriftsdatabas inom imnet matema-
tikdidaktik. ERIC ir virldens storsta databas for utbildning och pedagogik. Den
innehaller mer in en miljon sammanfattningar av rapporter och tidskriftsartik-
lar) Denna sokning begrinsades till matematikdidaktiska forskningstidskrifter
vilka innehaller empirisk forskning och anvinder sig av en referee-process innan
de accepterar artiklar fér publicering samt ir skrivna pa engelska eller skandi-
naviska. De tidskrifter som mest noggrant gicks igenom och med sirskilt fokus
pé de senaste fem argdngarna var Educational Studies in Mathematics, For the
Learning of Mathematics, Journal for Research in Mathematic Education, Journal
of Mathematics Teacher Education, Learning and Instruction och NOMAD
(Nordisk Matematikkdidaktikk).

[ ett tidigt skede noterade vi att forskare, ansvariga fér de studier vi tog del av,
skrivit andra texter av intresse for laborativ matematikundervisning. Vi sig detta
som en tillging i det samlade kunnandet och valde dirfor att inte enbart gdra en
begrinsning till forskningsstudier utan dven referera till texter av forskningsre-
laterad natur. Detta innebir att denna &versikt baserats pa forskningsstudier och
forskningsrelaterade texter samt att kopplingar exempelvis gjorts till nationella
styrdokument och myndighetsrapporter som beror skolans verksamhet.

De dvergripande fragor som statt i fokus vid vir litteraturgenomgang ir vilka
mojligheter, risker och hinder som finns niir laborativa material och laborativt
arbetssitt anviinds i grundskolans matematikundervisning. De specifika fragor
som utkristalliserat sig under processen ir: Vad ir laborativa matematikmate-
rial? Vad ir laborativt arbetssitt i matematik? Vilken ir lirarens roll vid arbete
med laborativa material? Vilket kunnande finns om effekteri elevers lirande vid
laborativ matematikundervisning — och vilka konsekvenser fir det?

Kunskap och lirande

For att i denna oversikt fa en bakgrund fér de kommande avsnitten beskrivs
begreppen kunskap och lirande utifrin Liroplanskommitténs betinkande som
lag till grund fér Lpo 94 (SOU 1992:94).

[ beskrivningen av begreppet lirande redovisas hur forskning bidragit till en
forindrad forstaelse av individers lirande. Forstaelsen beskrivs i tre steg och vi
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ELISABETH RYSTEDT & LENA TRYGG

ser att det ir fullt mojligt att placera in laborativ matematikundervisning i samt-
liga — fast med olika syfte:

1. Lirande som inférlivande av yttre kunskaper.
Inom denna tradition anses inlirning vara detsamma som utveckling. Ju
mer eleven lir desto mer utvecklas han/hon. Hit hor olika behavioristiska
inlirningsteorier, som tex B F Skinners (1904-1990). Dessa teorier gar bra
att forena med en syn pa skolans kunskapsuppgift som innebir formedling
av relativt enkla och avgrinsade kunskaper och firdigheter. Intresset for
behaviorismen var storst under slutet av 1960-talet. Laborativ matematikun-
dervisning skulle i denna tradition tex kunna innebira att spel anvinds for
att ge elever firdighetstrining.

2. Lirande som forstielse utifran elevens utvecklingsniva.
Till denna tradition har framfor allt Jean Piaget (1896-1980) bidragit genom
sin generella utvecklingspsykologiska stadieteori. Den innebir att minnis-
kan genomgar en serie av alltmer avancerade kognitiva utvecklingsstadier.
Minniskans utveckling ses som universell och sker si gott som oberoende
av omgivningen. Intresset for Piaget var storst under slutet av 1970-talet och
hans teorier har haft stort inflytande pa tinkandet om skolan. I ett sddant
perspektiv blir skolans uppgift att skapa betingelser for elevens naturliga
utveckling och att anpassa problem till deras utvecklingsniva. Utvecklingen
sitter grinser for vilken inlirning som ir mojlig. Lirarens uppgift vid labo-
rativt arbete blir att vilja ut laborativa aktiviteter som dverensstimmer med
elevernas utvecklingsniva. Med samma imnesinnehill, tex grundliggande
talupppfattning, och samma laborativa material, t ex multibaskuber, kan
liraren erbjuda aktiviteter med olika svirighetesgrader, tex uppdelning av
talen upp t o m 18 eller forstaelse for positionssystemets uppbyggnad.

3. Lirande som ett samspel mellan individ och miljo.
Den tredje traditionen omfattar ett antagande att inlirningen kan péiverka
utvecklingen och har sina rotter frimst hos Lev Vygotskij (1896-1934). Han
utgick frin motsittningen mellan 4 ena sidan att éverfora kunskaper fran
de vuxna till barnen och 4 andra sidan att barnen sjilva maste utveckla sina
kunskaper. Denna motsittning forklarade Vygotskij med hjilp av "utveck-
lingszoner” hos den lirande — vad den lirande klarar av att géra med hjilp
av nigon mer erfaren person. Den lirande kan imitera handlingar som gir
utanfor deras egen formaga och kan genom imitation na lingre in med
enbart sin egen formdga. Vygotskij betonade ocksa den meningsfulla prakti-
ken, dir kunskap ses som ett redskap for att nd olika mal. I ett meningsfullt
sammanhang anvinds forst kunskaperna som nigot "yttre”, men évergir
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sedan till ndgot ”inre”. Den vuxna kunskapen inférlivas pa sa sitt med bar-
nens egen forstielse. Genom internalisering av spraket far barnen tillging
till de vuxnas kunskap. Inlirningen gar fore utvecklingen och skapar en
mojlig utvecklingszon. Intresset for Vygotskijs tankar borjade viixa fram
under slutet av 1980-talet. Laborativ matematikundervisning inom denna
tradition kan vara nir unga elever fir erfarenhet av ett imnesinnehall som av
skoltradition ofta brukar presenteras flera ir senare. Ett konkret exempel iir
nir liraren med hjilp av laborativt material introducerar kvadratrotter, savil
begreppsligt innehall som symbolisk notation, for elever i 10-arsaldern.

Resultat av litteraturgenomgang

Under denna rubrik redovisas de resultat vi tagit del av i litteratur utifrin de
fragor som tidigare stillts. Inledningsvis beskrivs vad laborativa matematikma-
terial ir, hur bruket av dem vuxit fram genom historien samt inneborden i ett
laborativt arbetssitt. Direfter redogors for tre forskningsoversikter om laborativ
matematikundervisning och i efterfoljande avsnitt diskuteras férutsittningar for
anvindandet av laborativa material. Ett storre avsnitt dgnas at representationer
och hur kopplingen mellan konkret och abstrakt matematik kan ta sig uttryck.
Nista avsnitt lyfter fram dokumentationens betydelse inom matematikimnet,
sedan berdrs analys och bedémning och direfter beskrivs lirarens roll vid labo-
rativ matematikundervisning. I det avslutande avsnittet presenteras studier som
i nigon mening visar pa effekter i elevers lirande vid laborativ matematikun-
dervisning och vilka konsekvenser det kan fa vid planering, genomférande och
uppfoljning.

Laborativa matematikmaterial

Vi har redan tidigare beskrivit laborativa matematikmaterial som fysiska och
konkreta, vilka dr mojliga att hantera, manipulera, ta p3, flytta, undersoka, etc.
[ engelsksprikig litteratur anvinds of ta ordet 'manipulatives’, eller former av det,
for laborativa matematikmaterial. Hir dterges nigra definitioner och for att inte
nagra nyanser ska gi forlorade har de inte dversatts.

Evelyn Sowell (1989):
Manipulative materials include both concrete and pictorial
representations. (s498)
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ERIC Digest Team (1990):
... ’manipulatives’ will be understood to refer to objects that can be touched
and moved by students to introduce or reinforce a mathematical concept.

(s2)

James Heddens (1997):
Manipulative materials are concrete models that involve mathematics
concepts, appealing to several senses, that can be touched and moved
around by the students (not demonstrations of materials by the teacher).

(1)

Patricia Moyer (2001):
Manipulative materials are objects designed to represent explicity and
concretely mathematical ideas that are abstract. They have both visual and

tactile appeal and can be manipulated by learners through hands-on expe-
riences. (s 176)

Aven om definitionerna av ‘manipulatives’ ir relativt samstimmiga, finns det
olika aspekter av laborativa matematikmaterial som bor lyftas fram. Julianna
Szendrei delar forst in dem i tva huvudgrupper (Szendrei, 1996):

— wvardagliga foremdl vilka finns som verktyg eller foremal i vardagen, arbetsli-
vet och naturen

— pedagogiska material som ir speciellt tillverkade, kommersiellt eller av lirare
och elever, fér matematikundervisningen.

Sedan ligger hon #ven till spel, vilka blev allt vanligare i matematikundervis-
ningen under 1900-talet.

Szendrei skriver ocksa att det bland minga matematikdidaktiker finns en tro
pa att arbete med laborativa material ir en avgérande punkt for lirande i matema-
tik, oavsett elevens dlder, men att de framhaller materialgrupperna pa skilda sitt:

Vardagliga foremdl. Vissa didaktiker foresprakar praktiskt arbete med var-
dagliga foremal — som vid tridgirdsskotsel, matlagning, snickeri etc — vilka kan
ge bade praktiskt och vetenskapligt kunnande. De anser att dessa foremal har en
nira koppling till omvirlden och eftersom de ofta har utvecklats av minsklighe-
ten under ling tid, tar det mindre tid att lira sig att anvinda dem p3 ett korrekt
sitt — och eleverna ska inda lira sig att hantera dem. Felaktig anvindning mini-
meras eftersom dven forildrar och andra kinner till materialet eller verktyget.
Szendrei ger ocksd exempel som visar att naturmaterial som bonor, ekollon, kas-
tanjer och snickskal anvindes som stod for rikning och som ostandardiserade
mattenheter i undervisningen redan i borjan av 1900-talet (Szendrei, 1996).

Nationellt centrum fér matematikutbildning



Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

Pedagogiska material. Andra forskare forsoker finna en perfekt dverensstim-
melse mellan strukturen pd den matematiska kunskapen och materialet genom
att undvika det "stérande brus” som finns i vardagliga féremal och som kan dist-
rahera eleverna, de forsoker alltsd "renodla” begreppen genom det pedagogiska
materialet. Dessa material kan vara designade for att illustrera specifika mate-
matiska principer dir vardagliga foremal inte ir fullt tillrickliga. I praktiken
anvinds ofta vardagliga foremal bade fore och efter ett pedagogiskt material for
att undan for undan ge mer "brus”. Ett pedagogiskt material visar tillverkarens
uppfattning av en matematisk idé och det ir inte alls sikert att den ir transpa-
rent och uppfattas av lirare och elever pi samma sitt. Pedagogiska material har
ocksa tagits fram for att ge liraren en mojlighet att uppticka elevers missupp-
fattningar (Szendrei, 1996).

I Sverige har Wiggo Kilborn framhéllit betydelsen av strukturlikhet mellan
den matematiska idén och den laborativa aktiviteten (Kilborn, 1981). Vid tex
multiplikation av typen 6-87 kan pengar inledningsvis anvindas, en enkrona =
ett ental, en tiokrona = ett tiotal etc. Han konstaterar att nir talen blir allt hogre
nas en grins nir det blir opraktiskt att anvinda materialet och istillet maste
eleven kunna ga over till att gora berikningar i huvudet och/ eller med papper
och penna.

David Uttal och hans kollegor anser att det slutgiltiga malet med att anvinda
laborativa material ir att hjilpa eleverna att fa forstaelse for abstrakta begrepp
och de skrivna symboler som anvinds for att representera dem (Uttal, Scudder
& DeLoache, 1997). I sin studie visar de att eleverna maste fi mojlighet att upp-
fatta laborativa material som symboler och att det di kan vara en nackdel om
eleverna i forsta hand fir anvinda ting som de ir vana vid i sin vardagsmiljo.
Eleverna kan bli sd emotionellt engagerade i exempelvis en tilltalande leksak att
det hindrar dem att uppfatta den matematiska tanken i aktiviteten. Det kan vara
si, menar de, att det bista laborativa materialet dr objekt som enbart anvinds i
matematikundervisningen.

Spel. I fragan om spel gir ocksi matematikdidaktikernas asikter isir. Enligt
Szendrei anser en del att spel ger eleverna en negativ bild av imnet matema-
tik, andra lyfter fram spel och tycker att de kan tillféra mycket. Nagra positiva
aspekter som fors fram ir att spel kan medfora att elever maste precisera sitt
sprik och att spelen kan bidra till att firdighetstrining inte bara uppfattas som

en trakig process — men det forutsitter att spelen anvinds pa ett genomtinkt
sitt (Szendrei, 1996).
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Flersiffriga tal och material — ett exempel

Hir ges en bild av hur ett laborativt material kan fungera i matematikundervis-
ningen (Fuson, 1990). Exemplet ir fran en artikel som handlar om hur elever
ska fa forstielse for hur flersiffriga tal ir uppbyggda utifran positionssystemet.
[ artikeln diskuteras amerikanska elevers svirigheter med att addera och subtra-
hera flersiffriga tal ur ett sprakligt och kulturellt perspektiv. Ett av problemen
som lyfts fram ir att talen 11-19 inte ir sprikmiissigt logiska i engelska spraket
(och inte heller i det svenska) till skillnad fran i asiatiska sprak, baserade pa kine-
siska, dir exempelvis tolv heter "tio tva”. Detta anges som en trolig orsak till att
amerikanska (och svenska) barn linge foredrar upp- och nedriknande strategier
istillet for att anvinda tio som en enhet. I artikeln ges en ingende bakgrund till
problemet och olika alternativ pd 1sningar diskuteras. Ett forslag dr att nir elev-
erna ir tillrickligt fortrogna med de tio forsta talen och deras delar, bér under-
visningen direkt fortsitta med fyrsiffriga tal. Detta for att eleverna snabbare ska
bérja ta hjilp av begreppen ental, tiotal, hundratal och tusental.

Karen Fuson beskriver hur utgdngspunkt kan tas i spraket och tillsammans
med laborativt material dvergir sedan undervisningen till allt mer abstrakt
matematik och ett matematiskt korrekt skrivsitt. I det hir exemplet anviinds
multibaskuber, ocksa kallade Dienes kuber, vilka ingdr i kategorin pedagogiska

Multibaskuber som representerar talet 1437.
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material. Stora tal uttrycks genom att allt stérre enheter (tiotal, hundratal, etc)
sitts samman av siffrorna 0-9 i positionssystemet. For att elever ska fa forstaelse
for varfor tal uttrycks pa detta siitt, behover de fa perceptuellt stod for att skapa
begreppsstrukturer som speglar tiotalssystemets uppbyggnad.

[ artikeln betonas att lirarens uppgift dr att stodja eleverna sa att de far forsta-
else for ssmbandet mellan det laborativa materialet och de olika tal det represen-
terar. Elevernas tankesitt behéver uppmirksammas, en elev kan tex sitta den
korrekta verbala etiketten "tiotal” pé tiostaven, men inda inte uppfatta att ett
tiotal bestdr av tio ental. Ett siitt att mota detta dr att lita eleven anvinda andra
material en tid och tillverka sina egna tiostavar av tex byggbara kuber.

Tiostavar i syfte att visa att ett tiotal bestdr av tio ental.

Fuson visar i tabellform, se niista sida, den begreppsliga strukturen for flersiffriga
tal och hur den kan utformas. Vi har éversatt och férenklat tabellen som en illus-
tration till vir text for att visa pa sambandet mellan ett laborativt material och
den formella matematikens uttrycksformer. Kopplingen till den kinesiska ord-
strukturen samt tiotusenkolumnen har inte tagits med och lisare som vill veta
mer om detta hiinvisas till originaltexten. I exemplet blir det mgjligt att utifran
det laborativa materialet komma s langt att eleven fr en visuell representation
av det abstrakta begreppet 10°=1.
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13



ELISABETH RYSTEDT & LENA TRYGG

Namn pa begreppsliga Hur den begreppsliga strukturen kan utformas
strukturer for flersiffriga tal

Plats

Forsta platsen langst till hoger, flarde tredje andra forsta

sedan andra osv &t vanster

Platsvarde tusen hundra tio en(tal)
Ental pa forsta platsen sedan
okande platsvarde med en
tiomultipel for andra platsens
siffror osv

Laborativt material som gestaltar
platsvarden som byggstenar, en
liten enhetskub motsvarar talet 1 o

Véxlingar tio hundratal tio tiotal tio ental ett ental
Tio enheter pa en plats kan vaxlas
till en enhet pa platsen narmast till
vanster, och vice versa, beroende pa en tio e tio en tio

n
dkningen med en mutlipel av tio for \/ \/ \/
varje plats

Kumulativa vaxlingar
Vaxlingar kan ske i flera led med en

. . tre byt tva byt tt byt inget byt
multipel av tio i varje led, ©kande &t re byten vabyten ettbyte Inget byte
vanster, minskande &t hdger
Multiplar tre multiplar | tva multiplar en multipel ingen multi-
Vaxlingar kan ske i flera led med en av tio av tio av tio pel av tio
multipel av tio i varje led, 6kande at (t-t-1) (t-v (0
vanster, minskande &t hoger
Facksprak tio upphojt tio upphojt tio upphojt | tio upphojt till
Tiopotenser som sprakliga uttryck till tre till tva till ett noll

(tredje poten- | (andra poten- | (forsta poten-
sen av tio) sen av tio) sen av tio)
Symbolsprak 108 102 100 100

Tiopotenser i symbolform

Exemplet visar kortfattat att samma laborativa material kan komma till nytta
upprepade ginger under en elevs skolging for att ge allt djupare forstielse for
tals uppbyggnad. Inledningsvis handlar det om att benimna talen korrekt och
fa forstaelse for positionssystemet, flera ir senare kan undersokningar av Dienes
kuber leda till insikt i hur tal skrivs och férstas i grundpotensform.

Vi vill i detta sammanhang papeka att det ocksa finns material som ir 1/10,
1/100 och 1/1000 av kubikcentimetern. Det gor att tabellens idé kan utvidgas
och iven konkretisera decimaltal, ner till tusendelar di kubikcentimeterns
virde bestims till 1.
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Historisk tillbakablick

Redan den grekiske filosofen Aristoteles som levde pa 300-talet f Kr betraktade
matematiken som abstraktioner av tingens konkreta egenskaper. Han ansig att
kunskap utvinns genom att forst studera minga konkreta exempel for att upp-
ticka vad som ir utmirkande for dem. I niista skede kan detta abstraheras och
uttryckas generellt som tex vad som ir utmirkande for diggdjur (Helenius &
Mouwitz, 2009; Nationalencyklopedin, 1996).

Fortsittningsvis ges en mycket oversiktlig historisk tillbakablick, vars syfte
i forsta hand #r att visa att bruket av konkreta material i tillimpad matematik
och matematikundervisning inte ir nigon ny foreteelse.

Fram till 1800-talet

Material har linge anvints for att hilla reda pé antal (tex pirlor), som symboler
for antal (tex inbrinda markeringar pa tri) samt som hjilpmedel vid berikningar
(tex knutar pa snoren) (Szendrei, 1996). Ett ofta nimnt exempel ir ett 30000
dr gammalt vargben med inbrinda markeringar (Thompson, 1991). Vid utgriv-
ningar i Mellandstern frin perioden 8000 -3 000 f Kr har man hittat talpjiser i
leraiflera storlekar och i varierande form. De har fungerat som riknehjilpmedel
for planering eller registrering av ekonomiska transaktioner i en begynnande
hogkultur (Nationalencyklopedin, 1996).

Senare exempel pa konkreta material i syfte att underlitta aritmetiska berik-
ningar ir en grekisk abakus i marmor fran 400 fKr, riknebord och riknepen-
ningar frin medeltiden samt kulramar i olika modeller (Nationalencyklopedin,
1996). I de tidiga kulturerna ir det ocksa méijligt att finna beligg for att mate-
rial har anviints for att visa matematiska begrepp, se tex Jiuzhang suanshu, The
Nine Chapters on the Mathematical Art, som ir en kinesisk matematikbok fran
Han-dynastin, ar 206 {Kr-220 eKr (Wang, 2007). I artikeln illustreras hur
tvidimensionella geometriska figurer redan di anviindes for att konkretisera
Pythagoras sats och tredimensionella kroppar for att konkretisera aritmetiska
serier. Tyvirr anges inte i artikeln vad de laborativa hjilpmedlen var tillverkade
av. Inom matematikundervisningen har konkreta material dock inte alltid varit
helt accepterade, hivdar Szendrei. De forsta konkreta materialen dvergavs suc-
cessivt nir de skriftliga mekaniska riknemetoderna gjordessitt intig eftersom de
inte lingre sigs som nédvindiga for att fi fram resultaten pa berikningarna. Att
eleven skulle forstd algoritmen uppfattades inte som betydelsefullt (Szendrei,
1996).

Johan Amos Comenius (1592-1670) och Johann Heinrich Pestalozzi (1746
1827) var de forsta som strivade efter, enligt Szendrei, att terinféra konkret
material i undervisningen. Comenius huvudtes var att anviinda olika sinnen och
inte enbart ord. Innehallet skulle komma fore formen. Han ansdg att allt vetande
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harsitt upphov i sinnlig dskddning, som sedan gir genom férestillningsformagan
over iminnet. Comenius skrev redan 1632 isin bok Didactica Magna (Comenius,
1989) en gyllene regel for lirare: allt skall sa mycket som mojligt visas fram infor
sinnena. Pestalozzi kan ses som upphovsman till idén om att systematiskt utgd
fran sinnlig erfarenhet i undervisningen. Han menade i likhet med Comenius
att observation och att anvinda sinnena ir forsta steget i alla lirandeprocesser
(Szendrei, 1996).

Fran 1800-talet och framat

Intressant att notera ir att Sveriges dldsta metodiska handbok fér seminarieut-
bildningensom gavsut 1843 ville bana viig for Pestalozzis grundregel rorande ndd-
vindigheten av dskiddning (Nordstrom, 2009). Efter Comenius och Pestalozzis
har minga andra matematikdidaktiker sedan utvecklat nya laborativa material
for matematikundervisning.

Friedrich Frobel (1782-1852) studerade under Pestalozzi och konstruerade
ett material, Frobels lekgavor, som var sirskilt riktat till smi barn (Kidwell,
Ackerberg-Hastings & Roberts, 2008).

Maria Montessoris (1870-1952) syfte med sitt omfattande matematikmate-
rial Didactic apparatus, framtaget genom omfattande forskning, var att uppna
sensorisk, motorisk och intellektuell utveckling genom fria &vningar utifrdn
barnets eget intresse. Barnet ska sjilv vilja material och nir det ska anvindas
(Szendrei, 1996).

I slutet av 1800-talet och borjan av 1900-talet fordes en debatt i Sverige kring
behovet av dskadlighet inom undervisningen. I en artikel i Svensk lirartidning
fran 1897 rapporteras frin ett sammantride vid Stockholms folkskollirarforen-
ing. En medlem hade dir forevisat dskddningsmaterial for undervisning i geome-
tri och motts med “starka bifallsyttringar” (B Johansson & Wistedt, 1992). Anna
Kruse (1861-1931), lirarinna och senare forestindarinna for Brummerska skolan
i Stockholm, var en som tidigt uppmirksammade hur material och stoff ska leda
elever till matematiska upptickter. Hon skriver i sin bok Askddningsmatematik:
"Barnen skola aldrig fa nigon regel fér hur de skola gra. De skola ej ha nigra for-
klaringar, allt ska vara s klart och dskadligt, att det fér dem blir en erfarenhets-
kunskap, som dirfor ej behover forklaras” (Kruse, 1910, s 11). 11919 4rs undervis-
ningsplan ir texten tydlig nir det giller behovet av dskidlighet i undervisningen
(B Johansson & Wistedt, 1992).

George Cuisenaire (1891-1976) var en belgisk folkskollirare. Han konstru-
erade ett material med tio olika linga stavar d han hade observerat att manga
elever hade svart att skilja pa tals storlek. S& smaningom spred den engelske
psykologen och matematikprofessorn Caleb Gattegno information om cuisen-
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airestavarna och hur de kan komma till nytta i matematikundervisningen
(Gattegno, 1979).

I Sverige forknippas ofta Gudrun Malmer med cuisenairestavarna. Hon
beskriver i flera av sina bocker, och dven i ett datorprogram, hur stavarna kan
anvindas. Hon betonar sprikets betydelse och har utvecklat metoder for hur
laborativa material kan stédja lirandet. Ett exempel ir Réikneviskan. I den ingar
ett laborativt material, talblock, framtaget pa 1960-talet. Materialet utgavs pa
nytt 2005 (Malmer & Rudgyvist, 2005) och finns dven i moderna versioner hos
andra liromedelsforetag.

Zoltan Dienes (1916-) har bedrivit ett omfattande arbete bland annat for att
oka elevers forstielse for matematik baserat pa laborativa material. Hans huvud-
sakliga budskap bottnar i elevens aktiva deltagande och till det behévs en stor
mingd laborativa material (Post, 1981). Férutom att han har skrivit ett flertal
bocker, dir Building up Mathematics kanske ir den mest kiinda (Dienes, 1960),
var det han som konstruerade multibaskuberna, de forsta algebraiska materia-
len samt de logiska blocken. Dessa material och tillhérande instruktioner ligger
till stor del till grund f6r nutidens anvindning av laborativa material i matema-
tikundervisningen. Sedan mitten av forra seklet har Dienes forsokt att under-
litta skolpraktiken genom filtarbete i en lang rad linder och han har inspirerat
manga matematikdidaktiker. Dienes sammanforde exempelvis grupparbeten
med laborativa material lingt innan ord som konstruktivism och jimlikhet blev
moderna (Sriraman & Lesh, 2007).

Redan for ungefir hundra 4r sedan, 1909, skrev Charles Laisant, redaktor
vid tidskriften LEnseignement Mathématique, ett rad till forildrar som ville att
deras barn skulle f4 en god matematikutbildning: "Examine the laboratory of the
school: the weigths, the measures and surveying instruments. If you do not find
such tools, run away and do not return” (Szendrei, 1996, s 418).

Frits Wigforss, inflytelserik svensk matematikdidaktiker under 30-, 40- och
50-talet, foresprikade tex askidlig geometriundervisning, inte minst for att fa
forstaelse for geometriska samband som kan uttryckas i en formel (B Johansson
& Wistedt, 1992): "Ett inpluggande av definitioner och abstrakta lirosatser ir
— om ingen klar dskddning ligger bakom — virdelost” (Wigforss, 1957, s 148).
Wigforss betraktade konkret dskddningsmaterial som ett medel {6r att utveckla
det abstrakta tinkande och varnade av den anledningen for allt for laingt drivna
krav pd konkretion (B Johansson & Wistedt, 1991): "Den yttre dskddningen ir
emellertid ett medel att komma fram till den inre, till en dskidning i fantasien,
till det dskadliga tinkandet. Och kravet pa askadlighet kan leda till dverdriftiatt
visa barnen allt méjligt, som de redan har en klar uppfattning av, medan man for-
summar att uppdva deras formaga av dskidligt tinkande” (Wigforss, 1957, s 8).
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Sedan 1940-talet har den amerikanska matematiklirarorganisationen National
Council of Teachers of Mathematics, NCTM, uppmuntrat till anvindning av
laborativa material pa alla stadier. 1986 ignades ett helt nummer av deras tid-
skrift The Arithmetic Teacher at laborativa material och frigor av praktisk art
som varfor, nir, vad, hur och med vilka det skulle anvindas (ERIC Development
Team, 1990).

Under 1960-talet paborjades en period di laborativa material och bilder i
matematikundervisningen betonades. Fortsatt in pa 70-talet jimforde forskare
resultaten nir laborativa material och bilder, alternativt inget sidant material,
ingick i undervisningen. Resultaten var blandade (Sowell, 1989).

Laborativ matematikundervisning har skrivits fram i sdvil statliga kursplaner
(Japanese Ministry of Education, 1998) som i kommersiella undervisningsplaner
(Ball, 1992). De kommersiella undervisningsplanerna har ofta tillhérande liro-
medel och i exempelvis olika delstater i USA erbjuds ibland laborativa material
till forsilining med direkt anknytning till undervisningsplanens innehall. I lin-
der med statliga kursplaner far lirare liknande erbjudanden om materiallador
fran kommuner eller foretag. Den nya svenska kursplanen i matematik for ak 3 ir
ett exempel dir konkret material uppmirksammas (Skolverket, 2009b).
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Laborativt arbetssdtt i matematik

Eleven maste fA mota en variation av arbetssitt inom matematikundervisningen,
vilket uttrycks pa foljande sitt av Astrid Pettersson (2003) i Baskunnande i
matematik:

En effektiv lirandemiljé utmdrks av att det dr god balans mellan olika arbets-
sdtt, mellan elevens eget utforskande och kunskapssokande och en god och
systematisk undervisning och handledning. (s 60)

Det utforskande arbetssiittet kan hirledas till den induktiva metoden — att
eleverna skaffar sig egna specifika erfarenheter som sedan ligger till grund for
insikter i allmingiltiga och generella samband (Christou & Papageorgiou, 2007;
Taflin, 2007). Ett exempel kan vara att elever med hjilp av laborativa material
undersoker forhillandet mellan area och omkrets. I den gemensamma diskus-
sionen tillsammans med liraren kommer de fram till att en given omkrets kan
ha olika area och vice versa.

Den systematiska undervisningen utgar frin den deduktiva metoden — att
undervisningen utgar fran det allmingiltiga och generella och sedan leder dver
till det enskilda och specifika (Christou & Papageorgiou, 2007; Taflin, 2007). Den
deduktiva metoden borjar frin andra hallet: liraren eller liroboken kan beskriva
och demonstrera hur arean av trianglar kan beriknas. Eleverna far sedan gora
areaberikningar av trianglar med varierande former och i olika storlekar.

Induktiv metod  specifikt © generellt  ett undersokande arbetssiitt
Deduktiv metod generellt © specifikt  ett demonstrerande arbetssitt

Undersdkande respektive demonstrerande arbetssitt stir inte i motsats till var-
andra utan ska istillet uppfattas som komplementira och kombineras med var-
andra (Star & Rittle-Johnson, 2008). Detta tas ocksid mycket tydligt upp i ett
vigledningsmaterial till den danska gymnasiekursplanen i matematik. Dir beto-
nas vixelverkan mellan experimentellt och deduktivt arbetssitt da elever ska
tilligna sig matematiska begrepp (Undervisningsministeriet, 2008). I en studie
uppmiirksammas vikten av att dven nir eleverna arbetar undersdkande behéver
de fa savil individuellt som kollektivt stéd av liraren. Eleverna behover bade till-
ricklig frihet for att bli kognitivt aktiva i processen och tillricklig handledning
for att deras tinkande ska resultera i anvindbar kunskap (Hugener m f1, 2009).
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Laborativt arbetssatt — konkretiserande undervisning

En annan infallsvinkel ir att se pa skillnader mellan laborativt arbetssitt och
konkretiserande undervisning. Detta kan exempelvis goras utifrain boken How
children fail (Holt, 1982):

Ett laborativt arbetssiitt innebir att undervisningen tar avstamp frin den
informella nivé dir eleverna befinner sig. Alla elever deltar men kan arbeta med
olika innehall beroende pa vilken forstaelse de har for aktuellt begrepp. Fran
den informella nivin med laborativt arbete fortsitter sedan arbetet i den takt
som passar eleven till den formella och symboliska nivan.

En konkretiserande undervisning innebir en omvind arbetsging. Alla elever
far direkt starta i den formella och abstrakta matematiken. For den grupp av
elever som inte klarar detta fir liraren arrangera ett konkretiserande innehall,
vilket i praktiken ofta innebir att dessa elever fir anviinda laborativa material
medan 6vriga elever fortsitter arbeta symboliskt.

Oversikter

Vi har tagit del av ett antal kunskapsiversikter som fokuserar forskning om
laborativa material och aktiviteter inom matematikundervisningen. Vi har valt
att titta nirmare pa tva ildre metaanalyser och en nyare forskningsdversikt som
tillsammans spinner dver de senaste 80 dren.

Aldre metaanalyser

I en metaanalys gors en studie av vetenskapliga publikationer med syfte att
dra slutsatser om de samlade vetenskapliga resultaten, dvs en studie av studier
(Nationalencyklopedin, 1996). Den ena metaanalysen som vi granskade ir
genomford av Marilyn Suydam och Jon Higgins 1977 och den andra av Ewelyn
Sowell 1989. Anledningen till att dessa dversikter valts ut ir att de ofta refereras
i forskningslitteratur om laborativ matematik och det ir dirfor angeliget att de
aterfinns dven i detta arbete. Virt att notera ir ocksa att det finns forskare som
dterkommande refereras oavsett vilket artionde som kunskapsoversikten har
publicerats — Piaget, Dienes, Bruner samt, nir det giller de senare 6versikterna,
Vygotskij.

[ Activity-based learning in elementary school mathematics: Recommendations
from research gor Suydam och Higgins en genomgéing av studier genomforda
mellan 1933 och 1976 och for sedan en diskussion utifrin de resultat de fann
(Suydam & Higgins, 1977).
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Den forskning de sammanfattar ror elever i ungefir motsvarande grundskolan
och behandlar aktiviteter dir laborativa material ingir. De konstaterar att tva
antaganden utgdr basen for manga studiers uppliggning:

— lirandet pagdr i en process frain konkret till abstrakt

— det laborativa materialet ir inte nddvindigt for alla steg i processen, utan
nir elever har utvecklat sin forstaelse for symboler dr det dessa som fortsiitt-
ningsvis anvinds.

De resultat som sammanfattas beror elever pa alla kunskapsnivaer, elever med
skilda formagor och frin olika socioekonomiska bakgrunder. Matematikinne-
hillet varierar: de fyra riknesitten, brik, geometri och problemldsning nimns
explicit. I en del av metaanalysen har Suydam och Higgins tittat nirmare pa stu-
dier som har jimfort undervisning med och utan laborativa material och de fann
tre resultatgrupper:

— det finns inte nagon signifikant skillnad i resultat da elever anvinder respek-
tive inte anvinder laborativa matematikmaterial

— detir fordel att anvinda material
— detir till nackdel att anvinda material.

Vi kan notera att imnesomradet geometri forekom i alla tre grupper.

Suydam och Higgins diskuterar att som i si manga andra forskningsstudier
ir lirarens inflytande svart att kontrollera, identifiera och isolera. De menar att
hur effektivt lirandet ir beror mer pa liraren dn pa det laborativa materialet. En
engagerad och vilutbildad lirare som kinner bide elever och styrdokument kan
ha en mycket positiv effekt pa elevens lirande.

Forfattarna beskriver ocksa de svarigheter som finns vid sasmmanstillning av
forskningsresultat i en metaanalys och anvinder ett tidningsfoto som metafor:
tittar man mycket nira pa ett sidant foto syns alla punkter som det ir uppbyggt
av, men pa lite hall syns istillet vad fotot vill visa. P4 motsvarande sitt for de ett
resonemang kring forskningen om laborativt arbetssitt och laborativa material.
Aven nir enskilda undersokningar ifragasitts, blir det inda en relativt samlad
och entydig bild som framtrider. Ungefir hilften av undersdokningarna visar att
laborativt arbete ir positivt och ca 10 procent visar att det ir negativt, dvriga for-
hiller sig neutrala. Med positivt menar de att nir laborativa material inkluderas
i undervisningen ir sannolikheten for att eleverna ska ni ett hogre kunnande
i matematik storre in vid undervisning utan laborativa material. Forfattarna
anser att om det vore dvervigande negativt att arbeta laborativt borde en betyd-
ligt storre andel undersdkningar vara entydigt negativa. Suydam och Higgins
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sammanfattar: "use of manipulative materials and pictorial representations
resulted in higher achievment than use of symbols alone” (Suydam & Higgins,
1977,558).

Generellt sett dr laborativa material accepterade som en betydelsefull del
inom matematikundervisningen bland bide forskare och lirare, men Suydam
och Higgins noterar samtidigt att det ir lingt ifran alltid som tron pa material
omsitts till handling:

Nevertheless, teachers should test research findings in their own classrooms.
Research can only indicate what in general is effective or appears to be "truth’”.
(s13)

[ Effects of manipulative materials in mathematics instruction sammanfattar
Sowell resultat frain 60 studier gjorda under aren 1954-1984 (Sowell, 1989).
Studierna omfattade elever frin motsvarande forskola till grundutbildning pa
hogskolan, med tyngdpunkt péa de tidiga skoliren. Amnesinnehallet varierade
och populationer frin bdde stad och landsbygd ingick. Studierna omfattade
undervisningstid fran 1till 72 veckor, med en median pa 6 veckor. I diskussionen
lyfts det fram att bist blir resultatet om laborativa material anvinds under en
lingre tid, hir definierad till 6ver ett ar, och tillsammans med symbolisk repre-
sentation. Elevernas attityd till laborativa material blev mer positiv niir de fick
undervisning av kunniga lirare. Metaanalysen visade att arbete med laborativa
material kan vara effektivt, men att fi material anviinds. Analysen kunde inte
ge svar pa nir laborativa material gor mest nytta, inte heller vilka som ir mest
limpliga i olika sammanhang.

Nyare forskningsoversikt

I februari 2009 webbpublicerade Dianne Goldsby en forskningsdversikt med
titeln Manipulatives in middle grades mathematics (Goldsby, 2009). Med hiin-
visningar till manga av de rapporter som redovisas i de ildre dversikterna ovan
sammanfattar Goldsby den forskning som finns om laborativa material for yngre
elever samt kompletterar med senare forskning for bade yngre och lite ildre
elever:

— elever som anviinder laborativa material kan prestera bittre, enligt de i stu-
dierna ingiende kriterierna, jimfort med dem som inte gor det

— hur ldrare utnyttjar ett material och vilka resultat eleverna nir beror pa
lirarens erfarenhet och kunnande

— relationen mellan materialet och det matematiska begreppet ir inte alltid
uppenbart for eleven
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— hur ling tid det laborativa materialet ir en del i undervisningen paverkar
resultatet och for de ildre eleverna paverkas resultatet om de sjilva far ta
ansvar for nir och hur material anvinds

— hur elever forstar ett material beror pa den undervisning de far och olimp-
liga samband mellan material och begrepp kan leda till och forstirka
missuppfattningar

— material kan inte pa egen hand forviintas forbittra undervisningen.

Nagra forskningsresultat om laborativa material pa mellanstadiet redovisas kort-
fattat, men avslutningsvis konstateras inda att bristen pa forskningsresultat for
denna aldersgrupp ir stor. Hir limnas 6versikterna och fortsittningsvis ir det
specifika studier som tas upp.

Matematik mdste tillforas och / eller lyftas fram

[ litteraturen betonas ofta att fysiskt material i sig inte ger matematiska insikter,
det bidrar inte med automatik till forstaelse i matematik. Matematik ir ett virde
som liraren méste tillféra materialet (Ball, 1992; Clements, 1999; Fennema, 1973;
Meira, 1998; Moyer, 2001; Szendrei, 1996). Samma instillning har Madeleine
Lowing och Wiggo Kilborn och de poingterar ocksé felaktigheteni att benimna
ett laborativt material som konkret material:

En av de viktigaste poingerna med konkretisering har man tappat bort redan
ndr man kallar ett laborativt material for ett "konkret material”. Materialet i
sig dr dott och dger inte ndgon konkretiserande egenskap. Genom att anvinda
materialet pd ett sadant sdtt att det underlittar den sprikliga forstdelsen av en
operation eller tankeform, sd har man déremot anvint materialet i konkretise-
rande syfte. Men det dir dndd inte materialet som dr konkret. Om man lyckas
konkretisera ndgot eller inte dr alltsd helt beroende av hur materialet anvinds.
(Lowing & Kilborn, 2002, s204)

Laborativa material ska dels hijilpa elever att forstd matematikens abstrakta
natur och dels att bli mer effektiva problemldsare (Fennema, 1973). Deborah
Ball framhaller att iven om kinestetiska (att gora med kroppen) upplevelser kan
bidra till 6kad varseblivning och tinkande, "vandrar inte forstielsen genom fing-
ertopparna och upp genom armen” (Ball, 1992, s 47). Patricia Moyer menar att
nyttan av de laborativa materialen avgors av hur liraren och eleverna utnyttjar
dem i indamalsenliga och meningsfulla sammanhang. Det ir genom att material
betraktas som redskap i lirandet och genom att eleverna aktivt reflekterar éver
sitt agerande med dem som matematisk forstielse kan skapas (Moyer, 2001).
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Att infora laborativa material innebir alltsd inte snabba l6sningar som forbittrar
elevers lirande i matematik, men de kan spela en viktig roll — bide som posi-
tiv stimulans for att inspirera till forindring och som betydelsefulla verktyg for
undervisningen i matematik (Ball, 1992).

Ovanstiende forskares syn pa laborativa material i matematikundervisningen
kan sammanfattas med Szendreis ord i var dversittning: "Undervisningsmaterial
ir inga mirakeldroger, deras fortjinst kriver planering och foérutseende”
(Szendrei, 1996, s 411).

I en studie av Paul Cobb blir det ocksa tydligt att materialetisig inte innehéller
det matematiska begreppet utan att detta ir ett virde som maste tillféras (Cobb,
1995). Under en tioveckorsperiod anvinde fyra elever den s kallade hund-
rarutan som stod for forstielse av tiotalsbegreppet. Studien uppmirksammade
speciellt om eleverna med hjilp av materialet insig att ett tvasiffrigt tal kunde
delas upp i tiotal och ental. Eleverna hade tidigare bekantat sig med hundraru-
tan men inte fitt nagon specifik undervisning av liraren om hur den var upp-
byggd och hur den kunde stédja huvudrikningsstrategier. En elev uppfattade
tex inte att hundrarutans struktur utgar fran tiotalet, vilket ir centralt i detta
fall. Eleverna skulle i smagrupper sjilva komma underfund med kopplingen
mellan hundrarutans struktur och den matematiska idén. Resultaten visade att
materialet inte bidrog till 6kad och mer sofistikerad forstaelse av tiotalsbegrep-
pet. Det framgar dock i studien att hundrarutan kunde stodja elevernas férméga
att reflektera 6ver sin matematiska aktivitet under andra forutsittningar. Sa
skedde dels nir eleverna vil forstatt hundrarutans uppbyggnad och hur ett tal
kan delas upp i tiotal och ental, dels nir de arbetat med manga olika uppgifter
med hjilp av samma material.

Representationer

Ett storre fokus pa matematiska representationer har sakta vixt fram under det
senaste artiondet, skriver Stephen Monk i boken A research companion to prin-
ciples and standards for school mathematics som getts ut av NCTM och som
sammanstiller forskning om den nuvarande matematikundervisningen (Monk,
2003). Vi har dirfor valt att gd in nirmare pd representationer utifrdn de tre
didaktiska grundfrigorna, vilka i detta sammanhang innebir: Vad ir represen-
tationer? Varfor ska elever arbeta med representationer? Hur kan arbete med
representationer ske?

I Sverige forekommer ibland de bada begreppen "uttrycksformer och repre-
sentationer” tillsammans (Skolverket, 1997) medan enbart "uttrycksformer” finns
iandra texter (Skolverket,2009a,2009b). Vi anvinder frimst ordet representatio-
ner eftersom det forekommer mest frekvent i dvrig litteratur vi tagit del av.
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[ Kommentar till grundskolans kursplan och betygskriterier i matematik beskrivs
hur "lirandet kan gi via vardagssprik och varsamt inférande av matematisk
terminologi, s3 att tex formler forst uttrycks i ord och bild, att bokstiver, kon-
stanter, parametrar och variabler ges mening som kan forstas och anvindas”
(Skolverket, 1997, s 15). Det papekas ocksa att det ir limpligt att dven utga fran
matematiska symboler som sedan uttrycks i form av handling, bilder och sprik.
Eleverna behover inse virdet av att kunna dversitta inom och mellan olika repre-
sentationer som tex konkreta modeller, vardagssprak, schematiska bilder, dia-
gram, skriftsprak, matematiktermer, matematisk notation och symboler. Detta
illustreras av en schematisk bild &ver representationer och deras kopplingar till

varandra;

A

laborativa
modeller
A ‘\\\‘

omvarlds- <

skrivna
> symboler

/
N\

situationer

\/

talade
symboler

Bearbetning efter Lesh 1981 (Skolverket, 1997, 5 16)
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I den danska KOM-rapporten (Undervisningsministeriet, 2002) beskrivs
dtta olika kompetenser som elever och studenter ska fi mojlighet att
utveckla inom all matematikundervisningen frain grundskola till universitet.
Representationskompetensen, att kunna hantera olika representationer av
matematiska forhallanden, ir en av dessa kompetenser. Begreppet representation
har definierats av Gerald Goldin och Nina Shteingold pa féljande sitt: "A repre-
sentation is typically a sign or a configuration of signs, characters, or objects. The
important thing is that it can stand for (symbolize, depict, encode, or represent)
something other than itself” (Goldin & Shteingold, 2001, s 3). Det kan med
andra ord beskrivas som att representationer ersitter nigot och star i stillet for
nigot annat. Varje form av representation ir i ndgon grad en abstraktion av den
verkliga virlden (Smith, 2003).
Representationskompetensen bestar enligt KOM-rapporten av att kunna

— forstd, dvs avkoda och tolka

— anvinda sig av olika slags representationer av matematiska objekt, fenomen,
problem eller situationer som t ex symboliska, algebraiska, visuella, geome-
triska, grafiska, i form av diagram, tabeller, verbala representationer eller
konkreta representationer av materiella objekt

— uppfatta inbordes kopplingar mellan olika representationsformer och ha
kinnedom om deras styrkor och svagheter

— kunna vilja bland och éversdtta mellan olika representationsformer bero-
ende pé situation och syfte.

Ett exempel som ges pa denna kompetens, ir nir ett naturligt tal representeras
av prickar eller klossar. Ett annat ir niir ett tal uttrycks i positionssystemet med
hjilp av cuisenairestavar eller centikuber och med symboler i hindu-arabisk
notation, romerska siffror, kilskrift etc samt vid verbal representation, tex niir
nagon siger fem-miljoner-etthundratjugosextusen-niohundratrettiosju.

Representationer har enligt Erich Wittmann dubbla roller, de kan ses som
en konkretisering av abstrakta matematiska begrepp samtidigt som de repre-
senterar verkliga objekt (Wittmann, 2005). Han exemplifierar med hjilp av det
laborativa materialet markorer. Wittmann beskriver hur de kan fungera som en
konkret modell for abstrakta tal, nir de anvinds for att visa relationen mellan tal,
som exempelvis mellan udda och jimna tal. A andra sidan kan de anviindas for
att modellera verkliga situationer, som nir ett visst antal markorer representerar
motsvarande antal personer.

Nationellt centrum fér matematikutbildning



Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

Varfor ska elever arbeta med representationer?

I NCTM:s dokument beskrivs hur representationer som exempelvis symboliska
uttryck linge varit en del av skolmatematiken, men att de i undervisningen olyck-
ligtvis ofta framstar som att de iir helt fristiende (Goldin, 2003). Ett sidant synsitt
innebir enligt samma killa, att kraften och nyttan med representationer — som
redskap for lirande i matematik — begriinsas.

Betydelsen av att elever fir mojlighet att arbeta med olika representationer i

matematikundervisningen iterspeglas tydligt i Skolverkets texter:

Utbildningens kvalitet kan forbittras genom att den i hogre grad karaktiri-
seras av bl a fler inslag av praktiska tillimpningar och konkreta upplevelser
av den abstrakta matematiken. Elever behover fA mota fler representa-
tionsformer in text, s att fler sinnen aktiveras och dirigenom skapar olika
moijligheter till lirande, forstaelse och upplevelser av att lyckas (Skolverket,
2003b).

Milet handlar om att kommunicera med matematikens sprik och uttrycks-
former genom att uttrycka sig muntligt, skriftligt och i handling med hjilp
av vardagligt sprak, grundliggande matematiska begrepp och symboler,
tabeller och bilder (Skolverket, 2009b).

For att utveckla ett alltmer abstrakt tinkande kan konkretiserande mate-
rial och bilder anviindas parallellt med matematiska symboler och begrepp

(Skolverket, 2009b).

I Skolinspektionens rapport Undervisningen i matematik — utbildningens inne-
hdll och dndamdlsenlighet konstateras emellertid att elever inte alltid fir den
undervisning de har ritt till (Skolinspektionen, 2009):

Elever far endast undervisning i begrinsade delar av dmnet och de fdr ddir-
med inte forutsdttningar att utveckla olika formdgor sdsom problemlisning,
formdga att se samband, resonera och uttrycka sig sdvil muntligt som skrift-
ligt eller hantera matematiska algoritmer, procedurer. (s4)

Idéerna om att matematiklirandet utvecklas genom flera representationsni-
vder har funnits linge, troligtvis borjade det med Pestalozzis arbete, dven om
det dr mojligt att spara grundliggande delar innu lingre bakét i tiden (Suydam
& Higgins, 1977) — och de utvecklas fortfarande (Goldin & Shteingold, 2001).
I manga studier refereras till den amerikanske psykologen Jerome Bruners tre
representationsnivaer, vilka beskrivs pa foljande sitt i The mathematics labora-
tory — Theory to practice (Reys & Post, 1976):
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'Enactive’ (handlingsbaserad)
Pa denna forsta niva dr eleven fysiskt aktiv; manipulerar, konstruerar eller
arrangerar foremal frin den verkliga virlden. Detta steg ir det mest kon-
kreta och hir grundliggs begreppen, men de existerar bara s linge eleven
kan relatera dem till den verkliga virlden. Om eleven far mojlighet att
utveckla begreppen kan dessa s smaningom bli abstrakta och funktionella
da eleven nar den symboliska nivén.

'[conic’ (bildmissig)
Den andra nivan identifieras genom att den representerar hindelser i den
verkliga viirlden genom beskrivande former som tex verbala formuleringar
eller bilder av olika slag.

’Symbolic’ (symbolisk)
Den tredje nivan ir den mest sofistikerade och bygger pa att eleven,
vid lirande av ett givet begrepp, har erfarenheter frin de bada forega-
ende nivaerna. Karaktiristiskt for denna niva 4r att all manipulation sker
med symboler helt oberoende av de handlingsbaserade och bildmissiga
representationerna.

Brunersijilv skriver att representationer ir kraftfulla, eftersom de gér det mojligt
for den ldrande att knyta samman uttryck som till det yttre tycks vara helt olika
och han anser att detta ir sirskilt avgdrande just i matematik. For en elev som
redan har en vilutvecklad symbolisk forstielse skulle det vara majligt att hoppa
over de tva forsta stegen. Men, menar Bruner, det finns da en risk for att eleven
inte har nigon bildmissig representation att falla tillbaka p3, om svarigheter
uppstar pi den symboliska nivin (Bruner, 1966).

I Kommentar till grundskolans kursplan och betygskriterier i matematik
(Skolverket, 1997) understryks vikten av att en representation av ett begrepp, en
idé eller ett problem tydliggors for eleven och att dvergingar och dversittningar
mellan olika representationer lyfts fram och diskuteras i undervisningen. I flera
forskningsartiklar framgar att nir elever hanterar laborativa material kan det
uppsta diskussioner om matematikinnehallet, vilket kan underlitta for liraren
att uppfatta deras tankegdngar och liraren far ett tillfille att "se” hur de tinker
(Fennema, 1973; Heddens, 1997)

Richard Lesh framhaller att laborativa aktiviteter inte bara fungerar som en
link fran det konkreta till det abstrakta, de kan ocksa fungera som en link for
att hjilpa elever att tillimpa abstrakt matematik i konkreta situationer (Lesh,

1981). .

konkret abstrakt
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Goldin och Shteingold skriver ocksi fram den dubbelriktade vigen som en
viktig aspekt av representationer (Goldin & Shteingold, 2001). For att stegen
mellan konkret och abstrakt ska kunna tas behover broar byggas och liraren
behdver noggrant och medvetet vilja aktiviteter och material. Om en elev kan
l6sa ett problem praktiskt men inte abstrakt visar det att bron inte finns (ERIC
Development Team, 1990).

Hur kan arbete med representationer ske?

En enskild representation som exempelvis en formel, en ekvation, ett konkret
arrangemang av tiobaskuber eller en speciell graf i ett koordinatsystem, kan inte
fungera och vara meningsfull pd egen hand utan maste alltid ingd i ett storre
system dir dess mening och konventioner har etablerats, forklarar Goldin och
Shteingold. Systemet maste ocksa ha en struktur si att olika representationer ir
starkt kopplade till varandra. Ett siitt att se pa representationer, bland annat for
att bittre forstd de kognitiva hinder manga elever har d de ska tilligna sig vissa
matematiska begrepp, ir att dela in dem i externa och interna representationer

(Goldin & Shteingold, 2001):

— externa representationer utgar frin matematikens konventionella symbol-
sprik, tex sittet att notera i tiobassystemet, den formella algebraiska nota-
tionen och hur tallinjen och koordinatsystem anviinds

— interna representationer ir exempelvis elevens personliga symbolkonstruk-
tioner, eget sprik, visuella bilder och férhillande till matematik.

De framhaller att interaktionen mellan interna och externa representationer
ir fundamental for ett effektivt matematiklirande; att eleverna fir mojlighet
att utveckla indamalsenliga interna representationer som sedan ansluter till de
externa representationerna.

Goldin och Shteingold anser att det finns méojlighet att 6ka antalet elever som
lyckas vil med skolmatematiken. De menar att elevers begrinsningar for att for-
std matematik, utan att for den skull férneka existens eller betydelse av olika for-
magor, inte i forsta hand ir medfodda. Begrinsningarna ir snarare ett resultat av
att derasinre system av representationer bara ir delvis utvecklat och dirmed kan
medfora hinder, svarigheter och missuppfattningar. De hivdar att ett grundlig-
gande mél for matematikundervisningen ir att lita eleverna utveckla effektiva
inre representationer som ir samstimmiga med de externa representationerna.
Goldin och Shteingold tror inte det ir en tillfillighet att matematikdidaktiker
som Montessori, Bruner och Dienes var dverens om att matematiska idéer bor
introduceras genom att undervisningen borjar i det konkreta och sedan gir
vidare till allt mer abstrakta representationer.
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Manga elever har svarigheter att forstd matematik dirfor att de pa egen hand
inte kan gora kopplingar mellan den fysiska och den abstrakta virlden (Heddens,
1986). En del elever behéver ocksa uppmirksammas, si att de inte blir beroende
av tex ett visst material och alltid méste ha det till hands for att kunna utfora
dven enkla berikningar (Barmby, Harries, Higgins & Suggate, 2009). Heddens
ger forslag pa hur liraren kan hjilpa eleverna att g frin det konkreta arbetet
med laborativa material till ett abstrakt matematiskt symbolsprik. Han ser
gingen som ett kontinuum, en oavbruten f6ljd, som kan delas upp i fyra nivéer:

I.  Konkret. Arbete med laborativa material.

II. Halvkonkret. Den halvkonkreta nivin ir en representation av en verklig
situation. Laborativa material byts mot bilder.

III. Halvabstrakt. Den halvabstrakta nivin medfor en symbolisk representa-
tion av konkreta féremal, men symbolerna ser inte ut som féremalen utan
bestér av informella symboler som tex ringar eller streck.

IV. Abstrakt. Bilder och informella symboler ersitts med formella symboler,
rikneregler, riknelagar och andra konventioner.

Alistair McIntosh presenterar i Forstd och anvinda tal ett annat sitt att arbeta
med representationer in Heddens linjira arbetsging (Mclntosh, 2008). Han
ger exempel pa tanketavlor dir eleverna sjilva kan vilja i vilken ordning de
ska ta sig an de olika representationerna. Tanketavlorna kan ocksa fungera som
ett redskap for att analysera elevers kunnande eftersom svarigheter att gd mel-
lan olika representationsformer kan vara ett tecken pi bristande forstaelse.
[ A research companion to principles and standards for school mathematics pape-
kas ocks4 att nir elever arbetar med olika representationer hjilper det liraren
att forsta hur eleverna tolkar och tinker kring det aktuella matematikinnehallet
(Smith, 2003). Eleverna maste dessutom i méjlighet att utveckla forstielse for
styrkor och svagheter i olika representationer och diskutera varfor de i vissa situ-
ationer viljer en representation framfér en annan (Monk, 2003; Smith, 2003).

Kristina Juter har disputerat pa universitetsstudenters uppfattningar av
funktioners grinsvirden. I avhandlingen beskrivs en modell fér begreppsrepre-
sentation, vilken utarbetats av den engelske forskaren David Tall, och som bestar
av tre matematiska virldar (Juter, 2009). Hon exemplifierar varje steg med hjilp
av hur elever kan uppfatta och hantera kommutativa lagen for addition:

1. Den forsta kallas the embodied world (den forkroppsligande) och utmirks av
ett undersdkande forhallningssitt dir den lirande experimenterar med det
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aktuella begreppet. Elever kan uppticka den kommutativa lagen genom att
ligga fem klossar med forst tvd i en hog och tre i den andra och sedan arrang-
era om dem si att det ligger tre i den ena hogen och tvé i den andra. De kan
uppfatta den kommutativa lagen utan att fér den skull kunna formulera den.

2. Den andra viirlden kallas the proceptual world, vilket ir en sammansittning
av de tvé orden process (process) och concept (begrepp). Begrepp byggs upp
under arens lopp och grundar sig pa erfarenheter av minga slag. I det hir
fallet handlar det om att elever arbetar med och blir fértrogna med uttryck i
formen2+3=3+2.

3. Tden tredje virlden, the formal world (den formella virlden), uttrycks
begreppen formellt med symboler, definitioner och satser. Elever kan gene-
ralisera den kommutativa lagen for addition och inse att a +b=>b+a.

Den lirande befinner sig pé olika abstraktionsnivaer under begreppsinlirningen
och gir mellan de olika virldarna beroende pa begreppets natur och individens
matematiska mognad.

I samtliga ovanstiende modeller, vilka berdr elever i olika aldersgrupper,
finns nigon form av uttalad undervisningsging mellan det konkreta och det
abstrakta.

Elevers dokumentation

Det ir inte ovanligt att innehéllet i lektioner ganska snabbt "dunstar bort”, skri-
ver Kirsten Berthold och hennes kollegor i artikeln Do learning protocols support
learning strategies and outcomes? (Berthold, Niickles & Renkl, 2007). Efter att
en lektion har avslutats och de studerande limnat klassrummet, forklarar forfat-
tarna, ir det inte alltid som det sker nigon bearbetning och vidareutveckling av
det undervisningsinnehill som just behandlats. Det kan resultera i bestiende
luckor i forstielsen, menar de, och i att den langsiktiga behéllningen blir svag.
Det kan dessutom finnas en illusion om forstaelse, vilket den lirande i sa fall inte
sjilv kommer att upptiicka.

Detta resonemang kan ocksa, enligt vir uppfattning, vara giltigt dven vid
laborativ matematikundervisning. Speciellt eftersom niir en aktivitetet vil ir
genomford och materialet bortplockat si finns "ingenting kvar” som visar vad
som lirts. I en matematikbok syns diremot, dven i efterhand, vilka uppgifter
som en elev arbetat med. Vi menar dirfor att dokumentation ir en viktig del i
laborativ matematikundervisning och har dirfor valt att i denna kunskapsover-
sikt ta med studier som berdr dokumentation, iven om de inte behandlar imnet
matematik.
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Berthold mfl har studerat pa vilka sitt anvindning av lirandeprotokoll ('lear-
ning protocols’), som ett redskap for reflektion, kan komma till ritta med den
problematik som de inledningsvis beskrev, och pa s sitt leda till uppf6ljning
av god kvalitet. I protokollet skriver studenterna ner sina reflektioner kring det
aktuella undervisningsinnehéllet. De beskriver vad de forstatt respektive inte
forstatt samt vad som behdver goras for att de ska fi forstielsen. Forfattarna
menar att skrivandet bidrar till att tankarna skirps. Antagandet att en stor del av
vart kunnande ir underforstatt, innebir enligt dem att nir vira tankar uttrycks
explicit blir de ocksa tillgingliga for vart medvetande. Sjilva skrivandet under-
littar den metakognitiva processen, di skrivandet kriver distans till det egna
lirandet och den egna tankeprocessen.

En forutsittning for goda resultat ir, enligt Berthold m fl, att studenterna ir
inforstddda med varfor skrivandet bidrar till forstaelse och att det pagar konti-
nuerligt under en lingre tidsperiod. Nir en serie av protokoll skrivs under en
lingre tidsperiod, definieras de som lirandejournaler ('learning journals).

Forfattarna refererar till tidigare studier som visar att det ir orimligt att tro
att journalskrivandet spontant leder till att eleverna uttrycker sig utforligt och
detaljerat. Nir journaler skrivs utan specifika instruktioner blir de ofta "naiva”.
I artikeln beskrivs en studie som gjordes pi 84 universitetsstudenter i psyko-
logi, vilka fick titta pa en inspelad videoférelisning. Studenterna deladesinifyra
grupper som fick olika typer av stodfragor:

— Den forsta gruppen fick stodfragor av kognitiv karaktir direkt kopplade
till forelisningen: Vilka var huvudpoingerna? Vilka kopplingar kan du gora
mellan forelisningen och ditt eget kunnande fran skolan och dina egna
vardagserfarenheter?

— Den andra gruppen fick generella stodfrigor av metakognitiv karaktir: Vad
har jag forstatt? Vad har jag inte forstatt?

— Den tredje gruppen fick bdda kognitiva och metakognitiva stodfrigor.
— Den fjirde gruppen, som var kontrollgrupp, fick inga frigor alls.

Det visade sig att de som fick nigon form av stodfrigor hade bittre resultat pa
forstaelsetest efterdt jaimfort med kontrollgruppen samt dven pa ett uppfoljande
test efter sju dagar. Allra bist pa dessa test lyckades de studenter som fick kogni-
tiva stodfragor, vilka utgick frin den aktuella férelisningen.

I en uppfdljande studie (Niickles, Hiibner & Renkl, 2009) fick studenterna
ocksi forst se videoinspelningen och direfter skriva ett protokoll, men vissa
grupper fick dven kompletterande stodfrigor om hur de mer exakt skulle gi
tillviiga for att komma till ritta med sin bristande forstielse. Exempel: Vilka
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sekvenser av videoforelisningen skulle jag behova se igen? De fick sedan moj-
lighet att omedelbart ta itu med det som vallat dem svarigheter. Den grupp som
fick bade kognitiva och metakognitiva stodfragor och dessutom direkta frigor
om vad som behovdes for att oka forstielsen lyckades allra bist pa de bada efter-
foljande testen. Lirandejournaler kan pa sa sitt ocksa vara en sjilvindividualise-
rande metod, menar forfattarna. De beskriver det som en metod diir den lirande
sjilv kontrollerar och péverkar sin lirandeprocess i positiv riktning. I den mest
ultimata situationen tar den lirande personliga initiativ, tillimpar specifika stra-
tegier for att uppna individuellt uppsatta mal och visar sin forstaelse for att upp-
ticka och eliminera eventuella missforstand.

Formagan att uttrycka sig skriftligt lyfts fram som ett centralt element i mate-
matikundervisningen i det danska kommentarmaterialet for gymnasiekurspla-
nen i matematik och ses bide som ett inlirningsredskap och ett utvirderings-
instrument. Att elever fir handledning nir de skriver texter i matematikimnet,
texenrapport eller en artikel till veckobladet, ir dirfor en del av undervisningen
(Undervisningsministeriet, 2008).

I en licentiatavhandling har Ewa Bergh Nestlog studerat hur elever i 4k 4—-6
skriver argumenterande texter inom svenskimnet och hon understryker vikten
av att elever far strukturerat stod i sitt skrivande (Bergh Nestlog, 2009). Vissa
elever hade svart att koncentrera sig pa skrivandet och hon menar att de skulle
vara betjinta av att arbeta mer muntligt och tillsammans med liraren prata sig
fram till formuleringar som de sedan kan skriva ner for att inse sambandet mel-
lan tal och skrift. Bergh Nestlog ser elevers skrivande av argumenterande tex-
ter som en del i deras kunskapsprocess och efterlyser forskning om texter och
sprikutveckling ocksa i andra imnen #in svenskimnet.

Analys och bediémning

Nir elever arbetar laborativt ger det fler tillfillen att analysera och bedéma deras
kunnande in om eleverna fir visa sitt kunnande enbart pa skriftliga diagnoser
och prov (Heddens, 1997). Heddens ger forslag pa hur lirare kan fa storre insikt
i elevernas matematiska forstielse genom att

— lyssna till deras diskussioner

— stilla fragor av hur- och varfor-karaktir istillet for frigor som kort kan
besvaras med med ja, nej eller en "sifferuppgift”

— l4ta dem skriva hur de 18st problemet istillet for att enbart anteckna svaret

— observera hur de arbetar individuellt och i grupp.
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Enligt Heddens kan liraren pa si sitt rikta sin uppmirksamhet mot elevernas
uppfattning av det matematiska begreppet istillet for pa procedurer. Han menar
att nir elever arbetar laborativt kan det ocksa ge méjligheter for liraren att upp-
ticka deras mer eller mindre utvecklade tankestrategier. I artikeln ges exempel
pé frigor som har sitt ursprung i Pélyas modell fér problemlésning och dirfor
kan vara anviindbara i manga ssmmanhang (Polya, 1970):

— Hur vetdudet?

— Vad hinder om ...?

— Varfor tror du att ...?

— Vad ir det som gor att du tror att ditt svar ir korrekt?
— Hur kan du visa att svaret ir korrekt?

— Kan du uttrycka ditt svar pa ett annat sitt?

— Finns det nigot annat siitt att l6sa problemet?

— P4 hur manga olika sitt kan du 16sa problemet? Visa!

— Hur kan du 6vertyga oss andra om att detta ir det bista sittet att losa
problemet?

Urval vid beddmning

Alla elever ska inte alltid beddmas i alla situationer, det skulle leda till en omoj-
lig situation for lirare, menar Amy Ryken. Hon foreslir istillet att liraren varje
vecka koncentrerar sig pé att gora ett mindre urval av mer noggranna analyser.
Antingen viljs eleverna ut slumpmiissigt eller ocksé har liraren ett system som
gor att varje elevs 1dsningar analyseras ett par ginger per lisar. Ibland kanske
liraren viljer att nirmare granska samma uppgift men som 16sts av elever som
befinner sig pa olika nivder (Ryken, 2009). Detta sitt att ligga upp analysarbetet
— att rikta in sig pa nigra elever i taget — stimmer ocksa dverens med de forslag
som ges i Analysschema i matematik (Skolverket, 2003a, 2009a).

Marja van den Heuvel-Panhuizen diskuterar ocksa behovet av att gora ett
urval av problemuppgifter i matematik som ska bedémas (van den Heuvel-
Panhuizen, 2005). De problem som ligger till grund fér bedémning ska spegla
viktiga mal i kursplanen och férse liraren med information om elevens kun-
nande, forstaelse, firdigheter samt tankestrategier. Om utgingspunkten for lira-
rens beddmning ir att fi insikt i elevernas matematiska tinkande méaste dirfor
deras matematiska tinkande bli sa synligt som mojligt. Det kan bist forverkli-
gas niir elever arbetar med 6ppna fragor som kan losas pa flera sitt och pa olika
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nivder med méjlighet att formulera svaren med egna ord. Detta innebir, pipekar
van den Heuvel-Panhuizen, en form av positivt testande eftersom det visar vad
eleven kan — istillet for att fokusera pa vad eleven dnnu inte kan.

Ldrarens roll

Litteraturgenomgingen visar samstimmigt att lirarens roll dr avgorande for vil-
ken effekt den laborativa matematikundervisningen fir for elevernas lirande
(Ball, 1992; Moyer, 2001; Szendrei, 1996). Lirarens uppgift ir att lyfta fram
och synliggdora matematiken si att eleverna far ut si mycket som mojligt av
aktiviteten.

Didaktiskt perspektiv

I detta arbete har vi valt att lyfta fram tva svenska forskare, Gunnar Nilsson och
Eva Taflin, som utifran sina studier beskriver hur lirarens handlande kan skapa
forutsittningar for lirande i matematik. Nilsson har i sin avhandling undersokt
hur lirarstuderande har arbetat med geometrilaborationer och hur de leder lik-
nande laborationer med elever i grundskola (G Nilsson, 2005). Hans slutsats ér
att laborationer har en potential for att kunna skapa forstielse och insikter, men
att ha "gjort” laborationen behéver inte betyda 6kad forstaelse eller nya insikter.
Nilsson pépekar att vissa forutsittningar, dir liraren har en central roll, méste
vara uppfyllda. Liraren behover

— organisera och leda arbetet

— tydliggora syftet med laborationen for eleverna

— peka pé kritiska punkter och stilla utvecklande fragor
— tillsammans med eleverna prova olika losningar

— mojliggora diskussioner mellan eleverna

— stilla krav pa det sprak som anvinds

— skapa kognitiv konflikt, vilket han ser som ett nddvindigt led i lirandepro-
cessen for att en forindring i tinkandet ska komma till stand.

Han menar att en av ldrarens funktioner ir att vara katalysator och skapa kon-
flikter i felaktiga resonemang som eleven byggt upp. Naturligtvis maste ocksd
den lirande vara motiverad och tycka att det ir viktigt att fi sina tankar att
hinga ihop.
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Taflin tar i sin avhandling upp hur problemldsning kan vara ett sitt att lira mate-
matik (Taflin, 2007). Hon granskar vilka méjligheter till lirande i matematik
som kan ske genom att elever far mota problem som ir formulerade med ett visst
matematiskt syfte och pa ett sidant sitt att alla elever i en klass, pa nigot sitt,
kan bidra vid den gemensamma diskussionen. Taflin har inte specifikt studerat
hur laborativa material anvinds, iven om elever ibland tagit hjilp av dem vid de
i avhandlingen beskrivna problemldsningssituationerna. De resultat hon kom
fram till anser vi vara giltiga ocksa vid laborativ matematikundervisning. Taflin
fann bland annat att det ir betydelsefullt att liraren

— péett genomtinkt sitt presenterar problemet for eleverna

— ger eleverna tillfille att beritta vad och hur de lirde sig, dvs en metakogni-
tiv fragestillning som kan gora eleverna mer medvetna om sitt eget lirande
och som ocksa kan gora eleverna mer ansvarstagande nir det giller det egna
lirandet

— hiller en gemensam genomging i slutet av lektionen, s att eleverna inte
limnar lektionen med felaktiga forestillningar.

Taflins slutsatser stimmer vil 6verens med den tidigare refererade artikeln om
lirandeprotokoll (Berthold, et al., 2007).

Tva ytterligheter

Szendrei ger exempel pa tva ytterligheter nir det giller synen pa lirarens roll
vid laborativt arbete (Szendrei, 1996): Det ena ir att skapa en laborativ miljo
dir eleverna "slipps in” och sedan foérviintas lirandet ske av sig sjilvt. Den andra
ytterligheten ir att eleverna maste fd mycket exakta instruktioner om hur de ska
arbeta med laborativa material. Ball tar ocksd upp att en av anledningarna till
den senare uppfattningen kan vara att liraren strivar efter att minimera riskerna
for att eleverna ska "se fel saker” och dirfor anvinds material s stelbent att det
ir omoiligt att uppticka nigot annat in det avsedda. En annan anledning till
att stringa regler sitts upp kan vara tron att eleverna annars "bara kommer att
leka med materialet” och inte lira sig nigon matematik. Dirmed inte sagt att

instruktioner inte ska ges, tvirtom ir det viktigt att liraren klargdr nodvindiga
regler (Ball, 1992).

Rolig eller riktig matte?

I enstudie f6ljde Moyer under ett liisir hur tio lirare anvinde laborativa material i
sinmatematikundervisningfor eleveri motsvarande senare delen av grundskolan.
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Det visade sig att lirarna gjorde tydliga skillnader mellan "fun math’ och ’real
math’. Termen "rolig matte” anvindes av lirarna nir de beskrev hur eleverna
arbetade med de laborativa materialen och det sigs helt skilt frin den ordina-
rie undervisningen. Termen "riktig matte” refererade till delar av lektioner dir
lirarna undervisade om specifika firdigheter eller om ett visst matematikinne-
hill med huvudsaklig anvindning av "papper och penna” (Moyer, 2001).

Laborativa material kunde fungera som introduktion, ett kul avbrott eller som
avslutning. De plockades ofta fram som en stunds noje, avkoppling eller som en
form av beloning. Lirarna tyckte att de laborativa materialen var kul, men inte
nodvindiga for elevernas lirande i matematik. En lirare sa att hon egentligen
inte gillade att anvinda laborativa material, men ansag sjilv att hon borde gora
det oftare. Moyer hivdar att niir material bara tas fram vid speciella tidpunk-
ter skickar lirarna signaler om de laborativa materialens betydelse. En elev som
enbart moter laborativa material som "en kul grej” begrinsas i sina méjligheter
att uppticka meningsfullt matematiskt innehall med hjilp av dem. Studien slir
fast att om laborativa material i forsta hand képs in som "rolig matte” utnyttjas
de inte optimalt.

I en norsk artikel diskuteras ocksé att ett dverflod av praktiska aktiviteter kan
fa en olycklig slagsida (Haara & Smith, 2009). Om det ir si att eleverna enbart
moter matematiken som ett antal roliga hindelser utan att de far forstaelse for
det matematiska innehéllet, blir inte resultatet bittre in nir de sitter med en
massa trakiga rikneuppgifter i boken. En lirare uttrycker det s hir: "If one is
bored to death or amused to death, so to speak, becomes irrelevant” (s 44).

Redan i den metaanalys som Suydam och Higgins gjorde 1977 tittade de pa

'mathematics laboratories’. I nigra av de tidigare undersdkningar som gicks ige-
nom fanns generella forvintningar pa att sidana skulle ge en mycket tydlig posi-
tiv effekt, men det visade sig istillet inte vara ndgon signifikant skillnad mellan
huruvida 'mathematics laboratories’ anviindes eller ej. En orsak ansigs vara att
'mathematics laboratories’ anvindes mer f6r 'fun-time’ in som en integrerad del
i undervisningen. "There seems little reason to us why laboratories cannot be
aimed at promoting both curricular and motivational goals” (Suydam & Higgins,
1977 sid 81).
Moyer tar upp ytterligare en aspekt av hur laborativa material kan uppfattas.
Ibland bestimmer lirare om eleverna ska fa arbeta laborativt beroende pa hur
de skott sig under den senaste lektionen med laborativa material. Beslutet utgir
inte alltid ifrdin om det laborativa materialet ir limpligt for att exempelvis ge
eleverna forstaelse for ett specifikt matematiskt begrepp, utan ir mer en friga
om arbetsklimatet fér bide lirare och elever (Moyer, 2001).
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Elevuppfattningar

Hur ser elever generellt pé lirarens roll under matematiklektionerna? Hir gors
forst tva nedslag, ett i Sverige och ett i Singapore. | Matematik — en samtalsguide
om kunskap, arbetssdtt och bedomning definierar svenska elever vad som utmiir-
ker en bra matematiklirare (Myndigheten for skolutveckling, 2007). Eleverna
anser att en bra lirare liter dem vara med och paverka innehall och arbetssitt.
Liraren har ocksd hoga forvintningar pa eleverna och tror pa deras férmaga,
varierar undervisningen med olika slags uppgifter och alternerar mellan enskilt
arbete, laborativt arbete, gemensamma genomgangar och diskussioner.

I Singapore har en studie gjorts av hur elever i motsvarande svenska grund-
skolans senare del uppfattar sin matematikundervisning (Kaur, 2009). 57 elever
som undervisades av tre olika lirare intervijuades efter den senaste lektionen och
fick beskriva vad som gor att en matematiklektion uppfattas som "bra”. Bland
de mest frekventa svaren var att liraren gjorde komplex kunskap littforstaelig
genom demonstrationer, laborativa material eller verklighetsnira exempel. 1
bida linderna tar eleverna upp att de ser anvindning av laborativa material som
en positiv faktor i sin egen matematikundervisning.

I en australiensisk studie har forskare sedan gitt ett steg vidare och under-
sokt elevers attityder till anvindning av material vid introduktion till algebra
(Norton & Windsor, 2008). 24 elever i 3k 7 deltog vid totalt 12 undervisnings-
tillfillen under en period pa sex veckor. Eleverna kunde efterit delas in i tva
grupper utifrin deras attityder till anvindningen av material. En storre grupp
ansig att materialet var till hjilp och en mindre grupp med sex elever tyckte
inte det. I intervjuerna framkom att tvi av eleverna i den mindre gruppen hade
starkt negativ syn pa virdet av anvindning av material. De hade svart att forklara
anledningen till detta, men en av dem sa att det forvirrar och att “det dr enklare
att skriva ner det eller att gora det i huvudet”. De évriga fyra i den mindre grup-
pen tyckte att aktiviteterna inledningsvis var till hjilp for att se monstret och for
att se processen "om du tar steg for steg med materialet blir det mycket tydligare
och du fir en bild i ditt huvud”. Men sa snart dessa fyra forstod begreppet eller
strukturen foredrog de att avsta frin materialet eftersom de tyckte att det for-
drojde deras arbete. Eleverna insdg att niir de vil forstatt begreppet eller proces-
sen, var det mer effektivt att anviinda symboler in att utgd frin materialet.

Kompetensutveckling

Sowell fann i en djupare analys av metastudien att i de fall undervisning med
hjilp av laborativa material visade ett gott resultat hade lirarna omfattande
utbildning (Sowell, 1989). En annan studie visar att det inte ricker med enbart
hog utbildningsniva, utan det beror dven pa den undervisningserfarenhet som

Nationellt centrum fér matematikutbildning



Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

liraren har (Haara & Smith, 2009). Atta norska matematiklirare som arbetade
med elever i dldrarna 6-16 3r, intervjuades om sin syn pa praktiska aktiviteter.
Lirarna hade olika grad av utbildning, imneskunnande och undervisningser-
farenhet. Samtliga ansdgs av skolledning, kollegor och elever vara kompetenta
lirare. Det visade sig att de hade en varierande syn pa varfor praktiska aktiviteter
skulle vara en del av undervisningen.

En oerfaren lirare med kort utbildning var entusiastisk och lyfte i hogre grad
in Ovriga fram psykologiska och motiverande faktorer som nyttoaspekter och
att det ska vara roligt och kreativt. En erfaren lirare med kort utbildning tyckte
att hennes undervisningserfarenhet hade gjort att hon blivit allt mer selektiv i
sitt val av aktiviteter. Praktiska aktiviteter var en naturligt integrerad del i hen-
nes matematiklektioner, men maste enligt henne, ha ett tydligt syfte. Oerfarna
lirarna med ling utbildning var de som var mest tveksamma till att féra in prak-
tiska aktiviteter. I artikeln framgar att undervisning utifrin liroboken var en
didaktisk utmaning i sig sjilvt for dem, trots deras omfattande imneskunnande.
Alternativ till traditionell undervisning som tex praktiska aktiviteter priorite-
rades inte. En av dessa lirare gav exempel pd en praktisk aktivitet han mott i
utbildningen och som han upplevt som ett positivt inslag, men tyckte inda det
var svart att sjilv komma pa liknande aktiviteter och han efterfrigade dirfor
tips och inspiration. Lirare som bide hade hog niva pa sitt imneskunnande i
matematik och ett utvecklat pedagogiskt kunnande var positiva till att anvinda
praktiska aktiviteter i sin undervisning, men de betonade att en aktivitet miste
tillféra nya perspektiv eller &tminstone konkretisera ett matematiskt innehall
pé ett sitt som gor att det dkar lirandet bortom méjligheterna med traditionell
undervisning. Det var matematikinnehéllet som avgjorde om de skulle ta hjilp
av en aktivitet eller inte.

Sammanfattningsvis konstaterasatt bide imneskunnande och didaktisk kun-
skap péverkade lirarnas syn pa praktiska aktiviteter. De oerfarna lirarna hade
inte samma dmnesrelaterade argument for varfor praktiska aktiviteter ingick,
eller inte ingick i deras matematikundervisning, som de mer erfarna lirarna.
Det papekas i artikeln att pa grund av det begrinsade antalet deltagande lirare
i studien kan inga generaliseringar goras, men att resultatet ir intressant och
kan ligga till grund for fortsatta studier. Det framkommer inda att flertalet
av lirarna hade en tydlig 6nskan om kompetensutveckling och nigra antyder
att de skulle ta in fler praktiska aktiviteter i sin undervisning nir de fatt mer
undervisningserfarenhet.

Ball lyfter fram att studier ocksa har visat att lirare har brister nir det giller
kunnande om hur matematiska idéer kan uttryckas med olika representationer.
Manga lirare ir kompetenta nir det giller procedurer i matematik, men de sak-
nar egna erfarenheter av att arbeta laborativt. De tycker att det dr svért att vilja
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mellan olika material och metoder (Ball, 1992). Aven Moyer framhaller vikten
av kompetensutveckling som bidrar till att lirare fir en mer grundliggande for-
stdelse for hur laborativa material kan ses som verktyg i undervisningen. Lirare
behover reflektera dver hur eleverna uttrycker sitt kunnande i matematik och
hjilpa dem att utveckla allt mer forfinad och abstrakt forstelse, menar Moyer.
Detta ir inte litt, skriver hon, det ir en utmaning for liraren att

— tolka elevernas uttryck for sitt kunnande i matematik
— uppmirksamma och visa pi samband till andra matematiska idéer
— utveckla limpliga ssmmanhang for lirande i matematik (Moyer, 2001).

Szendrei instimmer i att det inte ir okomplicerat att planera en process som gir
fran att elever arbetar med laborativa material till att de fir insikt i ett abstrakt
matematiskt innehall. Aven om lirare har limpliga strategier fr laborativ mate-
matikundervisning, paverkas den av deras egna uppfattningar om hur elever lir
(Szendrei, 1996).

Moyer refererar till studier som framhaller sjilva anvindandet i sig som posi-
tivt — elever och lirare tycker det dr kul (Moyer, 2001). Men det ricker inte, utan
fokus maste riktas mot hur och i vilket syfte liraren utnyttjar material i under-
visningen. Ball dr av samma 4sikt och menar att ssmmanhanget i vilket labora-
tiva material eller bilder anviinds, ir lika viktigt som materialen i sig (Ball, 1992).
Hur arbetar eleverna med materialen? I vilket syfte? Mot vilka mal i kursplanen?
Hur fors diskussioner? Hur sker interaktionen mellan lirare och elev?

Laborativ matematikundervisning

Foljande studier berdr bide mojligheter och begrinsningar som finns nir elever
arbetarlaborativt. Nagrastudier irinte fokuserade pd matematik men derasresul-
tat dr intressanta att ta hiinsyn till vid planering och genomférande av laborativ
matematikundervisning. Det giller studier kring dokumentation samt labora-
tivt arbete i no-imnen. En kort diskussion fors ocksi om sldjdprocessen.

Kopplingar mellan representationer

Laborativ matematikundervisning innebir att pa olika sitt gd mellan det kon-
kreta och abstrakta och féormagan att anviinda olika representationer ir dirmed
betydelsefull vid lirande. Studier visar att elever har svirigheter att dversitta
mellan representationer, de uppmirksammar tex inte likheter och skillnader.
Det har visat sig att elever kan férstd en representation och dess relation till den
matematiska idén, men de kan inte se hur representationer relaterar till varan-
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dra, de behover stod i att gora dessa kopplingar (Ainsworth, 2006; Barmby, et al.,
2009). Eleverna behover handledning sé att de uppfattar ssmbandet mellan den
laborativa aktiviteten, den egna informella forstaelsen och de abstrakta symbo-
lerna (Clements, 1999). Det har gjorts studier av yngre barn, d4 de i organiserade
aktiviteter far hjilp att se ssmband mellan sitt informella kunnande och den mer
formella skolmatematiken. Resultaten visar d pa positiva effekter i deras mate-
matiska forstielse (Clements, 2007).

Begreppsutveckling utifran variation

Dienes foresprakade tidigt ett elevaktivt arbetssitt som inbegriper minga labo-
rativa material (Dienes, 1960). Han etablerade flera principer pd vilka mate-
matikundervisningen bor baseras och nigra av dessa beror sirskilt laborativa
material:

— 'Mathematical variability principle’ innebir att om eleverna ska fa full for-
stdelse for ett begrepp maste variablerna varieras si att det framgér vad som
ir konstant och vad som kan variera. Om det aktuella begreppet ir paral-
lellogram kan formen varieras genom att vinklarna, sidornas lingder och
riktningen dndras, si linge de motstiende sidorna behalls parallella.

— 'Perceptual variability principle’ betyder att eleven ska fa mota ett begrepp
genom olika fysiska former, men pi samma svarighetsniva, for att forstd det
visentliga i ett abstrakt matematiskt begrepp. Det skulle tex kunna inne-
bira att parallellogrammen presenteras som en utklippt pappskiva, i tyg eller
trii, som form pa ett tridgardsland, etc.

Idag pigirintensivforskning och manga utvecklingsarbeten dirutgingspunkten
tasiden variationsteori som utvecklats fér studier av lirande vid Géteborgs uni-
versitet. Detta innebir att lirandeobjektet star i fokus, dvs vad eleverna forvin-
tas lira sig, att urskilja vad just detta lirande kinnetecknas av och att identifiera
vilka de kritiska punkterna ir. Lirarna utgar frin vad som ir problematiskt, som
exempelvis vad eleven maste uppmirksamma for att uppfatta innehéllet pa det
avsedda sittet (Runesson, 2007; Runesson & Ah Chee Mok, 2005). Variation
ir i detta sammanhang relaterat till hur innehallet i lirandet behandlas — det
handlar inte om variation i allminhet eller om tex variation av arbetssitt. Om
nagonting varierar och nigot annat halls konstant, finns det stérre méjligheter
att uppmirksamma det som varierar.

Ulla Runesson och Ida Ah Chee Mok visar hur ett laborativt material har
anvints for att framhalla variation i det som ska liras. I en studie anviinde liraren
ritblock byggda av centikuber for att lyfta fram olika aspekter av en halv. Oavsett
det totala antalet kuber var alltid hilften av antalet vita. Eleverna svarade pa fra-
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gan om hur minga som var vita och liraren skrev deras svar pé tavlan: 4/8, 6/12,
3/6,5/10. Liraren bad direfter eleverna att finna likheter mellan braken. En elev
uttryckte det som att alla dr en halv. I detta fall jimfordes den relativa storleken
(andelen vita kuber) och den absoluta storleken (antalet vita kuber). Den relativa
storleken holls konstant medan den absoluta varierade. Elevernas uppmirksam-
het drogs till aspekten storlek hos olika brik. Skillnaden mellan relativ och abso-
lut storlek kunde uppfattas visuellt med hjilp av kuberna.

I en undersokning beskrivs varfor ett stort antal yngre elever har svarigheter
med brakbegreppet (Cramer, Post & delMas, 2002). En orsak som lyfts fram ir
att manga elever bara har ett fital konkreta erfarenheter av brak och att de sillan
far tillfille att diskutera dem. Det papekas att om eleverna forst fick dgna gott
om tid t de grundliggande begreppen, skulle mycket tid i senare arskurser som
nu liggs pa att komma tillritta med elevers missuppfattningar och svarigheter
med procedurer kunna minskas.

Elevers initiala lirande om brak undersdktes genom att tva olika arbetssitt
jamfordes (Cramer, et al., 2002). Det ena var mer traditionellt i meningen att
papper och penna anvindes for berikningar baserade pa standardrutiner, det
andra betonade aktiviteter med manga laborativa liromedel och 6versittningar
mellan och inom olika representationer som bild, laborativa material, talat sprak
och symboler. Undersékningen varade i sex veckor och grundade sig pé foljande
antaganden:

a. barn lir bist genom aktivt arbete med minga konkreta modeller (Dienes)

b. fysiska hjilpmedel ir bara en komponent i férvirvandet av begrepp — sprik-
liga, bildmiissiga, symboliska och verklighetsanknutna representationer ir
ocksé viktiga (Lesh)

c. barn ska ges méjlighet att samtala med varandra och med liraren om mate-
matiska idéer (Johnson & Johnson)

d. utvecklandet av begreppslig forstielse maste prioriteras fore formellt arbete
med symboler och algoritmer (Hiebert).

I undersokningens senare tester visade sig signifikanta skillnader inom fyra
omraden. Eleverna i "den laborativa gruppen” hade starkare begreppsforsta-
else av brak, de kunde bittre bedéma den relativa storleken av tva brak och de
anvinde denna kunskap for att uppskatta summor och differenser. De var ocksa
bittre pé att ta hjilp av sin forstielse av brik for att ldsa uppgifter som de inte
direkt hade fitt undervisning om in eleverna i "papper och penna-gruppen”. I
tvd omraden framkom ingen skillnad: att uttrycka virdet av ett brak p3 olika
sitt och i additions- och subtraktionsuppgifter med symboler. Det sistnimnda

Nationellt centrum fér matematikutbildning



Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

ansags forvinande eftersom eleverna i "papper och penna-gruppen” hade fatt
mycket mer tid till detta in eleverna i "den laborativa gruppen”.

Tva varianter av undervisning

[ en studie sattes fokus pa hur elever i motsvarande skolir 6—8 anvinde laborativa
material nir de under sex veckors tid fick fri tillging till sidant (Moyer & Jones,
1998). Den fria tillgingen innebar att de skulle ha en korg med laborativa mate-
rial pa eller i direkt anslutning till sin arbetsplats. Genom en omsorgsfull process
hade tio lirare valts ut dir ena hilften bedémdes ha en strukturerad och tydligt
lirarstyrd undervisning (dessa lirare och deras elever benimns i fortsittningen
grupp 1) och andra hilften ansigs ha en friare och mindre lirarstyrd undervis-
ning (pa motsvarande sitt benimnd grupp 2).

Inledningsvis diskuteras att det i tidigare studier har visat sig att elever mot-
svarande dem i grupp 2 har en storre inneboende motivation och ir mer upp-
mirksamma in elever som i grupp 1. Detta paverkar dven elevernas matematiska
tinkande. Ett exempel som ges ir att da sistnimnda elever blir ombedda att for-
klara stegen i en ling division svarar de (var dversittning): "Jag vet inte varfor jag
flyttade ner siffran, men min lirare sa att man ska gra si” (s 4). Den lirarstyrda
undervisningen uppfattades innan studien pabérjades, som att den kunde hin-
dra elevers kritiska och sjilvstindiga tinkande.

I Moyer och Jones studie visade det sig att det varierade mycket i hur eleverna
kom att utnyttja korgarna. I grupp 1 sattes tydliga regler upp fér hur materialet
skulle anvindas i undervisningen. Dessa lirare upplevde att klassrumsarbetet
fungerade bra, att eleverna tog hjilp av material pa ett fornuftigt sitt och de
pipekade att enbart ett fital smasaker forsvann. I grupp 2 var lirarna skeptiska
till elevernas fria tillging till material och forsta veckan var det mer eller mindre
kaos i flera av deras klassrum, vilket ledde till att nigra av lirarna aldrig blev
riktigt bekvima med korgarna. De sa sig ocksd vara tvungna att ofta ge tillrit-
tavisningar till elever pa grund av olimpligt beteende. Manga av lektionerna i
grupp 2 tycktes sakna struktur och syfte.

Elever i grupp 1 var forst tveksamma, men efter hand som de blev vana vid
innehallet i korgarna borjade det att anviindas allt mer. Deras lirare var sjilva
vana och erfarna med material, vilket gjorde att de brukade det pa flera olika
sitt och de var mer dppna for att lita eleverna undersdka och hitta olika anvind-
ningssitt av materialet. Detta dterspeglades i elevernas beteende, de blev mer
Oppna for att finna och acceptera olika strategier och l6sningar pa problem. Det
var sillan eleverna valde olimpligt material och ifall de ind4 gjorde det kom de
oftast sjilva pa att de skulle byta, eller blev upplysta om det av en kamrat. Det var
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inte ovanligt att eleverna tog fram material och upprepade aktiviteter vid andra
tillfillen under skoldagen och att de exempelvis hittade pa egna spel.

Elever i grupp 2 var till en borjan mycket upprymda over att fa fri tillging
till material, de tyckte det var kul, men samtidigt var de tveksamma eftersom
de inte riktigt sikert visste nir de verkligen fick lov att arbeta med det. Deras
lirare hade, som grupp betraktad, betydligt fler ars erfarenhet av liraryrket,
men mindre erfarenhet av att arbeta laborativt vilket gjorde att de inte var si
bekvima med det. Detta ledde till att korgarna anvindes med mindre variation
och det var sillan som eleverna uppmuntrades till att undersdka och uppticka
med hjilp av materialet. Hir uppgav lirarna oftare att de var frustrerade, att det
var stokigt och att eleverna mest lekte. I slutet av undersdkningsperioden rap-
porterade inda de flesta lirarna att eleverna hade bérjat arbeta med materialet
pé ett, enligt dem, indamalsenligt sitt.

Moyer och Jones skriver att nir elever ges mojlighet att sjilva ansvara fér hur
material ska viljas och anvindas gor de det, efter lite ingslan i borjan, men sedan
allt mer spontant och nir de sjilva anser sig ha behov av det. Undersdkningen
visar ocks3 att de flesta elever kan tillgodogtra sig arbete med laborativa material,
men utifrin de forutsittningar som ges i klassrummet tar det olika ling tid innan
det fungerar optimalt. En slutsats som dras i rapporten ir att vid anvindning av
laborativa material underlittar det om liraren har erfarenhet av att arbeta med
materialen. En annan slutsats ir att liraren méste organisera yttre ramar inom
vilka eleverna vet att de kan "rora sig fritt”.

Liknande metoder — olika resultat

Liping Ma visar att iven om lirare undervisar med liknande undervisningsmeto-
derkan det indileda till att eleverna far olika forstielse i matematik beroende pa
lirarnas varierande imneskunnande. I intervijuer sa de flesta av 23 amerikanska
ldrare att de anviinde laborativa material i syfte att underlitta for elevernas for-
stielse. Men, skriver Ma, "a good vehicle, however, does not guarantee the right
destination” (Ma, 1999, s 5). Resultatet av elevernas lirande utifran laborativa
material berodde till stor del pa deras lirare. Ma beskriver hur olika lirare utgick
fran material for att eleverna skulle fa forstaelse for subtraktion som 53-25. Det
kritiska vid berikningen ansgs vara att inse att ett tiotal ir lika med tio ental. I
ett fall beskrev en lirare hur hon visade detta med hjilp av glasspinnar som var
sammanbuntade tio och tio med gummisnoddar och som hon tog isir for att
fa fram tio ental, vilket i sin tur underlittade att fi fram riitt svar. Eleverna fick
sedan gdra samma sak och efter manga dvningar gi vidare med nya subtraktions-
uppgifter, med eller utan glasspinnar. Ma menar att hir ir fokus pa proceduren.
Eleven gor pa samma sitt som liraren, delar upp 1 tiotal pinnar i 10 ental for att
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gora sjilva berikningen enklare. Aven om liraren beskriver rikneproceduren
tydligt, si beskrivs inte alls det underliggande begreppet.

En annan lirare beskrev hur hon ville hjilpa eleverna att fa forstielse for att
varje bunt bestdr av 10 pinnar: att det iir 1 tiotal eller 10 ental. Hon ville tydligt fa
fram att tex 5 tiotal och 3 ental ir detsamma som 4 tiotal och 13 ental. Syftet var
att eleverna skulle se idén med relationer inom tal samt att tiotal kan viixlas till
ental och vice versa. Denna lirare tog hjilp av materialet for att det skulle repre-
sentera det underliggande matematiska begreppet i proceduren. Ma understry-
ker att det ir nddvindigt att liraren hjilper eleverna att se sambandet mellan det
laborativa materialet och den matematiska idén.

Verklighetsndra material och/eller arbetsblad

Skillnaden i elevers matematikresultat undersoktes efter att tvd grupper om
sammanlagt ca 70 elever i motsvarande de tidigare dren i grundskolan hade
undervisats med antingen laborativa material eller arbetsblad (Cain-Caston,
1996). De elever som hade fatt en undervisning baserad pa arbetsblad preste-
rade pa en for aldersgruppen normal niva, medan de elever som undervisats med
hjilp av laborativa material uppvisade ett resultat tva nivier hogre. I de till testen
horande resultatskalor hamnade “arbetsbladsgruppen” pd 65 medan "material-
gruppen” fick resultatet 81.

I en amerikansk studie av 113 elever i 9-12-arsildern beskrivs hur de loser
textuppgifter som handlar om pengar (McNeil, Uttal, Jarvin & Sternberg,
2009). Eleverna delades in i tre grupper:

— Grupp 1fick tillging till sedlar och mynt som i hég grad liknade riktiga
pengar, men inte papper och penna.

— Grupp 2 fick sedlar och mynt som var mer schematiska och icke-realistiska.
En endollarssedel motsvarades av ett papper i samma storlek som en riktig
sedel, men med enbart en tryckt etta pi. Mynten bestod av vita cirkelfor-
made pappersbitar dir 1c respektive 10 ¢ var tryckt med svart. Eleverna
hade ocksa tillgang till papper och penna.

— Grupp 3 hade endast tillging till papper och penna.

Resultatet visade att de elever som inte hade tillging till laborativt material
lyckades nigot bittre in de som hade det. Forfattarna poingterar att skillnaden
var liten och varnar for att dra alltfor stora slutsatser utifrin denna jimforelse.
Forklaringen ansdgs vara att det verklighetsniira materialet kunde leda eleverna
bort frin de matematiska begrepp som det laborativa materialet forvintades
representera. Det var inte heller sikert att eleverna automatiskt uppfattade den
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bakomliggande matematiska idén. Alla elever kanske inte forstod att en dollar
och 10 cent samtidigt var ett uttryck for $1.10. Undersdkningen gjordes i en
provsituation och de elever som hade tillging till sedlar och mynt fick dirfor
ingen undervisning om pa vilka sitt de kunde ta hjilp av dem for att komma
fram till korrekta l6sningar. De forvintades hitta metoder pa egen hand.

I en uppfoljande studie deltog 85 elever i 10-11-drsaldern dir forskarna
undersokte i hur hog grad eleverna uppvisade fel som berodde pa begreppsliga
respektive icke-begreppsliga missforstind. En uppgift bestod av att riikna ut hur
mycket en pojke ska ha tillbaka pa en 5-dollarssedel nir han képer tva saker som
kostar $0.20 resp $1.15. Att addera alla tal i uppgiften: $5.00+$0.20+$1.15=
$6.35 bedomdes som tecken pa ett begreppsligt missforstind.

I den nya studien blev resultatet omvint, dvs grupp 1 som hade tillging till
realistiska sedlar och mynt hade firre fel som kunde hirledas till begreppsliga
missforstind. Grupp 3 som inte alls hade tillging till sedlar och mynt hade storst
andel fel som berodde pa begreppsliga missforstind. Anledningen till skillna-
den anségs vara att nir eleverna hade tillging till pengar var de mer beniigna att
dra férdel av sitt informella kunnande och de var mer kiinsliga for svaren de fick
fram. Utgick de i exemplet ovan frin en 5-dollarssedel och kdpte tva saker, insag
de att svaret inte kunde bli $6.35. I grupp 3 som inte hade pengar tycktes elev-
erna ha littare for att ignorera sin omvirldskunskap. Skillnaden mellan grupp 2
och grupp 3 var inte statistiskt signifikant.

Det skrivs ocksd fram att i en traditionell provsituation kan ett verklighets-
nira material som eleverna inte tidigare anvint under matematiklektioner leda
till forvirring. I andra situationer dir elever inte ska prestera sé felfritt som moj-
ligt, kan det istiillet vara en fordel att utg fran verklighetsniira material, menar
forfattarna. Nir elever diskuterar utifran laborativa aktiviteter kan det vara en
poing att dven missforstaind uppstar. Dessa kan da synliggoras i klassen, tas upp
till diskussion och redas ut. Dessutom kan liraren utnyttja det verklighetsnira
materialet s att eleverna kan se relationen mellan det och matematiken.

Eleverna ser ndgot annat

Ball (1992) fér ocksa en diskussion om att lirare kan verskatta mojligheten att
pévisa matematiska idéer med laborativa material eftersom de genom sin egen
matematiska forstaelse kan "se” begreppen. Elever som inte har samma matema-
tiska forstielse kan ”se” annat. De kan tolka ett material pa ett helt annat sitt in
det som liraren avsett. Hon ger ett exempel nir en elev med hjilp av brikstavar
ska undersdka vilket som ir storst: tre tredjedelar eller fem femtedelar? Eleven
svarar att det ir fem femtedelar eftersom det ir flest bitar. I detta fall, forklarar
Ball, kimpade eleven med att forsoka lista ut vad det var han skulle uppmirk-
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samma. Var det antalet bitar? Var det storleken pé bitarna? Att eleven kan "se”
nigot annat in liraren planerat kan jimforas med Vygotskijs diskussion om hur
olika ett och samma schackbride kan uppfattas av personer beroende pa deras
varierande kunskaper om spelet (Cobb, 1995). Den som inte ir insatt i schack-
spel kan "se” pjiserna enbart utifrin de yttre egenskaperna medan en person
som ir vil fortrogen med spelet och dess regler, kan "se” en helt annan mening
grundat pa pjisernas virde och positioner.

Oldmplig anvéndning

Ibland anviinds laborativa material pa olimpliga eller rent av felaktiga sitt
(Baroody, 1989; Szendrei, 1996). Cuisenairestavar kan komma till mycket god
nytta for att elever ska fa forstielse for exempelvis mitandets princip eller for
brakbegreppet, men Szendrei ger ocksd exempel pa felanvindning nir elever blir
uppmanade att memorera firg kopplat till tal, "vit = 1”. Hir reduceras anvind-
ningen av cuisenairestavarna till triviala riknedvningar i addition, i stillet for att
vara ett material som kan utnyttjas for att, i varierande svarighetsgrad, visa rela-
tioner mellan tal. Vid exempelvis brakrikning maste en stav kunna representera
olika tal, ibland ir det den gula staven som #r det hela, ibland den svarta. Att
anvinda stavarna pa det sittet blir oméjligt om eleven redan pa forhand "vet”
att den gula staven "ir 5”. Arthur Baroody dterberittar en liknande historia om
elever som fann sin egen vig di de skulle anvinda cuisenairestavar tillsammans
med speciella arbetsblad for att finna summor. De tog den vita staven (kuben)
som matt och gjorde egna markeringar pa de andra stavarna. Baroody ifragasit-
ter inte virdet av cuisenairestavarna, men undrar om det inte hade varit limp-
ligare att dessa elever, vid denna typ av uppgifter, fitt anviinda byggbara kuber
istillet.

[ en artikel beskrivs ett annat exempel da laborativt material anviinds pa ett
mindre limpligt sitt (Ball, 1992). En elev visar att han har missuppfattat begrep-
pet udda och jimna tal da han ritar cirklar pa rad som delas in i grupper med
hjilp av streck och han kommer fram till att ett tal samtidigt kan vara bdde och.
Eleven far dirfor cirkulira markorer, men han ligger upp dem pa samma siitt
som da han ritade cirklar. I det hir fallet bidrar inte materialet till att han kan
uppticka vad begreppet faktiskt innebir. Under vira kommentarer senare i tex-
ten ges forslag pa hur material istillet kan utnyttjas for att elever ska fa forstaelse
for udda och jimna tal.

Hypotes och feedback

Nir elever arbetar med problemldsning bér de uppmanas att bide stillaen hypo-
tes och att sedan kontrollera sin férutsigelse, si att de omgiende far feedback
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(Battista, 1998; Battista & Clements, 1996; Pang, 2009). Michael Battista beskri-
ver hur en sidan arbetsging kan utformas for att utveckla elevers spatiala for-
maga. Exempel ges pd hur elever arbetar med volymberikning genom att de forst
ska fundera éver hur manga kuber som fir plats i avbildade lador av olika storlek
och direfter kontrollera med hjilp av material — kuber och lidor som de sjilva
tillverkat i papper. Att borja med att férsoka forutsiga resultatet dr ndodvindigt,
menar han, dirfor att antagandet visar den uppfattning eleven for tillfillet har
om volym. Genom att bide gora férutsigelser och sedan testa dem, far eleverna
redskap for att reflektera dver sitt sitt att tinka, vilket i sin tur kan hjilpa dem
att forfina och utveckla sitt tinkande kring det matematiska begreppet. Om
eleverna endast fyller Iidor med kuber och limnar ett korrekt svar, ger det inte
underlag for reflektion dérfor att

— det ir skillnaden mellan férutsigelse och faktiskt resultat som bidrar till
forindring av tankestrukturen

— elevernas uppmirksamhet riktas mer mot "gérandet” in mot det egna
tinkandet.

I en israelisk studie undersoktes, i ett liknande syfte, hur ett vilstrukturerat
arbetssitt kan bidra till att skapa forindringar i elevers matematiska tinkande
(Schwarz & Linchevski, 2007). 60 elever i 15-drsaldern var indelade i tva grup-
per, en experimentgrupp och en kontrollgrupp. De samarbetade tva och tvi
med problem som handlade om proportionalitet. Till varje uppgift fanns tva par
av block (AB och CD) avbildade pi papper och eleverna skulle diskutera den
relativa vikten av C och D. I experimentgruppen uppmuntrade samtalsledaren
till diskussion (tex dvertyga oss andra om det), stillde frigor (tex vad hinder
om ...7) samt bad om fortydliganden ifall hon inte forstod vad eleverna menade.
[ slutet av diskussionen tog samtalsledaren fram en balansvig och exakt samma
uppsittning av block som i den aktuella uppgiften. Om vigningen inte stimde
med elevernas tidigare resultat uppmanade hon eleverna att diskutera varfor
den inte gjorde det. I kontrollgruppen fick eleverna inte nigot stod nir de skulle
argumentera for sitt tinkande.

Experimentgruppen visade betydligt bittre resultat pi det individuella tes-
tet som genomfordes tre veckor senare. Detta ansigs bero pa tva faktorer. Det
ena var att eleverna praktiskt hade fatt testa sin hypotes genom att sjilva viga de
olika blocken pa en balansvig och dirmed fitt omedelbar feedback. Det andra
var att samtalsledaren medvetet skirpte elevernas argumentationsférmaga.
Studien visade att det var forst efter att eleverna sjilva hade testat sin hypotes
med hjilp av balansvigen som diskussionen verkligen ledde till begreppsutveck-
ling. Forfattarna menar att det inte ir alla diskussioner som leder till begrepps-
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utveckling, utan att det krivs bade indirekt och direkt handledning. Indirekt
handledning innebar i detta sammanhang att eleverna sjilva kunde testa sin
hypotes. Direkt handledning innebar att samtalsledaren stillde frigor om orsak,
bad om klargdranden och gav antydningar om samband mellan olika asikter. Att
stillafrigor om orsak kan vara ett exempel pa kognitivt utmanande fragor, vilket
tas upp i nista stycke.

Kognitivt utmanande fragor

I en amerikansk studie uppmirksammas behovet av kognitivt utmanande upp-
gifter. I studien ingick 32 lirare som undervisade eleveri dldrarna 11-15 ir i mate-
matik och syftet var att undersoka i vilken grad som lirarna anvinde sig av upp-
gifter av hog kognitiv respektive lig kognitiv karaktir (Silver, Mesa, Morris, Star
& Benken, 2009). Uppgifter av hog kognitiv karaktir uppfyller enligt forskarna
minst ett av foljande kriterier:

— eleven forklarar, beskriver, motiverar, jimfor eller bedomer
— eleven tar beslut och gor val, planerar eller formulerar fragor eller problem

— eleven ir kreativ pa ndgot sitt, som tex genom att anvinda en kind proce-
dur pi ett nytt sitt

— eleven arbetar med fler in en representation pa ett meningsfullt sitt tex
genom att dversitta frin en representation till en annan eller att forklara
sambandet mellan tvi eller flera representationer.

Uppgifter av lag kognitiv karaktir uppfyller minst ett av foljande kriterier:

— eleven behover endast utfora rutinfirdigheter i for dem redan kinda
procedurer

— deir potentiellt utmanande, men gors rutinmissiga da liraren "lotsar”
eleven, delar uppgiften i ett antal ej utmanande delfrigor eller ger forslag pa
limplig l16sningsmetod

— eleven behover endast ge forklaringar av icke-matematisk natur, tex viirde-
rande omdomen: var det litt eller svart, kul eller trikigt?

Resultaten visade att av samtliga undersokta undervisningssituationer var det
endast 30 procent som ansigs vara av hog kognitiv karaktir. Av 43 situationer
som inneholl nigon form av laborativa aktiviteter var det 20 som uppfyllde kri-
terierna for hog kognitiv karaktir. Forfattarna menar att lirarna inte alltid tar
till vara mojligheten att tex vid laborativt arbete anviinda kognitivt utmanande
uppgifter pa ett systematiskt sitt. De efterlyser lirarhandledning om hur upp-
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gifter kan utformas sa att elever far 6kade mojligheter att lira matematik. Deras
resonemang stimmer vil éverens med Nilssons studie, dir han framhaller vik-
ten av att skapa kognitiv konflikt for att en forindring i elevens tinkande ska ske
(G Nilsson, 2005).

[ en annan studie (Sahin & Kulm, 2008) undersoktes hur tva lirare under fem
matematiklektioner anvinde tre olika kategorier av fragor till elever i motsva-
rande grundskolans mellersta del.

— Den forsta kategorin bestod av undersokande frigor dir eleverna uppma-
nades att forklara eller nirmare utveckla sitt tinkande, ta hjilp av tidigare
kunskap eller att prova sina idéer.

— Den andra kategorin bestod av guidande frigor dir liraren stillde stodfrigor
om nista steg, eleverna ombads att fundera om det fanns nigon generell 16s-
ningsstrategi som kunde vara limplig eller dir liraren stillde en serie frigor
som kunde ge eleverna en fingervisning om hur de kunde gi vidare.

— Den tredje kategorin var faktabaserade frigor dir eleverna tillfrigades om
sakuppgifter, definitioner eller ett specifikt svar pa en viss uppgift.

Den ena liraren var nyutexaminerad och den andra liraren betraktadesistudien
som en erfaren lirare. Resultatet visade att de mest frekventa fragekategorierna
hos bida lirarna var de faktabaserade fragorna. I artikeln pipekas att s har lira-
res fragor sett ut under dtminstone de senaste hundra dren. Anledningen anses
vara att faktabaserade fragor kan stillas minga ginger under en lektion men med
varierande innehall. Den nyutexaminerade liraren stillde dverlag mer underso-
kande fragor in den mer erfarna liraren. Men, i de situationer som den erfarna
liraren anviinde laborativa material tenderade iven hennes undersokande fragor
att 6ka. Detta forklaras med att de laborativa materialen kan bidra till att elev-
erna blir mer involverade och att de dirfér ocksa far fler undersdkande fragor.

[ artikeln efterlyses ytterligare forskning for att undersoka detta férhillande i ett
storre sammanhang,

Lovisa Sumpter har i sin avhandling studerat hur svenska gymnasieelever
resonerar nir de loser uppgifter i matematik och hon fann att imitativt reso-
nemang dominerade, medan kreativt resonemang var sillan férekommande
(Sumpter, 2009). Imitativt resonemang innebir att komma ihdg inlirt stoff och
att muntligt eller skriftligt aterge ett fullstindigt svar. Eleverna kan pé en ytlig
niva kopiera tidigare procedurer eller flja en annan persons handledning utan
att ifrdgasitta varfor det ledde till en korrekt [6sning av uppgiften. Med kreativt
resonemang menas att resonemanget ir "nytt” for den person som ska losa upp-
giften eller att det glomts bort men iteruppvicks. Resonemanget ska dessutom
vara rimligt, dvs eleven ska kunna motivera varfor slutsatserna ir sanna eller
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troliga och det ska ocksd vara matematiskt grundat. I diskussionen efterlyser
Sumpter forskning om hur elever i for- och grundskolan resonerar i matematik.
Hon refererar till de svenska resultaten pad TIMSS 2007 och lyfter fram beho-
vet av att flytta fokus frin procedurer till kreativa och vil grundade matema-
tiska resonemang. Sumpter menar att hennes avhandling visar att ett dominant
fokus pa imitativt resonemang tycks vara en begrinsande faktor for eleverna vid
problemlésning.

Gemensamma referenspunkter

Per Nilsson har i sin avhandling studerat hur elever i 12-13-4rsaldern med
utgangspunkt i speciellt utformade tirningsspel kan resonera om och hantera
experimentella situationer som kriver forstielse av slump och sannolikhet
(P Nilsson, 2006, 2009). Han fann att de aktuella tirningsspelen resulterade i tvé
positiva undervisningsmissiga virden. For det forsta kan didaktiskt utformade
spel utmana elevers forgivettagande och fi dem att reflektera 6ver de mate-
matiska principer som liraren vill att de ska forsti. For det andra kan liraren
anvinda spelsituationerna som gemensamma referenser. Eleverna gor upptick-
ter i spelsammanhanget som bade de och lirarna kan g tillbaka till och utnyttja
i den fortsatta undervisningen. Han fascinerades av hur naturlig nyfikenhet och
vilja att utforska och forsta sin omvirld kan utvecklas hos elever nir de fingas
av en aktivitet som intresserar dem. I sina studier har han tydligt sett hur denna
nyfikenhet och vilja kan driva elevers lirande. "Vad jag menar ir att den typ av
situationer som tirningsspelen representerar kan frambringa matematiska for-
magor hos elever som minga ginger aldrig far tillfille att trida fram och gro om
undervisningen enbart sker pa basis av tex en lirobok” (P Nilsson, 2009, s 118).

Forebyggande arbete

Goldin och Shteingold ger ett exempel pi hur en medveten undervisning med
representationer kan underlitta for elevers forstaelse och forhindra att elever far
svarigheter (Goldin & Shteingold, 2001). En vanlig inlirningsging ir att elev-
erna riknar antal, adderar och subtraherar med hjilp av laborativa material och
direfter gor berikningar med skrivna siffror. Yngre elever lir sig tidigt i skolan
att "du kan inte ta bort ett storre tal frin ett mindre” och nir sedan negativa tal
infors, maste de indra i sin forstielse. Forfattarna refererar till forskare som kri-
tiserar denna inlirningsging eftersom den kan leda till missuppfattningar och
som istillet argumenterar for att det ir mojligt med en tidigare undervisning om
negativa tal med laborativa material. Det finns i artikeln beskrivet hur tvéfirgade

Nationellt centrum for matematikutbildning 51



ELISABETH RYSTEDT & LENA TRYGG

52

markorer, dir en firg representerar positiva tal och den andra firgen negativa tal,
kan anviindas i denna alternativa inlirningsgang.

Aven i specialundervisning kan modellen med de tre stegen concrete’ —
representational’ — "abstract’ (i viss litteratur forkortad till CR A) anvindas. The
Access Center beskriver utifran forskningsresultat hur CRA kan 6ka matema-
tikresultaten for dessa elever (The Access Center, 2004). I texten ges tydliga
exempel pa hur liraren kan anviinda de tre stegen i specialundervisning i mot-
svarande grundskolan. Det framhalls att med CRA gir det att stodja elevernas
forstaelse for de underliggande matematiska begreppen innan de borjar ”lira sig
regler”.

Uppféljande diskussion med elever

Liping Ma har jaimfort kinesiska och amerikanska lirares forstielse av grundlig-
gande matematik (Ma, 1999). De kinesiska lirarna hade kortare utbildning in
sina amerikanska kollegor, men de hade inda ett djupare kunnande i matema-
tik. Forvintningarna pa elevers kunnande gick ocksa att relatera till lirarnas eget
imneskunnande. En avgdrande skillnad mellan de amerikanska och kinesiska
lirarna var att de kinesiska lirarna hade en uppfoljande klassdiskussion efter den
laborativa fasen, vilket de amerikanska inte hade. De kinesiska lirarna féljde upp
arbetet med att eleverna skulle rapportera, visa, forklara och argumentera for sina
l6sningar. I aktiviteter som involverade laborativa material och speciellt i den
efterfoljande diskussionen gavs eleverna mojlighet att stilla fragor vilka kunde
leda vidare till en fordjupad forstielse i matematik. Det var hiir som linken mel-
lan det laborativa materialet och de abstrakta symbolerna kunde etableras. Att
undervisning ska avslutas med nidgon form av uppféljning och sammanfattning
skrivs ocksa tydligt fram i det statliga kommentarmaterialet for matematikun-
dervisningen i Singapore (Kaur, 2009). I detta finns ett pedagogiskt ramverk
som ger handledning for lirare kring lirande och undervisning och dir star att
undervisning innefattar faserna:

1. introduktion
2. huvudaktivitet

3. slutsatser eller tillimpningar som visar att eleverna behirskar det aktuella
undervisningsinnehallet.

Att utga fran abstrakta exempel

I studien The advantage of abstract examples in learning math framkom att om
malet for matematikundervisningen ir att ge elever kunskaper som kan anvin-
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das i minga olika situationer, kan det vara bittre att utgd fran abstrakta exem-
pel istillet for frin konkreta (Kaminski, Sloutsky & Heckler, 2008). Exempel
som inneholl “ovidkommande information” betraktades som konkreta och de
kunde inkludera fysiska material for yngre elever och vardagsnira situationer
for de ildre. Forfattarna forklarar att matematiska begrepp ir vildefinierade och
abstrakta, de stors inte av irrelevanta detaljer. Av den anledningen menar de att
det finns en storre nirhet mellan de abstrakta exemplen som representerar de
aktuella matematiska begreppen och de abstrakta regler som undervisningen
ska leda fram till. Undersokningsgruppen bestod av universitetsstudenter vilka
medverkade i studien som en del i en psykologikurs. Studenterna fick under
nagra timmar genomfora testet enskilt vid en dator, vilket innebar att det kon-
kreta bestod av skisser pa foremal eller symboler.

Studien far kritik av Matthew Jones i Journal for Research in Mathematics
Education (Jones, 2009a, 2009b). Han ifragasitter studiens uppliggning och
anser dessutom att resultatet har dvergeneraliserats. David Bressoud, mate-
matiker och president i Mathematical Association of America tycker studien
ir intressant men han ir ocksa kritisk (Bressoud, 2008). Han menar att det
i studien sitts upp ett motsatsforhillande mellan abstrakt och konkret trots
att merparten av den matematikdidaktiska forskningen gor det klart att bida
behdvs. Han refererar till rapporten Adding it up dir det framhalls att det finns
ett dmsesidigt ssmband mellan konkret och abstrakt dir det ena hjilper till att
forma det andra. Det iir intressant att notera att studien inte bara har diskuterats
i matematikdidaktiska tidskrifter, den har iven diskuterats livligt pa internet av
forskare, lirare och en matematikintresserad allminhet.

Suydam och Higgins beskriver en studie gjord 1973 av Harold Carney, vilken
visar att den elevgrupp som fick arbeta med ett abstrakt tillvigagingssitt gyn-
nades jimfort med den grupp som arbetade med material (Suydam & Higgins,
1977). Till skillnad frin ménga andra studier var det "den abstrakta gruppen”
som var experimentgrupp och "materialgruppen” var kontrollgrupp. Da Suydam
och Higgins tittade nirmare pa studien visade det sig att kontrollgruppen i stor
utstrickning hade jobbat med arbetsblad istillet for laborativa material.

Organisation av laborativa material

Tillginglighet ir formodligen den faktor som mest paverkar anvindandet av
laborativa material (ERIC Development Team, 1990). Detta kan tyckas sjilv-
klart, finns inte material ir det naturligtvis omoijligt att det blir en del i den ordi-
narie undervisningen. Det kan ind4 vara av betydelse att undersoka orsakerna
till varfér material inte alltid finns till hands.
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Lirare har i undersdkningar fitt ta stillning till vilka faktorer som hindrar dem
att anviinda laborativa material (Swan, Marshall, Mildenhall, White & de Jong,
1996; Szendrei, 1996). Négra lirare var helt enkelt inte intresserade av laborativ
matematikundervisning, de ansig tex att begrepp som har utvecklats via labo-
rativa material aldrig kommer att bli abstrakta for eleven (Szendrei, 1996). Bland
de intresserade lirarna var de vanligaste svaren om hinder:

— brist pd pengar
— brist pa tid

— elevers beteende och uppforande: det blir hogljutt och stokigt i klassrum-
met, eleverna kommer att forstdra materialet

— svartatt hitta en god klassrumsorganisation

— problem med hantering av material: att Iina och limna tillbaka, sortera och
ha koll p4 om delar saknas

— utrymme for laborativa material saknas.

Det framkommer ind4 i lirarnas kommentarer att de som tror pi att laborativa
material dr till gagn for elevernas lirande i matematik, de hittar strategier for att
komma férbi hindren. Det uttrycks ocksa att det kan skilja mycket mellan sko-
lorna, tex hur laborativa material férvaras och hur det kops in. Jimforelse gors
med hur datorer kops in till skolorna, dir en mycket mer genomtinkt och ling-
siktig planering finns (Swan m f1,1996).

Studier visar att laborativa material ofta anviinds under de forsta skoliren men
attdet sedan snabbt minskar (Swan m fl,1996). Skilet ir inte i férsta hand att det
saknas material, tvirtom finns det i regel mycket pa skolorna, men undanstoppat
i skdp och lidor. Den minskande anvindningen kan enligt studien exempelvis
bero pi att

— eninspirerad lirare kdper material som sen blir bortglomt i skipen nir lira-
ren limnar skolan

— den forsta entusiasmen infor ett nytt material ligger sig efter ett tag och
sedan vet inte andra hur det ska anvindas

— material kops for att det trendigt och efter ett tag dor trenden ut

— inkdp har gjorts nir en skicklig forsiljare dvertygat personalen om att mate-
rialet kommer att ”16sa alla problem”

— felkdp gors niir lirarna far veta att de i slutet av en budgetperiod snabbt
maste bestimma sig for inkop och férhastade beslut tas.
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Laborativt arbete i andra dmnen

Det kan vara intressant att gi dver skolans dmnesgrinser och se pa laborativa
arbetssitt i andra imnen. [ kommentaren till den danska gymnasiekursplanen i
matematikskrivsdetframattdetirviktigtattelevernafirupplevamatematik som
ettimne dir experiment ir nyttiga, men att matematik inte ir ett experimentellt
dmne i likhet med de naturvetenskapliga imnena (Undervisningsministeriet,
2008). I den svenska no-undervisningen i grundskolan ir en del av syftet med
laborationer sjilva hanteringen av laborativa material, vilka redskap eleverna vil-
jer och hur sikra de ir pa att anvinda dem. Nagra svenska avhandlingar beror
no-imnet:

Gunilla Gunnarsson har undersokt hur elever i 4k 7 arbetar laborativt med
elementir ellira (Gunnarsson, 2008). Resultatet visar att lirarens syfte med
laborationerna — vad eleverna skulle lira av de olika laborationerna — forblev
implicit for eleverna. Det som diiremot var explicit for eleverna var det som
beskrevs i laborationsinstruktionerna — vad de skulle géra. Gunnarsson
skriver att liraren har en central roll niir det giller att rikta elevernas upp-
mirksamhet pé syftet med den laborativa aktiviteten. Liraren behdvs som
stdd for att eleverna ska se vad som ir relevant att urskilja och observera i
laborationerna. De behover ocksa fa lirarens hjilp med att benimna det som
observerats pi ett naturvetenskapligt korrekt sprak.

Berit Kurtén-Finnis har studerat hur elever i ik 7 arbetar laborativt i kemi
(Kurtén-Finnis, 2008). I avhandlingen ir de enskilda eleverna, labora-
tionsgrupperna samt liraren i fokus. Resultatet visar att det laborativa
arbetssittet som implementerades i undersokningen inverkade positivt pa
elevernas intresse for kemi. Liraren fungerade som en representant for det
naturvetenskapliga samfundet och strivade efter att ge eleverna tillging till
teori och begrepp som de behvde for att kunna forstd och genomfora sina
undersokningar. Kurtén-Finnis betonar vikten av att lirare noggrant tinker
igenom syftet med det laborativa arbetet och med varje enskild laboration.

Peter Hogstrom har i sin avhandling beskrivit vilka mal 21 no-lirare som
undervisar i grundskolans senare dr hade for det laborativa arbetet och

hur mélen sedan forverkligades i undervisningen (Hogstrom, 2009). Hans
huvudresultat var att syftet med laborationerna inte alltid var uppenbart for
eleverna. Lirarna beskrev ocksi under intervjuerna ofta fler mal in de som
framkom under genomférandet i klassrummet. Utifrin studiernas resultat
poingteras vikten av samspel och diskussion mellan liraren och eleverna
under laborationerna s att mélen blir tydliga fér eleverna. De behover ocksa
hjilp att "se vad som #r avsett att se”.
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I avhandlingarna konstateras att lirarens roll ir central vid laborativa arbetssitt,
att liraren maste vara klar 6ver syftet med arbetssittet och kunna kommunicera
det med eleverna. Andra avgdrande faktorer ir att elever behover fa hjilp med
att urskilja vad de ska uppmirksamma i laborationen och att deras sprik- och
begreppsutveckling aktivt stods inom respektive imne. Detta stimmer ocksa
dverens med det som vi tidigare tagit upp om matematikundervisning under
rubriken Didaktiskt perspektiv.

Slojd ir ytterligare ett imne dir eleverna hanterar olika material och redskap.
Slojdprocessen loper i regel 6ver tidsperioder fran nagra veckor upp till en hel
termin och bestér av fyra faser som beskriver hur en idé omsitts till en firdig
slojdprodukt: idé-, planerings-, genomférande- och virderingsfasen (Skolverket,
2005). I slojdens kursplan betonas ett helhetsperspektiv dir elevers delaktighet
och egna initiativ ger dem mojlighet att till hog grad sjilvstindigt medverkaien
naturlig progression genom att experimentera, I6sa problem och géra medvetna
val. Slsjdiamnet later eleverna stindigt gi mellan konkret och abstrakt. Aven om
det ytligt sett ir mest praktiskt arbete genom att konkret material omformas till
konkreta produkter, ir de abstrakta inslagen stindigt nirvarande. Bara genom
att se pd benimningen av de fyra faserna blir det exempelvis uppenbart att elev-
ers dokumentation bor vara ett betydande inslag i slojdprocessen. Forskningen
inom svensk skolslojd ir, dtminstone jimfort med den matematikdidaktiska
forskningen, relativt begrinsad, men ett exempel ir Marlene Johanssons
avhandling Sldjdpraktik i skolan — hand, tanke, kommunikation och andra medi-
erande redskap (M Johansson, 2003). Titeln kan idven ge associationer till andra
laborativa arbetssitt tex i bild, hem- och konsumentkunskap samt matematik.
For den som ir intresserad av problemldsning i matematik och kinner till Polyas
arbetsging finns ocksa minga tydliga beréringspunkter (Polya, 1970).
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Sammanfattning

Litteraturgenomgingen sammanfattas i punktform dir studier som berort lik-
artade omraden har sammanforts:

— Den historiska tillbakablicken visar att bruket av konkreta material inom
matematisk tillimpning och matematikundervisning inte ir nidgon ny fore-
teelse (Ball, 1992; Comenius, 1989; Dienes, 1960; ERIC Development Team, 1990; Gattegno,
1979; Kidwell m f1, 2008; Kruse, 1910; Malmer & Rudqvist, 2005; Nationalencyklopedin, 1996;
Nordstrom, 2009; Sowell, 1989; Szendrei, 1996; Thompson, 1991; Wang, 2007).

— De laborativa materialen i sig ger inte eleverna matematiska insikter.
Matematik ir ett viirde som liraren maste tillféra och / eller Iyfta fram (Ball,
1992; Baroody, 1989; Clements, 1999; Fennema, 1973; Goldsby, 2009; Lowing & Kilborn,
2002; Meira, 1998; Moyer, 2001; Suydam & Higgins, 1977; Szendrei, 1996; Uttal m f1,1997).
Laborativt material kan med limplig undervisning spegla de bakomliggande
begreppen (Fuson, 1990).

— Aktiviteter kan skapa gemensamma referenser som underlag for den
fortsatta matematikundervisningen (P Nilsson, 2006, 2009). Genom att bide
gora forutsigelser och sedan testa dem fir eleverna redskap for att reflek-
tera Over sitt sitt att tinka (Battista, 1998; Battista & Clements, 1996; Pang, 2009;
Schwarz & Linchevski, 2007). Behovet av kognitivt utmanande frigor och
resonemang uppmiirksammas (Sahin & Kulm, 2008; Silver m f1, 2009; Sumpter, 2009).
Matematikundervisning, savil laborativ som annan, ska avslutas med nigon
form av uppféljning och sammanfattning (Kaur, 2009; Ma, 1999).

— Formagan att kunna hantera olika representationer av samma matematiska
forhillanden lyfts fram i manga texter. Viigen mellan det konkreta och
abstrakta beskrivs ofta som samband mellan skilda representationer (Bruner,
1966; Goldin, 2003; Goldin & Shteingold, 2001; Heddens, 1986; Juter, 2009; Lesh, 1981,
MclIntosh, 2008; Monk, 2003; Reys & Post, 1976; Skolinspektionen, 2009; Skolverket, 1997,
2003b, 2009b; Smith, 2003; Undervisningsministeriet, 2002). Elever kan ha svarighe-
ter att gora kopplingar mellan representationer (Ainsworth, 2006; Barmby m fl
2009; Clements, 2007). En medveten undervisning med representationer kan
underlitta for elevers forstaelse och forhindra att svarigheter uppstar (Goldin
& Shteingold, 2001; K-8, 2004). Formagan att uttrycka sig skriftligt ses som en del
i elevernas kunskapsprocess (Bergh Nestlog, 2009; Berthold m f1, 2007; Niickles m 1,
2009; Undervisningsministeriet, 2008).

— Laborativ matematikundervisning ger tillfillen till varierande sitt att
analysera och bedoma elevernas kunnande, men det ir ocksa viktigt att gdra
begrinsade urval nir det giller uppgifter (Heddens, 1997; Ryken, 2009; Skolverket,
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2003a, 2009a; van den Heuvel-Panhuizen, 2005). Laborativa material kan fungera
som verktyg genom att liraren kan "se” hur eleven tinker (Fennema, 1973;
Heddens, 1997). A andra sidan kan eleven "se” nigot annat i den laborativa akti-
viteten in den matematiska idé liraren hade planerat att de skulle uppmiirk-
samma (Ball, 1992).

Lirarens roll ir avgorande for vilken effekt den laborativa matematikunder-
visningen far for elevernas lirande (Ball, 1992; Moyer, 2001; G Nilsson, 2005; Suydam
& Higgins, 1977; Szendrei, 1996; Taflin, 2007). Lirare maste ges mojlighet att tillsam-
mans f3 utveckla laborativ matematikundervisning (Ball, 1992; Moyer, 2001;
Sowell, 1989; Szendrei, 1996). Aven niir lirare anvinder liknande metoder vid
laborativ matematikundervisning kan det inda leda till att eleverna far olika
forstielse i matematik beroende pa lirarnas imneskunnande (Ma,1999). Vid
laborativ matematikundervisning ir det viktigt att lirarna organiserar arbe-
tet sd att eleverna blir medvetna om de yttre ramarna (Moyer m f1,1998). Hur
lang tid det laborativa materialet anviinds paverkar resultatet, bist resultat
ger laborativt material om det anvinds under en lingre tidsperiod (Goldsby,
2009; Sowell, 1989; Uttal m f1, 1997).

Laborativt material kan anviindas pa ett olimpligt sitt (Ball, 1992; Baroody,
1989; Szendrei, 1996). Om malet for matematikundervisningen ir att ge elever
kunskaper som kan anvindas i manga olika situationer kan det vara bittre
att utg fran abstrakta exempel istillet fér konkreta (Kaminski m f1, 2008).

De dversikter som gitts igenom och spinner dver de senaste 80 dren ir
samstimmiga, de tar upp bide positiva och negativa aspekter av laborativ
matematikundervisning (Goldsby, 2009; Sowell, 1989; Suydam & Higgins, 1977).
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Kommentarer

Vi vill avsluta med négra av vira egna reflektioner utifrin de studier vi tagit del
av i forhallande till de erfarenheter vi har inom imnesomradet. Det som i férsta
hand férvanat oss dr att vi inte funnit studier som bittre kan svara pa de fragor
som vi stillde i borjan av arbetet med denna 6versikt. I planeringsstadiet utgick
viifran att det skulle finnas minga undersdkningar som tex jimforde effekten av
elevers lirande d3 lirare med liknande bakgrund undervisade samma moment
och dir en elevgrupp anvinde laborativa material och en annan jimforbar grupp
inte gjorde det. Vi tinkte oss en grupp dir eleverna langsiktigt fick arbeta med
manga representationer mellan konkret och abstrakt och dir dokumentation
spelade en tydlig roll jimfort med en grupp som under samma tidsrymd arbe-
tade mer traditionellt med lirargenomgangar vid tavlan och enskilt arbete i liro-
boken. I de jimfoérande studier som vi ldst iir det snarare olika kategorier av lirare
som jimfors: lirare som uppfattar laborativa material som “rolig matte” jimfort
med "riktig matte”, lirare som har olika grader av strukturerad och lirarstyrd
undervisning, amerikanska respektive kinesiska lirare och deras olika lektions-
strukturer samt nyutexaminerade i jimférelse med erfarna lirare.

Vi har settatt detfinns skillnader i frigestillningarna beroende pa under vilka
rtionden som studierna genomforts. I tidigare studier efterfrigades oftare pa
vilken nivé i en speciell hierarki material skulle anvindas (ERIC Development
Team, 1990; Kieren, 1971; Sowell, 1989) liksom mer detaljerade frigor om vil-
ket material som passar bist i olika situationer. I senare studier handlar det mer
frekvent om vad som hinder nir laborativa material sitts in i en viss kontext.
Detta uppfattar vi som att det ligger i linje med Vygotskijs teorier om att barns
utveckling sker i samspel med deras omgivning. Ett exempel pa det kan vara de
tirningsspel som Nilsson anvinder vid undervisning om slump och sannolik-
het (P Nilsson, 2009). Skillnaderna mellan fragestillningar anser vi hora ihop
med olika syn pa férhillandet mellan lirande och utveckling, vilket redovisades
under rubriken Kunskap och lirande. Detta stimmer ocksi med den erfaren-
het vi har av fragor fran lirare. Allt firre efterfrigar material och aktiviteter pa
detaljniva, minga fler onskar stod och rad for att f hog kvalitet och lingsiktighet
i det laborativa arbetssittet inom den ordinarie matematikundervisningen.

Kritiska synpunkter

Vi har kritiska synpunkter pa uppliggningen av flera studier vi gitt igenom och
har valt att lyfta fram fyra aspekter:

— Okdnt material och ingen undervisning. Elever i vissa undersokningar (Cobb,
1995; McNeil m fl, 2009) har ibland fatt mota ett for dem okiint material
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som de ska arbeta med utan féregiende undervisning. Eleverna har sjilva
fatt forsoka lista ut sambandet mellan materialet och matematiken. Det
strider mot vért sitt att se pd laborativ matematikundervisning. Vi menar
att eleven, pa limpligt sitt, maste bli medveten om den matematiska idén
och syftet med aktiviteterna samt fa hjilp att rikta sin uppmirksamhet mot
kritiska punkter i det laborativa arbetet. Vi anser att stod for detta synsitt
kan hiimtas hos manga forskare (Ball, 1992; Moyer, 2001; Szendrei, 1996).

— Provliknande situationer. Det forekommer ocksa att undersdkningar gors i
en situation som kan betraktas som ett provtillfille (McNeil m fl, 2009) eller
som ir konstlad for eleverna i de fall da de far sitta ensamma eller tillsam-
mans med ett fital kamrater i ett annat rum #in det vanliga klassrummet och
liraren dr utbytt mot en annan person som ansvarar for att undersdkningen
genomfors.

— Tidsaspekt. Det har visat sig att bist resultat ger laborativt arbete om det
far pdgd under en lingre period, vilket i en metaanalys preciseras till minst
ett &r (Sowell, 1989). Ett stort antal studier granskar hur elever arbetar
laborativt under en i vira 6gon kort period, inte ovanligt med 6-10 veckor
(Suydam & Higgins, 1977). Kanske en orsak kan vara att det sillan finns
ekonomiska och organisatoriska méjligheter till longitudinella studier. Vi
har ocksé upplevt att det ir svirt som lisare av forskningsrapporterna att
avgodra hur elevernas ordinarie undervisning ser ut. Hur vana ir de vid att ha
laborativa material tillgingliga?

— Begrinsad del — inte hela processen. Det vanliga ir att forskare har valt att
se pa en begrinsad del av elevens lirande eller kunnande (Kaminski m {1,
2008; McNeil m f1, 2009; Sowell, 1989; Suydam & Higgins, 1977) istillet for
att titta pa hela processen utifrin lirarens intentioner med den laborativa
aktiviteten, hur de stimmer dverens med det praktiska genomférandet,
interaktion lirare — elev och elev — elev samt hur de laborativa aktivite-
terna uppfattas av eleverna. Inom naturorienterande skolimnen finns flera
svenska doktorsavhandlingar som under senare ar behandlat hela processen
vid laborationer i ett undervisningssammanhang. Vi hoppas att motsva-
rande dr pa ging inom den svenska matematikdidaktiska forskningen.

Tillfalle att arbeta med olika representationer

Vi vill pasta, baserat pa tidigare erfarenheter och utifrin detta arbete, att en av
fortjinsterna med laborativa material ir att de ger ytterligare en mojlighet att
arbeta med olika representationer i matematik. Detta medfér en nyanserad syn
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pé laborativ matematikundervisning. Det handlar inte om att anviinda labora-
tiva material p4 matematiklektioner — eller inte. Det handlar istillet om att, dér
sd dr limpligt, ge elever mojlighet att mota olika representationer av matema-
tiska objekt, problem, begrepp eller situationer och att gora kopplingar mellan
representationerna i syfte att fi okad forstielse for den abstrakta och generella
matematiken. Det finns studier som visar att lirare "tar till” laborativa mate-
rial i sin anstringning att utveckla undervisningen, men utan att de reflekterar
over hur materialet ska stodja dvergingen till allt fler och allt mer avancerade
representationer (Clements, 1999; Moyer, 2001). Det ricker inte med att "plocka
fram” laborativa material pa en lektion och lita eleverna "gira” en aktivitet. Den
matematiska idén i det laborativa materialet miste ses som en representation, i
form av en laborativ modell, som eleverna lir sig att uttrycka med hjilp av andra
representationer som tex bilder, omvirldssituationer, talade och skrivna sym-
boler. Syftet ir att eleverna ska bli medvetna om sambandet mellan konkret och
abstrakt.

Vi har ocksd undrat varfor vissa studier har riktat in sig pa att stilla olika
representationer mot varandra. Sowell (1989) redogor for studier dir forskare
har jimfort resultat da representationerna konkret — abstrakt, bildmissig —
abstrakt och konkret — bildmissig har anvints. Den forsta polariseringen kon-
kret — abstrakt kan vara forstielig, men att sitta in de vriga representationerna i
ett motsatsforhillande uppfattar vi som egendomligt da de istillet borde berika
och stédja varandra (Bressoud, 2008).

Elevdokumentation som kritisk faktor

Enligt var uppfattning ir skriftlig dokumentation — eller snarare brist pa skriftlig
dokumentation — en kritisk faktor vid laborativt arbete i matematik. Ska labora-
tivt arbete fi betydelse i undervisningen, méste dokumentation ses som en vik-
tig del i detta arbetssitt. Motiv for den skriftliga aspekten finns i kursplanen for
matematik dir det stdr att skolan i sin undervisning i matematik ska striva efter
att eleven utvecklar sin formaga att "skriftligt forklara och argumentera for sitt
tinkande” (Skolverket, 2009b).

Om liraren vid planering av laborativ matematikundervisning utgar frin en
enkel trestegsmodell kan dokumentation komma in pa flera olika sitt. Hir foljer
tva forslag dir det forsta har linat drag frin undervisningen inom naturoriente-
rande dmnen:

— Gemensam introduktion. Eleverna skriver ner sina egna antaganden.

— Laborativ aktivitet. Eleverna gor anteckningar under arbetets ging.
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— Gemensam diskussion och uppfoljning. Eleverna sammanfattar sitt kun-
nande genom att tex redogora for likheter och skillnader mellan begreppen
triangel och rektangel. Men allra forst far eleverna borja med att "samla ord”
i listform: de antecknar individuellt alla ord och begrepp som kan vara bra
att anvinda nir trianglar och rektanglar ska beskrivas. I nista steg arbetar de
parvis och kompletterar sina listor med kamratens forslag — om de tycker att
de sjilva glomt eller missat vissa ord. Klassen sammanstiller sedan gemen-
samt alla ord sa att de finns tillgingliga nir eleverna sedan ska ta itu med den
ursprungliga uppgiften. Lirare som arbetar pé detta siitt ger eleverna tillfil-
len till att utveckla sitt sprik. Om eleverna hade borjat skriva direkt, skulle
de ha uttryckt sig med det sprik de redan behiirskar. Med denna arbetsging
kan eleverna kinna att deras eget sprik duger, men genom samarbete i
klassen kan deras ordférrad utdkas och spraket lyftas till en hogre niva in
tidigare.

En annan variant ir att eleverna ndgon vecka innan arbetet startar skriver ner
vad de redan vet om det aktuella matematiska begreppet, som tex likhetsteck-
net, cirkeln eller stapeldiagram. Liraren fir di en god uppfattning om vilka
forkunskaper eleverna har och kan anpassa den kommande undervisningen
utifrdn deras dokumentation. I slutskedet kompletterar de sin forsta text med
vilket nytt kunnande de fitt om det aktuella begreppet. Bida texterna date-
ras och pa si sitt blir lirandet synligt for eleven sjilv, forildrar och lirare.
Dokumentationen #r ocksi mojlig att anvinda som underlag fér IUP och dis-
kussion vid utvecklingssamtal.

Elever och lirare maste ocksia komma 6verens om huruvida det ir det mate-
matiska tinkandet och /eller texten som ska std i fokus. Det far inte leda till en
pélaga for elever som helst vill undvika att skriva texter. Skrivandet ska sjilvklart
inte drivas in absurdum och det ir upp till lirarens fingertoppskinsla att avgora
nir dokumentation kan tillféra nagot till elevernas lirande.

I den litteratur vi gitt igenom har vi inte funnit studier kring elevers egen
reflektion i samband med laborativt arbete i matematik och / eller skriftlig doku-
mentation. Diremot finns ett intressant utvecklingsarbete som varit en del i ett
tidigare nordiskt projekt vid namn Nordlab (Utdanningsdirektoratet, 2005). I
Sverige har det foljts upp av PRIM-gruppen i projektet Min egen Matematik,
Mima (PRIM-gruppen) dir elever fran skolar 3 till och med gymnasiet ingatt.
Eleverna har sjilva virderat sitt eget kunnande och arbetat med en elevbok dir
de antecknat tankar, ord, begrepp och regler for att fa hjilp och struktur i sitt
lirande. Elevboken ses som ett hjilpmedel i konceptet "skriva for att lira” och
det dvergripande syftet ir att eleverna ska bli mer medvetna om sitt lirande och
matematiska kunnande.
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Lararen ar viktig

Lirarens roll ir central i all matematikundervisning, inte minst vid det laborativa
arbetssittet. Det kan alltid finnas en risk for "hands on — minds off’, dvs att for
eleven blir aktiviteten nigot "att gora” och inte nigot "att férstd”. En grundlig-
gande hjilp for liraren kan vara att infér en laborativ aktivitet sjilv stilla sig och
besvara de tre didaktiska frigorna som i detta sammanhang kan formuleras:

Vad ska liras? Matematikinnehall
Varfor ska det liras? Mal pa kort och lang sikt

Hur ska eleverna fa mojlighet att lira?  Metod — hur aktiviteten ska
genomforas

Kommuniceras detta med eleverna pa limpligt sitt kan risken for ’hands on —
minds off” minimeras.

Liraren behover vara medveten om hur olika material kan stodja begrepps-
bildning (Heddens, 1997) si att en elev som "kort fast” kan gi vidare med hjilp
av ett for situationen mer limpligt material. Ett exempel som vi omnimnt
tidigare ir foljande: Ball beskriver en videoinspelad situation dir eleverna
undersokte om tal var udda eller jimna (Ball, 1992). En elev hivdade att talet
6 kunde vara bide jimnt och udda. Han ritade cirklar och visade hur han
tinkte: 0 0 0 0 0 0 kan delas 0oo | 000; alltsa lika=jimnt i tvd delar, men ocksd
00 | 0o | oo. Eftersom det blev tre (udda) grupper om tva (jimnt) menade han
att talet 6 ocksa kan vara udda. Denna scen har hon visat lirare och manga har
d4 hivdat att eleven hade forstitt bittre om laborativa material hade anviints.
Ball visar uppgiften med cirkulira markoérer och ifrigasitter om det verkligen
hade hijilpt. Detta ir ett exempel som kan pavisa vikten av att anvinda labo-
rativa material "pa ritt sitt vid ritt tillfille”. Vi haller med om att de cirkulira
markorerna troligen inte hade underlittat forstielsen for just denne elev om de
lagts utirad pa samma sitt som han ritade cirklarna. Om han diremot hade lagt
de cirkulira markorerna parvis s hade de kunnat ge en bild av begreppet udda
— jaimnt. Ett kanske bittre sitt att ge eleven stod i sin begreppsbildning hade
varit att ge honom kuber eller kvadratiska markorer. De gar att bygga eller ligga
samman tva och tva i allt lingre rektangelformer. Det blir tydligt att det varan-
nan ging resulterar i en "snygg” rektangel och varannan ging i en rektangel plus
en markor eller kub som “sticker ut”. Genom att "bygga tal” och sitta samman
dem tvi och tva blir det uppenbart att exempelvis tvi udda tal alltid resulterar i
ett jimnt tal. Med en konstruktion som denna kan dven ett generaliserande steg
bli dskadligt. Det har ingen betydelse hur linga rektanglarna gors, det ir bara
de sista kuberna som avgor om talet ir jimnt eller udda. I detta fall borde det
ocksa vara sjilvklart att bade olika laborativa material och fler representationer
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ska anviindas. Hir kan det innebira att eleverna leker sista paret ut vid olika till-
fillen med ett varierande antal deltagande elever.

Det kan tyckas att det stills oerhort stora krav pa en lirare for att kunna
arbeta effektivt med laborativa material. Var grundinstillning ir att lirare som
har adekvat utbildning i matematik och matematikdidaktik har férutsittningar
for att hantera vardagliga undervisningssituationer med laborativa material, men
det finns ocksd material som forutsitter att lirarna sjilva forst dgnar tid 4t det
for att uppticka dess fortjinster och for att lira sig utnyttja detta pa ett korrekt
sitt (Szendrei, 1996). Var erfarenhet ir att det minga ginger inte ir kunskap
om material som behovs utan snarare kompetensutveckling som bidrar till en
storre medvetenhet om hela den laborativa arbetsprocessen med representatio-
ner, elevers dokumentation, lirarledda diskussioner samt analys och bedémning
isyfte att ge elever mojligheter att utveckla nyanserande begrepp som successivt
kan foridlas.

Laroboken

Ibland far vi frdgor om lirobokens roll i férhallande till ett laborativt arbets-
sitt. Ett generellt svar dr att det dr kursplanen som undervisningen ska utgi
ifrin. Matematikundervisningen ska leda fram till att elever fir forstielse
och vi menar att alla bor fa méjlighet att arbeta sivil undersdkande som med
uppgifter av rutinmissig karaktir for att fa dkad sikerhet i sitt kunnande. Vi
ser ingen motsittning mellan laborativt arbete och elevernas bruk av lirobok,
utan menar att de behover fd mota olika arbetssitt for att fa balans i undervis-
ningen. Elever behover arbeta pa olika sitt for att utveckla olika kompetenser. I
Skolinspektionens rapport (Skolinspektionen, 2009) uttrycks det s hir: "Det
finns en stark positiv korrelation mellan anvindning av liroboken och évning i
att hantera procedurer, samt en stark negativ korrelation mellan liroboken och
dvriga kompetenser” (s 20). Vi ser dock idag, som vi tidigare nimnt, ett stort
intresse for laborativ matematikundervisning bland lirare och det ir uppenbart
att intresset ocksa finns hos blivande lirare. Det ir inte ovanligt att lirarstude-
rande under sina examensarbeten viljer att nirmare undersoka mojligheter och
hinder med laborativa liromedel och aktiviteter i matematikundervisningen
(uppsatser.se).

Mattelddor

ERIC Digest beskriver att det tidigare i North Carolina hade satsats pa labora-
tiva material i skolorna och paket hade sammanstillts for olika aldersgrupper
(ERIC Development Team, 1990). Delstaten sig till att det kom dtminstone en
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uppsittning till varje skola. Vid en enkiit till 964 ligstadielirare visade det sig
att bara 11,2 procent anvinde materialet frekvent och 9,5 procent visste inte ens
att det fanns. Det finns minga andra materialuppsittningar eller lador runt om
i virlden. Néigra exempel ir aktiviteter frin Mathematics Task Centre Project
i Australien (Mattegdmmor i Sverige), Forsta hjilpen-lidor frin Mattelandet
i Helsingfors, Matematikk-koffertar frin matematikcentrat i Trondheim och
Matematikkasserne frin Kopenhamn. I Sverige har Navet, ett science cen-
ter i Bords, producerat lddor som hor till deras matematikutstillning Bagdad.
Naturvetenskap och teknik for alla, NTA, tar fram lddor med matematikinne-
hill etc. Flera kommuner har sammanstillt [idor som introduceras pa de egna
skolomradena for att inspirera till laborativ matematikundervisning. Vi har inte
gjort ndgon egen férdjupning om detta, men det avgorande tycks vara pa vilket
sitt lidor implementeras och kanske framforallt hur arbetet med de laborativa
materialen i lddorna f6ljs upp i klassrummen om det ska leda till resultat i elevers
matematiklirande. Skolan maste ordna si att lirarna far tid och mojlighet att
sjilva arbeta med ladornas innehéll och diskutera de didaktiska grundfrigorna i
syfte att utveckla skolans matematikundervisning.

Till sist

Lirare och skolledare stiller allt oftare féljande friga om laborativ matematik-
undervisning: "Vad siiger forskningen, ska vi satsa tid och pengar pa laborativa
material?” Svaret kan ses som en mycket kort sammanfattning av denna kun-
skapsoversikt: Det handlar inte om att anvinda laborativa material eller ej i
matematikundervisningen — det beror pa hur och i vilket syfte de anvinds.

Nationellt centrum fér matematikutbildning

65



ELISABETH RYSTEDT & LENA TRYGG

Referenser

Ainsworth, S. (2006). DeFT: A conceptual framework for considering learning
with multiple representations. Learning and Instruction, 16(3),183-198.

Ball, D. L. (1992). Magical hopes: Manipulatives and the reform of math education.
American Educator,16(2), 14-18, 46—47.

Barmby, P, Harries, T., Higgins, S. & Suggate, J. (2009). The array representation
and primary children’s understanding and reasoning in multiplication.
Educational studies in mathematics, 70(3), 217-241.

Baroody, A. (1989). Manipulatives don’t come with guarantees. The Arithemic
Teacher,37(2),4-5.

Battista, M. (1998). How many blocks? Teaching Mathematics in the Middle School,
3(6), 404—411.

Battista, M. & Clements, D. (1996). Students” understanding of three-dimensional
rectangular arrays of cubes. Journal for Research in Mathematics Education,
27(3), 258-292.

Bergh Nestlog, E. (2009). Perspektiv i elevtexter: Skrifiligt argumenterande i
grundskolans mellandr. Vixjo universitet, Institutionen fér humaniora, Vix;jo.

Berthold, K., Niickles, M. & Renkl, A. (2007). Do learning protocols support
learning strategies and outcomes? Learning and Instruction, 17(oct), 564-577.

Bressoud, D. (2008). Abstract versus concrete examples in teaching math.
(Elektronisk resurs) Himtad fran http://www.maa.org/columns/launchings/
launchings_12_08.html Tillginglig 091209.

Bruner, J. S. (1966). Toward a theory of instruction. Cambridge, Mass.: Belknap
Press.

Cain-Caston, M. (1996). Manipulative queen. Journal of instructional psychology,
23(4),5.

Christou, C., & Papageorgiou, E. (2007). A framework of mathematics inductive
reasoning. Learning and Instruction, 17(1), 55-66.

Clements, D. H. (1999). ’'Concrete’ manipulatives, concrete ideas. Early Childhood,
1(1), 45-60.

Clements, D. H. (2007). Effects of a preschool mathematics curriculum:
Summative research on the building blocks project. Journal for Research in
Mathematics Education, 38(2),136-159.

Cobb, P. (1995). Cultural tools and mathematical learning: a case study. Journal for
Research in Mathematics Education, 26(4), 362-385.

Comenius, J. A. (1989). Didactica Magna — stora undervisningsldran. Géteborg:
Daidalos.

66 Nationellt centrum fér matematikutbildning



Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

Cramer, K., Post, T. & delMas, R. (2002). Initial fraction learning by fourth- and
fifth-grade students: a comparison of the effects of using commercial curricula
with the effects of using the Rational number project curriculum. Journal for
Research in Mathematics Education, 33(2), 34.

Devlin, K. (1997). The science of patterns. New York: Scientific American Library.

Dienes, Z. (1960). Building up mathematics. London: Hutchinson Educational.

ERIC Development Team (1990). Experiential learning of mathematics: using
manipulatives. ERIC Digest. (Elektronisk resurs) Himtad fran http:/www.
ericdigests.org/pre-9217/math.htm Tillginglig 0912009.

Fennema, E. (1973). Manipulatives in the classroom. The Arithmetic Teacher, 20(5),
350-352.

Fuson, K. (1990). Conceptual structures for multiunit numbers: Implications
for learning and teaching multidigit addition, subtraction, and place value.
Cognition and instruction, 7(4), 343—-403.

Gattegno, C. (1979). Talen i firg, bok 1 och 2. Nacka: Esselte studium.

Goldin, G. (2003). Representation in school mathematics: a unifying research
perspective. [ J. Kilpatrick, W. G. Martin & D. Schifter (red), A research
companion to principles and standards for school mathematics (s 275-285).
Reston: VA: National Council of Teachers of Mathematics, NCTM.

Goldin, G. & Shteingold, N. (2001). Systems of representations and the
development of mathematical concepts. I A. Cuoco (red), The roles of
representation in school mathematics (s 1-23). Reston, VA: NCTM.

Goldsby, D. (2009). Manipulatives in middle grades mathematics. (Elektronisk
resurs) Himtad fran http://www.nmsa.org/Research/ResearchSummaries/
Mathematics/tabid/1832/Default.aspx Tillginglig 0912009.

Gunnarsson, G. (2008). Den laborativa klassrumsverksamhetens interaktioner —
En studie om vilket meningsskapande dr 7-elever kan erbjudas i moten med den
laborativa verksamhetens instruktioner, artefaktier och sprik inom elementdr
ellira, samt om lirares didaktiska handlingsmonster i dessa méten. Norrkdping:
Linkopings universitet.

Haara, F. O. & Smith, K. (2009). Practical activities in mathematics teaching:
Mathematics teachers’ knowledge based reasons NOMAD, 14(3), 33-54.

Heddens, J. (1986). Bridging the gap between the concrete and the abstract. The
Arithmetic Teacher, 33(6), 14-17.

Heddens, J. (1997). Improving mathematics teaching by using manipulatives.
(Elektronisk resurs) Himtad fran http://www.fed.cuhk.edu.hk/~fllee/mathfor/
edumath/9706/13hedden.html Tillginglig 091209.

Helenius, O., & Mouwitz, L. (2009). Matematiken — var finns den? Géteborg:
NCM, Géteborgs universitet.

Holt, J. (1982). How children fail. USA: Dell Publishing.

Nationellt centrum for matematikutbildning 67



ELISABETH RYSTEDT & LENA TRYGG

Hoyles, C. & Lagrange, J.-B. (red) (2009). Mathematics education and technology —
rethinking the terrain: the 17th ICMI study. London: Springer.

Hugener, I, Pauli, C., Reusser, K., Lipowsky, F.,, Rakoczy, K. & Kliemen, E. (2009).
Teaching patterns and learning quality in Swiss and German mathematics
lessons. Learning and Instruction, 19(1), 66-78.

Hogstrom, P. (2009). Laborativt arbete i grundskolans senare dr: lirares madl och hur
de implementeras. Umed: Umed universitet.

Japanese Ministry of Education (1998). New mathematics curriculum standards
for elementary school. (Elektronisk resurs) Himtad frian http://www.michinoku.
nejp/~sugayuki/curricul.htm Tillginglig 091209.

Johansson, B., & Wistedyt, I. (1991). Undervisning om problemlsning — ett
historiskt perspektiv. I G. Emanuelsson, B. Johansson & R. Ryding (red),
Problemlosning (s 13-22). Lund: Studentlitteratur.

Johansson, B., & Wistedyt, I. (1992). Undervisning om geometri och statistik —
ett historiskt perspektiv. I G. Emanuelsson, B. Johansson & R. Ryding (red),
Geometri och statistik (s 15-25). Lund: Studentlitteratur.

Johansson, M. (2003). Slgjdpraktik i skolan — hand, tanke, kommunikation och
andra medierande redskap. Goteborg: Acta Universitatis Gothoburgensis.

Jones, M. (2009a). Examining surface features in context. Journal for Research in
Mathematics Education, 40(2), 94-96.

Jones, M. (2009b). Transfer, abstraction, and context. Journal for Research in
Mathematics Education, 40(2), 80—89.

Juter, K. (2009). Studenter lir sig grinsvirden. I G. Brandell, B. Grevholm, K.
Wallby & H. Wallin (red), Matematikdidaktiska frigor — resultat fran en
forskarskola (s 74-90). Géteborg: NCM och SMDF.

Jonsson, P, Aasa, S., Svingby, G., Heath, C., Aresund, M. & Gjedde, L. (2009).
Matematik och det nya medialandskapet. Niamnaren, 36(1), 42—48.

Kaminski, J. A., Sloutsky, V. M. & Heckler, A. F. (2008). The advantage of abstract
examples in learning math. Science, 320, 454—455. (Elektronisk resurs) Himtad
fran http://www.sciencemag.org/cgi/content/full/320/5875/454/DC1 Tillginglig
0912009.

Kaur, B. (2009). Characteristics of good mathematics teaching in Singapore grade 8
classrooms: a juxtaposition of teachers’ practise and students’ perception. ZDM,
The International Journal on Mathematics Education, 41(3), 333-347.

Kidwell, P, Ackerberg-Hastings, A. & Roberts, D. (2008). Tools of American
mathematics teaching, 1800—-2000. Baltimore: The Johns Hopkins University
Press.

Kieren, T. (1971). A forum for researchers: manipulative activity in mathematics
learning. Journal for research in mathematics education, 2(May), 228-234.

68 Nationellt centrum fér matematikutbildning



Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

Kilborn, W. (1981). Vad vet friken om baskunskaper? Stockholm: Liber
UtbildningsForlaget.

Kiselman, C. & Mouwitz, L. (2008). Matematiktermer for skolan. Géteborg: NCM,
Goteborgs universitet.

Kruse, A. (1910). Askddningsmatematik. Stockholm: Norstedt & Séners forlag.

Kurtén-Finnis, B. (2008). Det var intressant, man mdste tinka s mycket. Oppna
laborationer och V-diagram i kemiundervisningen. Abo: Abo Akademis forlag.

Lesh, R. (1981). Applied mathematical problem solving. Educational studies in
mathematics, 12, 235-264.

Lowing, M. & Kilborn, W. (2002). Baskunskaper i matematik — for skola, hem och
sambhdille. Lund: Studentlitteratur.

Ma, L. (1999). Knowing and teaching elementary mathematics: teachers’
understanding of fundamental mathematics in China and the United States.
Mahwah, N.J: Lawrence Erlbaum Associates.

Malmer, G. & Rudqvist, M. (2005). Réiknevdskan: Handledning. Kalmar: Adastra
liromedel AB.

Mclntosh, A. (2008). Forstd och anvinda tal — en handbok. Goteborg: NCM,
Goteborgs universitet.

McNeil, N, Uttal, D., Jarvin, L. & Sternberg, R. (2009). Should you show me the
money? Concrete objects both hurt and help performance in mathematics.
Learning and Instruction 19,171-184.

Meira, L. (1998). Making sense of instructional devices: The emergence of
transparency in mathematical activity. Journal for Research in Mathematics
Education, 29(2), 121-142.

Monk, S. (2003). Representation in school mathematics: learning to graph and
graphing to learn. IJ. Kilpatrick, W. G. Martin & D. Schifter (red), A research
companion to principles and standards for school mathematics (s 250-262).
Reston, VA: National Council of Teachers of Mathematics, NCTM.

Moyer, P. (2001). Are we having fun yet? How teachers use manipulatives to teach
mathematics. Educational Studies in Mathematics 47,175-197.

Moyer, P, Bolyard, J. & Spikell, M. (2002). What are virtual manipulatives?
Teaching Children Mathematics, 8(6), 372-377.

Moyer, P, Jones, G. (1998). Tools for cognition: Student free access to manipulative
materials in control- versus autonomy-oriented middle grades teachers’
classrooms. (Elektronisk resurs) Himtad fran http:/www.eric.ed.gov:80/
ERICDocs/data/ericdocs2sgl/content_storage_01/0000019b/80/15/8f/1b.pdf
Tillginglig 091209.

Myndigheten for skolutveckling (2007). Matematik — En samtalsguide om kunskap,
arbetssdtt och bedomning. Stockholm: Myndigheten for skolutveckling.

Nationalencyklopedin (1996). Hoganis: Bokforlaget Bra Bocker AB.

Nationellt centrum fér matematikutbildning

69



ELISABETH RYSTEDT & LENA TRYGG

70

Nilsson, G. (2005). Att éiga pi. Praxisndra studier av lirarstudenters arbete med
geometrilaborationer. Goteborg: Acta Universitatis Gothoburgensis.

Nilsson, P. (2006). Exploring probabilistic reasoning: a study of how students
contextualise compound chance encounters in explorative settings. Vixjo: Vixjod
universitet.

Nilsson, P. (2009). Elever resonerar om sannolikhet. I G. Brandell, Grevholm,

B., Wallby, K., Wallin, H. (red), Matematikdidaktiska frigor — resultat frin en
Jorskarskola. Goteborg: NCM & SMDEF.

Nordstrom, S. (2009). Matematikundervisningen i Sverige for 100 dr sedan:
redovisningar frin folkskole- till universitetsnivd. Uppsala: Foren. for svensk
undervisningshistoria.

Norton, S. & Windsor, W. (2008). Students’ attitude towards using materials to
learn algebra: a year 7 case study. Paper presented at the The 31st Annual
Conference of the Mathematics Education Research Group of Australasia.

Niickles, M., Hiibner, S. & Renkl, A. (2009). Enhancing self-regulated learning by
writing learning protocols. Learning and Instruction, 19(June), 259-271.

Pang, J. (2009). Good mathematics instruction in South Korea. ZDM The
International Journal on Mathematics Education 41(3),349-362.

Pettersson, A. (2003). Beddmning och betygsittning. Baskunnande i matematik (s
60-75). Stockholm: Myndigheten for skolutveckling.

Polya, G. (1970). Problemlisning: en handbok i rationellt tinkande. Stockholm:
Prisma.

Post, T. (red). (1981). The role of manipulative materials in the learning of
mathematical concepts. Berkley, CA: National Society for the Study of Education
and National Council of Teachers of Mathematics.

PRIM-gruppen. Min egen matematik. (Elektronisk resurs) Himtad fran http://
www.prim.su.se/matematik/nordlab.html Tillginglig 091209.

Reys, R. & Post, T. (1976). The mathematics laboratory: Theory to practice. Boston:
Prindle, Weber & Schmidyt, Inc.

Runesson, U. (2007). A collective enquiry into crirical aspects of teaching the
concept of angles. Nomad, 12(4).

Runesson, U. & Ah Chee Mok, L. (2005). The teaching fraction: a comparative
study of a Swedish and a Hong Kong classroom. Nomad, 10(2).

Ryken, A. (2009). Multiple representations as sites for teacher reflection about
mathematics learning. Journal of Mathematics Teacher Education, 12(5).

Sahin, A. & Kulm, G. (2008). Sixth grade mathematics teachers” intentions and
use of probing, guiding and factual questions. Journal of Mathematics Teacher
Education, 11(3), 221-241.

Nationellt centrum fér matematikutbildning



Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

Schwarz, B. & Linchevski, L. (2007). The role of task design and argumentation
in cognitive development during peer interaction: The case of proportional
reasoning, Learning and Instruction, 17(5),510-531.

SFS 1994:1194 (1994). Grundskoleférordning 1994:1194.

Silver, E., Mesa, V., Morris, K., Star, J. & Benken, B. (2009). Teaching mathematics
for understanding: an analysis of lessons submitted by teachers seeking NBPTS
certification. American educational reasearch journal, 46(2), 501-531.

Skolinspektionen (2009). Undervisningen i matematik — utbildningens innehdll och
dndamdlsenlighet. Stockholm: Skolinspektionen.

Skolverket (1994a). Léiroplan for de frivilliga skolformerna — Lpf 94. Stockholm:
Skolverket.

Skolverket (1994b). Léiroplan for det obligatoriska skolvisendet, forskoleklass och
fritidshem, Lpo 94. Stockholm: Skolverket.

Skolverket (1997). Kommentar till grundskolans kursplan och betygskriterier i
matematik. Stockholm: Skolverket.

Skolverket (2003a). Analysschema i matematik for skoldr 6-9. Stockholm:
Skolverket.

Skolverket (2003b). Lusten att lira — med fokus pd matematik. Nationella
kvalitetsgranskningar 2001-2002. Rapport 221. Stockholm: Skolverket.

Skolverket (2005). Sldjd, dmnesrapport till rapport 253 (NU-03). Stockholm:
Skolverket.

Skolverket (2009a). Analysschema i matematik for dren fore drskurs 6. Stockholm:
Skolverket.

Skolverket (2009b). Kursplan med kommentarer till mdl som eleverna ligst ska ha
uppndtt i slutet av det tredje skoldret i dmnena matematik, svenska och svenska
som andrasprdik. Stockholm: Skolverket.

Skolverket (2009). SIRIS: Ansokan om projektmedel for utvecklingsinsatser i
matematik. (Elektronisk resurs) Himtad fran http://siris.skolverket.se/portal/
page?_pageid=33,114179&_dad=portal&_schema=PORTAL Tillginglig 091209.

Smith, S. (2003). Representation in school mathematics: childrens representations
of problems. 1J. Kilpatrick, W. G. Martin & D. Schifter (red), A research
companion to principles and standards for school mathematics (s 263-274).
Reston: VA: National Council of Teachers of Mathematics, NCTM.

SOU 1992:94 Skola for bildning (Huvudbetinkande av liroplanskommittén).
Stockholm: Utbildningsdapartementet.

Sowell, E. (1989). Effects of manipulative materials in mathematics instruction.
Journal for Research in Mathematics Education, 20(5), 498-505.

Sriraman, B. & Lesh, R. (2007). A conversation with Zoltan P. Dienes.
Mathematical Thinking and Learning, 9(1), 59-75.

Nationellt centrum fér matematikutbildning

71



ELISABETH RYSTEDT & LENA TRYGG

Star, J. & Rittle-Johnson, B. (2008). Flexibility in problem solving: The case of
equation soliving. Learning and Instruction, 18(6), 565-579.

Sumpter, L. (2009). On aspects of mathematical reasoning: affect and gender. Umeé:
Umea universitet.

Suydam, M. & Higgins, J. (1977). Activity-based learning in elementary school:
Recommendations from research. Columbus, OH: ERIC Center for Science,
Mathematics, and Environmental Education.

Swan, P., Marshall, L., Mildenhall, P, White, G. & de Jong, T. (1996). Are
mathematics manipulatives being used in schools? If so how? If not why not?
(Elektronisk resurs) Himtad fran http:/www.aare.edu.au/07pap/swa07178.pdf
Tillginglig 091209.

Svenska Akademiens ordbok. (Elektronisk resurs) Himtad fran http:/
g3.spraakdata.gu.se/saob/ Tillginglig 0912009.

Szendrei, J. (1996). Concrete materials in the classroom International handbook of
mathematics education. Dordrecht: Kluwer.

Taflin, E. (2007). Matematikproblem i skolan — for att skapa tillfdllen for lirande.
Umea: Department of Mathemtics and mathematical Statistics.

The Access Center (2004). Concrete-Representational-Abstract (CRA)
Instructional Approach. (Elektronisk resurs) Himtad fran http://www.
k8accesscenter.org/training_resources/CRA_Instructional_Approach.asp
Tillginglig 091209.

Thompson, J. (1991). Historiens matematik. Lund: Studentlitteratur.

Undervisningsministeriet (2002). Kompetencer og matematiklering. Ksbenhavn:
Undervisningsministeriets forlag.

Undervisningsministeriet (2008). Matematik A — Stx: Undervisningsvejledning.
(Elektronisk resurs) Himtad fran https./www.retsinformation.dk/Forms/R0710.
aspx?id=120566#Bil35 Tillginglig 091209.

uppsatser.se. (Elektronisk resurs) Himtad fran http://www.uppsatser.se/ Tillginglig
0912009.

Utbildningsdepartementet (2009). Forordning (2009:313) om statsbidrag for
utveckling av matematikundervisning,

Utdanningsdirektoratet (2005). Elevsentrert matematikkundervisning
med fokus pd egenvurdering, Norsk del av Nordlab-prosjektet. Oslo:
Utdanningsdirektoratet.

Uttal, D., Scudder, K. & DeLoache, J. (1997). Manipulatives as symbols: A new
perspective on the use of concrete objects to teach mathematics. Journal of
applied developmental psychology, 18,37-54.

van den Heuvel-Panhuizen, M. (2005). The role of contexts in assessment
problems in mathematics. For the Learning of Mathematics, 25(2), 2-9.

72 Nationellt centrum for matematikutbildning



Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?

Wang, Y. (2007). Hands-on mathematics: two cases from ancient Chinese
mathematics. Science & Education. (Elektronisk resurs) Himtad fran http:/
www.springerlink.com/content/qu7646080851g342/ Tillginglig 091209.

Wigforss, F. (1957). Den grundliggande matematikundervisningen: iversikt av
folkskolans kurs i matematik enligt 1955 drs undervisningsplan ur metodisk
synpunkt. Stockholm: Bergvalls.

Wittmann, E. (2005). Mathematics as the science of patterns — a guideline
for developing mathematics education from early childhood to adulthood.
Mathematical learning from early childhood to adulthood. (Elektronisk resurs)
Himtad frdn http:/irem.u-strasbg.fr/php/publi/annales/sommaires/11/WittmannA.
pdf Tillginglig 091209.

Nationellt centrum for matematikutbildning 73






