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Tal i brak- och decimalform

—en rod trad

Materialet bestér av sju kapitel som omfattar brakrikning i ett 1 till 9-perspek-
tiv. Avsikten med materialet dr att ge lirare mojlighet att skapa en kontinuitet
i elevernas inlirning genom att ge en helhetsbild av brékets roll i skolan ur ett
undervisnings- och inldrningsperspektiv.

Det dr naturligtvis mojligt att pa egen hand ldsa igenom texten och noja sig
med det. Men fér att f4 ut mesta moéjliga av materialet rekommenderar vi att
man som larargrupp arbetar gemensamt med materialet pa ungefir samma satt
som man gor i Matematiklyftet. Detta innebir att gruppen kan ta sig an varje
kapitel pa det satt som beskrivs nedan. Fér att materialet ska fungera som tinkt
bor man dven genomféra Skolverkets Diamantdiagnoser om brak som ar lampliga
for respektive drskurs.

Individuell lasning av text

Kom 6verens om vilken del av texten i materialet som ska l4sas infér den gemen-
samma diskussionen. Var och en laser sedan texten vid lampligt tillfalle.

Kollegialt arbete

Diskussion

Diskutera den lista texten i lirargruppen. Féljande typ av fragor kan tjina som
underlag for diskussion.

o Diskutera resultaten i det hir avsnittet i relation till motsvarande resultat pa
er egen skola. Vad har era elever redan forstatt och vilka missuppfattningar
ar vanliga? Hur kan man undervisa s att man undviker att dessa missupp-
fattningar uppstar?

o Hur behandlar ert liromedel de aspekter av brak som beskrivs i kapitlet?
Beskrivs vanliga missuppfattningar som elever kan ha?

Utover dessa mer generella diskussionspunkter som kan anvindas i alla kapitel,
finns dven mer specifika punkter efter varje kapitel.

Att planera

Go6r en prelimindr plan som omfattar nidr och hur de aspekter av brdk som
beskrivs i kapitlet ska tas upp i undervisningen. Ta ocksd med tankar kring hur
man kan undervisa om detta innehall och eventuellt ldampliga aktiviteter.

Nir alla de sju avsnitten dr genomgéngna stills de prelimindra planerna sam-
man till en komplett plan.

Lektionsplanering

Vilj ut nagon typ av brakproblem ur kapitlet som era diagnoser (se Del 1, nasta

sida) visat att era elever klarar mindre bra. Diskutera och planera en eller flera

lektioner/aktiviteter enligt idéerna i det hir avsnittet. En eller flera kollegor

genomfor lektionen, om méjligt kan kollegor auskultera under lektionen. Utvir-

dera och diskutera sedan sévil undervisning som resultat. Om resultatet inte dr

tillrackligt bra, modifiera planeringen och genomfor lektionen i en annan klass.
Innehallet i de olika delarna ser ut sa hir:




Del 1. Brakrdkning ur ett 1 till 9-perspektiv

Hér ges en bakgrund till materialet utgdende fran syfte och centralt innehall i
kursplanen f6r matematik i Lgr11l. Dessutom presenteras resultaten av en omfat-
tande utvirdering av elevers kunskaper om bradk. Mot denna bakgrund rekom-
menderas deltagande ldrare att sjilva ge en eller flera diagnoser for att bilda sig
uppfattning om de egna elevernas kunskaper om brék i olika arskurser. Resultaten
av dessa diagnoser kan senare anviindas som underlag for det fortsatta arbetet.

Del 2. Brik som del av en hel och som del av ett antal

Fér att uppfatta brakens innebérd maste man kunna urskilja olika aspekter av
brakbegreppet. Detta férutsitter en variation i undervisningen som lyfter fram
olika aspekter och olika tillimpningar av brék och rikning med brak. For yngre
elever bér detta utga fran ett laborativt arbetsitt och lampliga konkretiseringar.

Del 3. Del av ett antal samt brdket som tal

Bréket har manga "ansikten”. I den hir delen utvecklas brdket som en del av en
hel, till braket som del av ett antal och som ett tal. Det sker d4ven en koppling mel-
lan tal i brakform och tal i decimalform. Det hir 4r centrala aspekter som dven
spelar stor roll for elevernas uppfattning av begreppet andel och procent.

Del 4. Addition och subtraktion av tal i brakform

Fér att kunna jamfora, addera och subtrahera tal i brakform maste man kunna
skriva om talen s att de far en gemensam nimnare. Detta bor konkretseras pa
ett sddant sitt, att eleverna uppfattar innebérden av férlingning och forkortning,
négot som senare blir en central férkunskap nir eleverna ska arbeta med algebra.

Del 5. Multiplikation och division av tal i brakform

Fér eleverna har multiplikation frdn borjan presenterats som en upprepad addi-
tion. Det dr denna uppfattning som, tillsammans med de grundliggande rikne-
lagarna, bor tas som utgdngspunkt fér att férklara multiplikation och division
med och av tal i brakform. De tvé strategierna fér division: delningsdivision och
innehéllsdivision dr andra centrala utgadngspunkter.

Del 6. Sambandet mellan tal i brak- och decimalform

Varje tal i brakform kan skrivas som ett decimaltal eller som en periodisk deci-
malutveckling och omvint. Detta skiljer de rationella talen frdn de irrationella
talen. Aven matematikens historia har en del att beritta om braken och dess roll
i sambhillet.

Del 7. Brdk som forkunskap till algebra

Vid operationer med tal i brakform krivs en del strategier som inte krivs nir man
opererar med naturliga tal. Detta kan tillfilligtvis undvikas genom att man utfér
operationerna pd en minirdknare eller i decimalform. Detta fungerar emellertid
inte nir man kommer till motsvarande operationer inom algebran. Brikrikning
utgdr en konkretisering av centrala delar av algebran, vilket star i fokus i den hir
delen.

Detta material togs ursprungligen fram som det matematiska innehéllet i Mate-
matiklyftets moduler som behandlar tal och tals anvindning. NCM har beslutat
aterpublicera materialet som en enhet f6r att det ska komma fler till del.




Brak i ett 1 till 9-perspektiv

Syfte: Att ge en bakgrund till arbetet med de Gvriga avsnitten och samtidigt ge en
overblick och skapa en gemensam syn pa arbetet med rationella tal.

Férberedelser: Varje deltagare bor i forvag ha last den text i Skolverkets Diamantdiag-
noser som handlar om rationella tal samt gett de Diamantdiagnoser om brak som ar
lampliga for respektive arskurs. Resultatet bdr sammanstallas pa Skolverkets resultat-
blanketter. De diagnoser som rekommenderas har beteckningar RB och RD i de nya
Diamantdiagnoserna. Alla bor dven i forvag ha last igenom foljande text.

Undervisningen om brak har av tradition varit mycket formell och paverkad av
algebraiska formler och regler. Arbetet med brék har av det skilet ofta uppfattats
som svart och dirfér, under senare &r, tonats ner i undervisningen, inte minst
under de tidigare skolaren. Enligt det centrala innehéllet i Lgr1l, ska det emel-
lertid ske en férindring av detta och en hel del undervisning om brék ska nu ske
redan i drskurserna 1-3. Med tanke p3 att undervisningen av yngre elever brukar
kriva en hog grad av konkretisering, kraver detta en annorlunda syn pé brak och
operationer med brak dn den traditionella. Det 4r en sddan syn som presenteras i
den hir texten.

For att ge ett bra resultat bor en kompetensutveckling ta sin utgngspunkt i
skolans praktik, alltsd bygga pa kunskaper om eventuella brister i undervisningen
och aktuella behov av férindring. Detta bor i sin tur relateras till kursplanens
krav och till de méjligheter som didaktisk forskning och utvecklingsarbete kan
erbjuda. Hir gérs diarfor en tolkning av kursplanens syfte och centrala innehall.
Detta jamfors i sin tur med resultaten frén en storre utvirdering av svenska ele-
vers kunskaper om brék i drskurserna 6 och 8.

Braken enligt kursplanen och i skolan

I kursplanens syfte kan man lésa:

Genom undervisningen ska eleverna ges forutsdttningar att utveckla fortrogenhet
med grundldggande matematiska begrepp och metoder och dess anvindbarhet.

Ett sddant grundliggande begrepp ir brékbegreppet. I en del liromedel har
man emellertid pd senare &r tonat ner brikens betydelse och fokuserat pa
de rationella talens decimalform. Tanken med detta ir troligen att man vill
tillrattalagga och foérenkla undervisningen for de liagre presterande eleverna.

Genom att dversitta additioner som % + i till 0,67 + 0,25 = 0,92 (tex med hjilp

av en minirdknare) har man fatt ett bra ndrmevirde till additionen och man har
sluppit férklara "krangliga” regler f6r brakrakning. Men det &r just detta som &r
problemet. P4 det hir sittet har man ndmligen missat méjligheten att ge eleverna
fortrogenhet med grundliggande matematiska begrepp och metoder. Kortsiktiga 16s-
ningar av det hir slaget déljer ofta akuta problem f6r stunden, men leder s gott
som alltid till stora problem f6r eleverna langre fram.

Vi ldser vidare i kursplanen:

Undervisningen i matematik ska syfta till att eleverna utvecklar kunskaper om
matematik och matematikens anvindning i vardagen och inom olika dmnesom-
raden.

Ett annat viktigt syfte, som inte nimns i texten, ir att skapa férutsattningar for
att eleverna ska lira sig mera matematik och kunna generalisera sina kunskaper
pa ett sddant sitt, att eleverna kan félja undervisningen dven pa gymnasieskolan.
Just inom brakrikningen blir det uppenbart att bristande kontinuitet mellan
brékrikning och grundlidggande algebra leder till stora svérigheter nir eleverna
kommer till gymnasieskolan.




Didaktiska analyser av grundskolans och gymnasieskolans syfte och centrala
innehall visar att brakbegreppet och rikning med brak spelar en central roll i
undervisningen. Det bor samtidigt observeras att decimalformen bara ir ett
alternativt skrivsitt for att skriva vissa typer av tal i brékform. Viktiga riknereg-
ler for decimaltal dr darfor svara att f6rstd om man inte kidnner till motsvarande
regler for rakning med tal i brdkform. Omvint 4r det sé att de regler som bru-
kar anvindas fér rikning med decimaltal inte 1iter sig generaliseras varken till
brékrikning eller till algebra. P4 motsvarande sitt dr begreppet andel 6verordnat
begreppet procent, som i sin tur enbart dr en alternativ metod att beskriva vissa
andelar i form av hundradelar.

Du bér som ldrare ocksé vara medveten om att braken dyker upp i en rad andra
sammanhang i skolans matematik, sdsom i formler, som termer i och 13sningar
till ekvationer och ekvationssystem och inte minst som férkunskap till algebran.
Det hir innebir att elever som inte har lirt sig att arbeta med tal i brakform
pa grundskolan, riskerar att fa svarigheter med att f6lja undervisningen pa gym-
nasieskolan. Att undvika brdk och prioritera decimalform 18ser i sjidlva verket
inte ndgra problem, inte ens for de ligre presterande eleverna. Det skapar istillet
problem for alla elever. Det hir blir inte alltid synligt i grundskolan, men blir
desto tydligare nir eleverna kommer till gymnasieskolan. Hir har du, som larare
pa grundskolan, ett stort ansvar.

Brak och centralt innehall

Enligt kursplanens centrala innehéll ska eleverna i rskurs 1-3 arbeta med

Del av helhet och del av antal. Hur delarna kan bendmnas och uttryckas som
enkla brik, samt hur enkla brak forhdller sig till naturliga tal.

I 4rskurs 4-6 ska de arbeta med

Rationella tal och deras egenskaper

Positionssystemet for tal i decimalform

Tal i procentform och deras samband med tal i bridk- och decimalform

Tal i brak- och decimalform och deras anvindning i vardagliga situationer.

I 4rskurs 7-9 ska de arbeta med

Talsystemets utveckling fran naturliga tal till reella tal

Centrala metoder for berdikningar med tal i brdk- och decimalform vid éverslag-
srdkning, huvudrikning, samt vid berdikningar med skriftliga metoder och digital
teknik.

Strategier for att tolka, skapa och anvinda algebraiska uttryck, formler och
ekvationer.

Sévil uppndendemaélen i Lpo94 som det centrala innehéllet i Lgr1l dr skrivna pé
ett sitt som ger stor frihet f6r individuell tolkning. Detta stiller i sin tur stora
krav pé skolans pedagogiska planering och pa en genomtinkt struktur och kon-
tinuitet i planeringen. Det dr dirfér nddvindigt att larare som undervisar i rs-
kurserna 1-3 dr vil medvetna om hur mélen ser ut i drskurserna 7-9 och omvint.
I annat fall riskerar eleverna att fi en fragmentarisk bild av 4mnet matematik
och dirmed inte tillignar sig de férmégor och det forhallningssitt till imnet som
beskrivs i kursplanens syfte.

De rationella talens roll i matematiken

De rationella talen, uttryckta som brék, kan inte behandlas isolerat frén évriga
delar av matematiken. Detta ar viktigt att hélla i minnet nir eleverna under de
forsta skolaren lir sig ett antal riknelagar och rikneregler f6r de naturliga talen.
Det ir darfor angeldget att du som lirare redan fran borjan lyfter fram virdet




av riknelagar och rikneregler, eftersom det, med négra fa tilligg, 4r samma
raknelagar och rikneregler som giller vid arbete med de rationella talen. De nya
rikneregler som tillkommer utgér i sin tur centrala forkunskaper fér arbete med
savil irrationella tal som med algebra. For elever som pa ett tidigt stadium lar
sig se grundlaggande strukturer i matematiken, blir matematiken inte ett antal
losryckta formler utan en sammanhingande helhet. Detta underlittar det for
eleverna att f6érstd matematikens natur, vilket blir allt viktigare under grund-
skolans senare &rskurser.

Det ir ocksd angeldget att man i planeringen tar hinsyn till brakens centrala
roll inom andra omriden av skolmatematiken, sdsom att forstd och arbeta med
procentbegreppet, konstruera cirkeldiagram, arbeta med skala och proportional-
itet mm. Genom en bra planering kan du siledes savil skapa en god kontinuitet
i elevernas inlirning som spara en hel del undervisningstid. Detta férutsitter
emellertid att du har goda kunskaper i matematikimnets didaktik.

Svenska elevers kunskaper om brak

Enligt internationella undersékningar sdsom Timss (1995, 2003, 2007) och Pisa
(2000, 2003, 2006, 2009) 4r svenska elevers kunskaper om brdk mindre bra, sett ur
ett internationellt perspektiv. Nu r dessa undersékningar, liksom de nationella
proven i matematik, av summativ karaktir och ger dirfér inget besked om detaljer
eller orsakssammanhang. For att f4 en mer precis information kan man studera
resultaten pé de utvirderingar som gjorts med hjilp av Skolverkets Diamantdiag-
noser och de sk Briljantdiagnoserna som fran 2013 ingdr i Diamantdiagnoserna.
Under aren 2008-2012 har ca 50000 elevers kunskaper om brék och tal i deci-
malform diagnostiserats i tva storre stider och ett antal mindre kommuner. Hir
presenteras nagra intressanta resultat som visar vad eleverna har abstraherat om
brék och operationer med tal i bradk- och decimalform. Mer detaljerade resultat
kommer att presenteras i de féljande avsnitten.

Féljande uppgifter har getts pa véren i &rskurs 6 och beskriver elevers grund-
laggande kunskaper om rationella tal och deras egenskaper.

2 1
Berikna 373 Lésningsfrekvens 72%
3
Berdknal — 1 Losningsfrekvens 49 %
; 2 .
Berikna 2 - E Losningsfrekvens 71%
Berﬁkna% /2 Losningsfrekvens 63 %
1 .
Berikna 1/ 3 Lésningsfrekvens 10%

Ligg mirke till att de hir uppgifterna inte bedémer elevernas férméga att
operera med tal i brdkform utan enbart om de férstdr innebérden av tal i brak-

form. Som exempel handlar uppgiften % /2 om att% + é + é + % ska fordelasitva

grupper som (; + ;) + (; + é) vilket ger : ivarje grupp. Uppgifterna handlar

alltsé inte om reglerna fér division av eller med tal i brakform. Ligg ocksé mirke
till att flera av de hir uppgifterna, enligt Lgr1l, 4r centralt innehall i rskurs 1-3.

Féljande uppgifter har getts pa varen i arskurs 7 och arskurs 9 och beskriver
elevernas forméiga att utféra grundliggande operationer med tal i brakform
(Léwing, 2008, s 248).




Losningsfrekvensiarskurs 7 Lésningsfrekvens i arskurs 9

Berikna 1 4 1 28% 44%
3 4
. 3 1
Berikna = — = 19% 37%
5 3
Beriknag . % 45% 72%
Berikna 3 . 2 19% 43%
4 5
Berskna g /3 18% 38%
Berdkna 2/ % 7% 23%

De hir resultaten bor jaimféras med dem i drskurs 6. Det dr uppenbart att dessa
tillkortakommanden handlar om bristande kontinuitet i undervisningen och/
eller om mindre bra val av undervisningsmetoder. En rimlig tolkning &r, att det
ir brister i grundliggande brakuppfattning som uppstatt fére drskurs 6, som lett
till de hir mindre bra resultaten i rskurserna 7 och 9. Detta kommer, mer i detalj,
att uppmirksammas senare, samtidigt som det kommer att ges en rad forslag till
alternativa didaktiska l6sningar.

Las mer |
Léwing, M. (2008). Grundldggande aritmetik. Lund: Studentlitteratur.

Att diskutera

o Diskutera resultaten i det hir kapitlet i relation till motsvarande resultat pa er
egen skola.

o Hur ser samarbetet ut mellan stadierna idag, vad giller undervisning om
brak? Hur kan man skapa en kontinuitet pé era skolor?

o Still upp preliminira mal for Rationella tal och deras egenskaper och fér en
preliminir diskussion om nir olika delmoment bor introduceras i under-
visningen.




Brak som del av en hel och
som del av ett antal

Syfte: Att ge ett didaktiskt underlag for att introducera och konkretisera braket som
del av en hel och som del av ett antal.

Férberedelser: De deltagare som gett Diamantdiagnoserna RB1, RB2 och RB3, tar med
resultaten och forbereder en presentation av och diskussion om dem. Alla bér dven i
férvag ha last igenom féljande text.

Det innehall som beskrivs hiir, motsvarar det centrala innehéllet i arskurs 1-3,
alltsd Del av helhet och del av antal. Hur delarna kan bendmnas och uttryckas som
enkla brak samt hur enkla brdk forhdller sig till naturliga tal, det centrala innehallet
i arskurs 4-6: Rationella tal och deras egenskaper samt i arskurs 7-9: Talsystemets
utveckling fran naturliga tal till rationella tal.

Man méste som ldrare vara medveten om att all konkretisering enbart ér lokal,
och oftast belyser en enda aspekt av det som ska forstds (abstraheras). Nir man
konkretiserar tal i brakform ir det dirfor angeléget att de metoder som anvinds
inte leder in i en dtervindsgrind utan tilldter en generalisering till rikning med
savil rationella som irrationella tal och till en férstaelse for algebraiska opera-
tioner. En konkretisering som verkar fungera fér stunden kan i sjilva verket skapa
allvarliga konflikter och missuppfattningar pa lingre sikt. I det hir avsnittet liggs
en forsta grund f6r hur eleverna kan uppfatta de rationella talen vilket successivt
kommer att féljas upp i de féljande avsnitten.

Braket i skola och vardag

I vardagen spelar brakformen numera en betydligt mindre roll 4n tidigare. Detta
betyder emellertid inte att man i skolan ska tona ner brékets roll. Tvirtom! Efter-
som i stort sett alla elever numera fortsitter att lisa matematik pd gymnasiesko-
lan &r det viktigt att alla elever forbereds for detta. Det hir handlar om elevers
lika ritt till utbildning pa sévil kort som 1ng sikt.

Eleverna méter brak i en rad olika situationer i undervisningen, exempelvis
vid arbete med skala, likformighet, enhetsbyten, proportionalitet och procent-
rikning. En del av detta sker numera i decimalform, vilket gor det viktigt att
eleverna dven forstar hur brak uttrycks som decimalform och hur riknereglerna
for tal i brakform generaliseras till tal i decimalform.

Briket har ménga "ansikten” (se Kilborn 1990 s46 ff). Av dessa ér "en del av en
hel” och "en del av ett antal” de som #r littast att uppfatta for eleverna. Braket
som tal, proportion och andel kriver en hdgre abstraktionsférméga. Observera
ocksa att nir vi arbetar med delar av en hel eller del av ett antal, s handlar det
inte om brak som tal, utan om brdk som andel. Om tre personer delar en choklad-
kaka i tre lika stora delar, s& far man inte en tredjedel var, man far en tredjedels
chokladkaka var. Storleken av tredjedelen beror ju pa chokladkakans ursprungliga
storlek. Detsamma giller for procentsatser, dir tex 20 % bara anger en proportion
och alltsd inte ett tal.

Brak och likadelning

Nir barn delar ndgot mellan sig 4r de mycket noga med att alla ska f8 lika mycket
var. Samma princip géller fér brak. Ska man ta en tredjedel av en chokladkaka,
sa ska den delas i tre lika stora delar. Detta har ldngt ifrdn alla elever klart for sig.
De studier som Léwing och Kilborn under flera ar utfért med hjilp av Diamant-
materialets diagnos RB], visar att 62 % av eleverna i rskurs 4 och 55% av eleverna i




arskurs 5 trodde att en tredjedel av den hir figuren var skug-
gad. De har saledes inte f6rstatt inneborden i likadelning.

Principen om likadelning bér grundliggas tidigt, redan
nir man tar upp begreppen hilften och dubbelt. Nir man
ska ta hilften av sex foremal, bor foremalen separeras s3 att
man ser principen. Men man boér i detta sammanhang passa
Pa att visa att man dven kan separera féremalen i tre grup-
per, med lika manga féremal i varje grupp.

000 ©0 0 0
00 ©O© 0O

Med den hir typen av 6vningar lir sig eleverna samtidigt att uppfatta talens delare,
vilket de kommer att ha stor anviindning fér nér de senare ska 16sa uppgifter av

typen % av 12, dir monstret 12=4-3 4r avgdrande for att finna en enkel 16sning.

I nésta steg kan idén 6verforas till delar av en hel. Om en hel representeras av
en rektangel som ir indelad i sex rutor (som i figuren nedan) sd kan figuren delas
i tva eller tre lika stora delar (1/2 resp. 1/3 av det hela) dven om delarna bestér av
flera sma kvadrater (som i figurerna till hoger).

m=m HEE

Det hir ir viktigt. Dels knyter detta samman delar av en hel med delar av ett
antal, dels kan den hir typen av resonemang férhindra att eleverna gor foljande
misstag.

P4 Diamants diagnos RBI har det visar sig att
73% av eleverna i drskurs 4 och

66 % av eleverna i arskurs 5,

inte férstod att 1/3 av den hir figuren ir skuggad.

En del av en hel

Fér att visa principen om likadelning kan man laborera med lika stora kort som
eleverna fr vika och/eller klippa isir. Kortet kan representera en helhet, tex en
chokladkaka. Om chokladkakan delas i

tva lika stora delar s8 4r den ena delen en halv chokladkaka

tre lika stora delar sd 4r en av delarna en tredjedels chokladkaka

fyra lika stora delar s 4r en av delarna en fjirdedels chokladkaka.

Genom att skriva brakdelarna med bokstiver och inte med siffror blir det tydligt
att de hir brdkdelarna dr enheter. Det blir ddrmed enklare att (senare) arbeta med
flera delar. Lagg samtidigt mirke till att man bendmner brék med ordningstal: en




tredje-del, en fjarde-del osv. Detta kan valla bekymmer, inte minst nir det giller
en sjittedel.

Variation ir enligt modern didaktik en viktig férutsattning for forstaelse. Det
ar dirfér angeldget att klargéra for eleverna, var grinserna gir for vad som tex
menas med en fjirdedel. En fjirdedel av den ovan avbildade chokladkakan kan i
sjilva verket se ut pd ménga olika sitt. Det som ar avgorande dr da att alla delarna
ar lika stora.

Nista viktiga aspekt ar att en tredjedel av en given chokladkaka alltid 4r stérre
an en fjirdedel av samma chokladkaka. Ju fler lika stora delar man delar choklad-
kakan i, desto mindre blir ju delarna. Detta maste bli klart for eleverna. Det kan

annars bli svart for dem att senare uppfatta att 3 ir mindre 4n 1 Talen 3 och 8 &r
ju betydligt storre dn 1 och 2. 8 2

Nir eleverna har forstatt att en tredjedels chokladkaka &r storre dn en fjarde-
dels chokladkaka, géller det att ta stillning till en annan friga, nimligen vad man
tar en tredjedel eller en fjardedel av. I foljande figurer har vi markerat en fjirdedel
av en helhet, men den valda helheten kan variera i storlek och form och en andels
storlek ar helt beroende av vad vi har tagit en fjardedel av.

En kombination av de hittills nimnda aspekterna visar att en tredjedel av en
given figur ar storre dn en fjirdedel av samma figur (se de tva figurerna nedan
till vinster). Samtidigt 4r en fjardedel av den hégra figuren stérre dn tredjedelen i
den vinstra figuren, eftersom vi ju har tagit en fjardedel av en storre helhet.

Detta exempel visar pa den konflikt som kan uppstd om vi blandar samman brak
som tal och brdk som andel. Det dr ddrfér angeldget att alla elever behirskar den
just beskrivna variationen, ndgot som de lir sig genom erfarenhet och/eller lamp-
liga laborationer. Det ar ofta osikerhet nir det giller de hir grundlaggande aspek-
terna av brak, som leder till de mindre bra resultat som presenterades tidigare.

Flera delar av en hel

Nar man jamfor eller adderar strickor, tid eller massa dr det viktigt att det man
jamfor eller adderar har samma enhet. Man adderar inte mitetalen i 1 dm och 2
cm utan viljer forst en gemensam enhet. Nir man opererar med tal i brakform
ar det lika viktigt att vilja ritt enhet. Enheten ar i det hir fallet av typen en
tredjedel, en fjirdedel etc. Fér att detta ska bli klart for eleverna bér man under

de forsta skoldren undvika att skriva tal i brikform som % eller Z eftersom man

da doljer ndmnarens viktiga roll som enhet. Istillet bér man skriva 2 tredjedelar
respektive 3 fjardedelar. Vi dterkommer till detta.




Om vi delar en chokladkaka i tre lika stora delar,
sd omfattar varje sddan del 1 tredjedels chokladkaka.

Tar vi tvé sddana andelar far vi 2 tredjedels
chokladkaka (2 tredjedelar av en chokladkaka).

Om vi istillet delar chokladkakan i fyra lika stora
delar s3 omfattar varje sddan del 1 fjirdedels choklad-

kaka. Tar vi tre sddana andelar far man 3 fjirdedels
chokladkaka (3 fjardedelar av en chokladkaka).

Nir eleverna s& smaningom ska skriva sddana hir andelar med enbart siffror, i
brakform, dr det viktigt att de till en borjan klart skiljer mellan tiljaren (som
beskriver antalet delar) och nimnaren (som visar enheten). En andel som 2 tredje-

delar bor darfor skrivas 2 - % och 3 fjirdedelar som 3 - 1 innan eleverna Svergdr till

. o . - 2 3 L.
det korta (men fér ménga elever férvirrande) skrivsittet 3 och T Fér elever som

inte forstar detta sammanhang blir det svart att generalisera kunskapen, vilket
kan leda till att de, anda upp i 9:an, far svarigheter med att utféra multiplikationer

som 3 - % Fér den som férstér innebérden i braket % kan uppgiften 3 - % enkelt

1 1 1 1 1 1
uppfattasochlésassom(; + ;) + (? + §) + (? + ﬂ,alltsésom@ =6- %

Detta forklarar i sin tur varfér man bara behéver multiplicera téljaren (3-2=6)
och varfor enheten i produkten fortfarande dr densamma. Som tidigare nimnts
hade ca 30% av eleverna problem med den hir multiplikationen i slutet av arskurs 6.

Brak som del av ett antal

Braket har alltsé flera olika "ansikten”. Brék som del av en hel ir tex ndgot helt
annat dn brék som del av ett antal. Samtidigt dr det samma matematiska modell
som ligger i botten. Vi utgér nu fran brak som del av en hel for att reda ut brakets
roll som del av ett antal.

Del av ett antal ir intimt kopplat till division och uppdelning i faktorer.
Genom att ge eleverna en bra grund inom det hir omradet skapar man darfor
goda forutsittningar for en fortsatt inldrning av matematik. Som exempel kan
talet 12 delas upp i faktorer pa olika sétt, blasom 4-3 och 6-2. Att 12=4-3 innebir
samtidigt att 12/4=3 och att 12/3=4. Att 12=6-2 innebir samtidig att 12/2=6
och att 12/6=2 (observera att tecknet / avser division).

Om vi tex ska ta en tredjedel av 12 eller en fjirdedel av 12, delar vi lampligen
upp talet 12 enligt ménstret 4-3.
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P4 s sitt blir det enkelt att representera sévil en tredjedel av 12 och en fjirdedel
av 12 som hilften av 12. (Observera att det egentligen handlar om 12 stycken, i det
hir fallet 12 kulor.)

0000 OOO00O 0000
0000 0000 0000
O00O0 0000 0000

Nir vi arbetar med del av ett antal kan vi pa det hir sittet planera sé att vi samti-
digt évar multiplikation och division (faktoruppdelning) av tal inom talomradet
1-24. Genom att anvinda samma matematiska modell (uttryckt pa olika sitt)
inom olika omréden, ger vi exempel p&d matematikens styrka och dessutom rika




mojligheter till (gratis) repetition av ett omrade samtidigt som vi arbetar med ett
annat.

Det dr viktigt att "del av ett antal” frdn boérjan konkretiserats pa ett bra sitt
och att eleverna bir med sig den minnesbilden. P4 uppgiften "Hur mycket ir tre
fjardedelar av 8” kunde bara varannan elev i rskurs 5 (enligt Léwing och Kilborns
understkning) ge ritt svar. Nir eleverna fick hjilp av figuren till vinster steg 16s-
ningsfrekvensen till ca 65%. Observera emellertid att var tredje elev fortfarande
inte kunde dela upp cirklarna i fyra grupper (par) och vilja tre av grupperna,
paren (som i figuren till hoger).
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Det hir visar pé en annan intressant aspekt av inldrning, namligen skillnaden
mellan en passiv och en aktiv kunskap. Den passiva kunskapen innebir att elev-
erna kan avlisa en given figur, som den till hdger, men har problem med att agera
aktivt, alltsd att skugga figuren till vinster pa ett korrekt sitt, eller &nnu mer
aktivt, att sjdlva rita en figur eller, 4nnu viktigare, att tinka sig en figur. Resul-
taten av de utvirderingar som gjorts med Diamantdiagnoserna visar tydligt att
alltfér ménga elever saknar aktiva kunskaper om brikrikning. De har sannolikt
tolkat eller malat en massa uppgifter i boken, men inte fatt fatta egna beslut.
En rimlig tolkning av detta &r att undervisningen har varit alltfor inriktad mot
en konkretisering i form av bilder, alltsd att tolka figurer. Man har pa det sit-
tet férsummat sjilva malet med konkretiseringen, namligen att den ska leda till
abstraktion, alltsé ett tinkande frigjort fran bilder. Forst nér eleven kan abstra-
hera, dr det méjligt att ta nya steg och férdjupa kunskapen ifraga.

Flera delar av en hel och av ett antal

Vi inleder med att erinra om skillnaderna mellan ett brak, som ir ett tal, och
division som ir en rikneoperation. Vi skriver dirfér i det har materialet konse-

kvent ett brak sdsom 2 tredjedelar som ;, medan en division sdsom 12 delat med
3 tecknas som 12/3. Att ta "en del av ett antal” sdsom é av 12, kan i nista steg

generaliseras till "flera delar av ett antal”, sdsom % av 12. Det finns algebraiska

regler for hur man kan beridkna detta, men betydligt viktigare dr det att elev-
erna forstdar inneborden i uttrycket. Det man bara har en formel fér, och inte
forstdr innebérden av, gir niamligen sillan att generalisera till ny kunskap i nya
situationer. Det 4r i det hir fallet angeliget att eleverna kdnner till betydelsen

av % som 2 - é Tolkningen blir i s3 fall att vi 2 gdnger ska ta en tredjedel av

12, alltsa Z(é av 12). Att ta tvd tredjedelar av 12 innebar sdledes att vi forst

bestdmmer andelens storlek, alltsd en tredjedel av 12, genom att dela 12 foremal
i tre lika stora delar. Direfter tar man tva sddana andelar. Detta 4r en idé som
senare kan generaliseras for att skapa bittre forstelse fér procentrikning.
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P4 motsvarande sitt fir vi z av 20 genom att forst dividera 20 med 4 vilket ger
i av 20 = 5. For att ta Z av 20 viljer vi 3 sddana andelar vilket ger 3 - 5 = 15.

Vi kan teckna detta som 3 - (i av 20).




Fér att underlitta forstielsen kan det (som tidigare ndmnts) vara lampligt att
% av 12 till en borjan skrivs som 2 tredjedelar av 12. Detta visar pa ett tydligare sitt

att det handlar om 2 - tredjedelen av 12, allts8 2 - 4. P4 motsvarande sitt kan % av 20

skrivas som 3 fjirdedelar av 20 = 3 - en fjirdedel av 20. Samtidigt bor eleverna
goras medvetna om ytterligare en aspekt, ndmligen att en tredjedel av 12 kan tol-
kas som 12/3 (allts4 12 dividerat med 3) och en fjirdedel av 20 som 20/4 (alltsd som
20 dividerat med 4).

Att bestimma flera andelar av en hel gér till pd motsvarande sitt. Om vi tex
ska bestdmma 5/12 av ett rektangelomrade, sd borjar vi med att dela upp omrédet
i12 lika stora delar. Vi har dirmed bestimt andelens storlek. Det giller sedan att
ta 5 sddana andelar.

Las mer |
Kilborn, W. (1990). Didaktisk dmnesteori i matematik. Del 2. Rationella tal och
irrationella tal (kapitel 10). Malmé: Liber Hermods.

Léwing, M. (2008). Grundldggande aritmetik (kapitel 11). Lund: Studentlitteratur.

Att diskutera

o Diskutera ur ett arskurs 1 till 9-perspektiv de resultat som presenteras i det
hir avsnittet i relation till motsvarande resultat pa den egna skolan. Vad har
eleverna redan forstétt och vilka missuppfattningar 4r vanliga? Hur ska man i
undervisningen undvika att dessa missuppfattningar uppstar?

o Diskutera resultaten och vanliga missuppfattningar i relation till innehallet i
aktuella liromedel och till syfte och centralt innehall i kursplanen till Lgr11.

o Diskutera vilka tinkbara problem dessa missuppfattningar kan leda till
elevernas fortsatta matematiklirande.

o Vilka uttrycksformer och representationer anviander ni i undervisningen fér
att presentera brak?

o Vilka konkreta material anvinder ni och har ni tillgéng till?

o Itexten beskrivs sittet att skriva “2 tredjedelar” i stillet for 2/3. Vad anser
ni om detta? Ar det ndgot som redan gérs? Skulle ni vilja ta till er detta
skrivsitt?

Att planera

Gor en preliminir plan som omfattar nir och hur det aktuella innehallet ska tas
upp i undervisningen, samt hur undervisningen av detta innehall ska se ut. Nir
alla de sju avsnitten dr genomgangna stills de preliminira planerna samman till
en komplett plan.




Forslag till kollegialt arbete

Vilj ut ett av de ovan beskrivna delomridena dir maluppfyllelsen dr mindre
bra. Planera och 13t en eller flera av kollegerna genomfora en eller flera lektioner
enligt idéerna i det hir avsnittet. Utvirdera och diskutera savil undervisningen
som resultatet. Om resultatet inte ar tillfredsstillande, modifiera planeringen
och 13t en annan kollega undervisa. Upprepa detta tills ett tillfredsstillande
resultat uppnaés.




Brak som tal och tal i decimal-
form

Syfte: Att ge ett didaktiskt underlag for att introducera och konkretisera de rationella
talen som tal, skrivna i decimalform. Observera att andliga decimalutvecklingar
sdsom 3,25 och 0,724 enbart ar alternativa satt for att skriva en viss typ av brak som
har speciella ndmnare.

Férberedelser: De deltagare som gett Diamantdiagnoserna RB4 och RD], tar med
resultaten och forbereder en presentation av och diskussion om dem. Alla bér aven i
férvag ha last igenom foljande text.

Vi har hittills arbetat med tva av brakets "ansikten” namligen del av en hel och del
av ett antal. Detta dr ndgot helt annat 4n braket som ett tal. Som exempel bér ett

2 2
brak som - i sammanhanget - av 12 inte betraktas som ett tal utan som en andel.

3 3
2 2
Det tal som avses ir ju 8. Observera att 3 i ssmmanhanget 3 av 15 = 10, svarar
2
mot ett storre tal dn 3 av 12. Den hir skillnaden mellan tal och andel blir inte

minst viktig i samband med begreppet procent. Nir man som lirare pastar
att (andelen) 20% #r lika med talet 0,2 s3 kan detta leda till stor férvirring
eftersom 20% av 10 = 2 och 20% av 100 = 20, vilket 4r nagot helt annat 4n 0,2.

Ett brak kan sdledes tolkas pa flera sitt, inte bara som en andel utan #ven som
ett tal. Det handlar nu om kursplanens ... hur enkla brak forhdller sig till natur-
liga tal. Det hir ir ett innehall som kan konkretiseras genom jimforelse med

laingdmitning. Om man delar en decimeter i tio lika stora delar sd fir man

1 . o . .. .. "
— decimeter, allts3 en centimeter. Nir man ska mita en pennas lingd

med hjilp av en linjal avliser man att pennan i figuren dr 7 cm 18ng. Innebor-
den av detta ir att pennan ir lika lang som 7 enheter av storleken 1 cm. Detta

]. . o
kan dven uttryckas som att pennan dr 7 - o decimeter ldng.
l —

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lingdmitning kan pa det hir sittet anvindas som metafor fér brdk som tal.
Elever som behirskar idén for hur man miter en stricka i cm, kan pd motsvarande
sitt dela striickan [0, 1] pa tallinjen i fyra lika stora delar. Vi fir d& fyra fjirdedelar

avstrickan.Idndpunkten avden tredje fjirdedelen, finner man punkten% avinter-

vallet [0, 1]. Precis som p3 linjalen beskriver punkten (talet) Z att 3 fjardedelar

av strickan [0, 1] ligger till vinster om punkten.
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Eftersom varje tal i brakform mellan O och 1 kan beskrivas pa det hir sittet pa
tallinjen, kan vi knyta samman begreppen brak som en del av en helhet med brak




som tal och pa tallinjen se att talet 1 > talet 1och att talet 2 > talet g Genom

att istillet dela in striickan [0, 1] i 12 delar kan vi ocks3, direkt pa tallinjen,avgéra

att§ >2.
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Eftersom man kan addera ett naturligt tal och ett tal i brakform sdsom 3 + 1 och

7+ z finner man att alla positiva tal i brakform har en plats pé tallinjen. Detta

kan senare generaliseras till att dven gilla de negativa rationella talen.

Tal i decimalform

Enkla tal i decimalform kan introduceras pa samma sitt som beskrivits ovan, i
det hir fallet genom att vi delar en striicka, tex strickan [0, 1] p4 tallinjen i tio lika

stora delar.
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Strickan har delats i tiondelar sd den férsta delningspunkten kallas fér en tiondel
eftersom en tiondel av strickan finns till vinster om den punkten. Den sjunde
punkten kallas pd motsvarande sitt for 7 tiondelar eftersom den delar upp
strickan mellan O och 153 att 7 tiondelar ligger till vinster om den punkten. Detta
ar terigen, precis som nir vi miter med en linjal. Till vinster om markeringen 7
pa linjalen i ovanstdende figur, finner vi strickan 7 cm, alltsd 7 laingdenheter. Vi
kan efter detta inféra beteckningen 0,7 fér 7 tiondelar, men bér vara noga med
att ldsa detta som ”sju tiondelar” och inte som "noll komma sju”. Man undviker
ddrmed att elever gér det fatala felet 1/4 av 0,16 =0,4, Eftersom 16 /4=4 ligger det
ju nira till hands att noll komma 16 dividerat med 4 &r noll komma fyra. Detta
belyser sprakets och terminologins viktiga roll i matematikundervisningen.

Om man istillet delar in strickan [0, 1] i 100 delar kommer den tjugofemte
delningspunkten att vara 0,25, vilket bor utldsas 25 hundradelar. Om man istéllet
hade delat intervallet [2, 3] i hundra delar s hade den tjugofemte markeringen
svarat mot 2,25, alltsd 2 hela och 25 hundradelar. Detta utvecklas i nista avsnitt.

Brak skrivna som tal i decimalform

Vissa tal i brakform kan skrivas som #dndliga decimalutvecklingar, ndmligen de
tal vars nimnare bara innehaller faktorerna 2 och/eller 5. Talet % kan skrivas som
0,5 och talet % som 0,4. Detta kan i sin tur kopplas till kvoten av divisionerna 1/2

och 2/5. Var samtidigt noga med att skilja mellan braket (talet) % och divisionen

2/5, dir braket ir kvoten till divisionen.

I det hir sammanhanget bér Positionssystemet for tal i decimalform behandlas.
Alla rationella tal (tal i brikform) kan uttryckas i decimalform och har en plats
pa tallinjen.

Nir vi ldser tal i decimalform ir det viktigt att vi gér det pa ett sitt som speglar
talets innebord. Tal som 3,25 bér lidsas 3 hela och 25 hundradelar. De bor dven




kunna tecknas som 3% eller annu hellre som 3 + % Man bér dven skriva

detta som 3 + 0,25, som 3 + 0,2 + 0,05 och som 3 + % + % Det ir viktigt

att alla elever behirskar dessa olika uttryckssitt. Det visar sig ndmligen att manga
elever, annu i rskurs 7-9, tror att 0,10 > 0,9 beroende pa att man liser talen som
noll komma tio och noll komma nio, och man vet att 10 > 9.

Eleverna bér dven fa lira sig att de rationella talen ligger obegrinsat titt pa
tallinjen. Mellan tva rationella tal finns det alltid oindligt manga andra rationella
tal. Mellan talen 0,25 och 0,26 finns tex talen 0,251, 0,252 ..., 0,259 och 0,2511,
0,2512, ..., 0,2519 osv. Resultaten pd de utvirderingar som utforts med hjilp av
Diamantdiagnoserna visar att manga elever inte férstar detta, utan tror att det
inte finns nagot tal mellan 0,4 och 0,5 pa tallinjen. En terminologisk kommentar
i det hiar ssmmanhanget ir att det tecken som skiljer heltalsdelen i 2,75 fran brdik-
delen kallas f6r decimaltecken. Ligg mirke till att decimaltecknet i en rad andra
lander, liksom pd minirdknare och i viss programvara ir en punkt, inte ett "deci-
malkomma”. I engelsksprakig litteratur anvinds kommatecknet fér att avskilja
tusental. Talet 4 500 skrivs saledes 4,500. Man bor géra eleverna uppmirksamma
pa detta, inte minst med tanke pd undervisningen i NO och SO, dir talet 4,500
kan skapa forvirring.

Fér att avgora vilket av tva tal i decimalform som ir stérst, tex 3,547 och 3,539,
borjar vi med att jamféra entalen. De dr lika stora. Direfter jamfor vi tiondelarna.
De ir ocksa lika stora. I nista steg jamfér vi hundradelarna. Eftersom 4 hundra-
delar ir storre #n 3 hundradelar s ir talet 3,547 storst, oberoende av tusendelen.

Tal i decimalform och positionssystemet

Nir vi beskriver ett naturligt tal som 3987 menar vi 3-1000 + 9-100 + 810 + 7, vilket
ir principen for vart talsystem, som ir ett positionssystem med basen 10. Analogt

5 3 4 .
med detta har ett tal som 7,534 innebérden — + — 4+ ——. Annu tydligare
"+ 16 " 700 T 1000 yens

blir detta om vi anvinder potensform och skriver 3987,534 som 3 - 10° + 9 - 10% +
+8:-10+7+5-10"+3-10%+4-103.

Fér att i grunden férstd de stora fordelarna med vart talsystem kan det vara
lampligt att jamfora det med andra talsystem och anknyta detta till matematik-
ens historia.

Las meri

Kilborn, W. (1990). Didaktisk dmnesteori i matematik. Del 2. Rationella tal och
irrationella tal (kapitel 11). Malmé: Liber Hermods.

Léwing, M. (2008). Grundldggande aritmetik (kapitel 10). Lund: Studentlittera-
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Att diskutera

o Diskutera ur ett drskurs 1 till 9-perspektiv de matematikdidaktiska modeller
och de resultat som presenteras i det hir avsnittet, i relation till motsvarande
resultat pd den egna skolan. Vad har eleverna redan forstatt och vilka mis-
suppfattningar ir vanliga? Hur ska man i undervisningen undvika att dessa
missuppfattningar uppstér?

o Diskutera resultaten och vanliga missuppfattningar i relation till innehéllet i
aktuella liromedel och till syfte och centralt innehall i kursplanen till Lgr11.

o Vilken bild har ni av era elevers kunskap kring brak som del av hel och brak
som tal?




o Hur brukar ni introducera decimalform?

o Diskutera metoden om lingdméitning som metafor fér brik som tal.
Svérigheter/fordelar?

Att planera

Gor en prelimindr plan som omfattar nir och hur det aktuella innehallet ska tas
upp i undervisningen, samt vilka undervisningsmetoder som kan anvindas. Nir
alla de sju avsnitten dr genomgéngna stills de preliminira planerna samman till
en komplett plan.

Forslag till kollegialt arbete

Vilj ut ett av de ovan beskrivna delomrédena dir méluppfyllelsen 4r mindre bra.
Planera och genomfor en eller flera lektioner enligt idéerna i det hir avsnittet.
Utvirdera och diskutera savil undervisningen som resultatet. Om resultatet inte
ar tillfredsstillande, modifiera planeringen och undervisningen tills ett tillfreds-
stillande resultat uppnas.




Addition och subtraktion av
brak

Syfte: Att ge ett didaktiskt underlag for att introducera och konkretisera addition och
subtraktion av tal i brékform.

Férberedelser: De deltagare som gett Diamantdiagnoserna RB5 och RB6, tar med
resultaten och foérbereder en presentation av och diskussion om dem. Alla bér aven i
forvag ha last igenom foljande text.

I det hir avsnittet beskrivs hur eleverna kan bygga upp en férstaelse for addition
och subtraktion av tal i brakform. Innehallet som behandlas motsvarar det cen-
trala innehéllet i &rskurs 4-6: Rationella tal och deras egenskaper och Tal i brak- och
decimalform och deras anvindning i vardagliga situationer samt det centrala inne-
hallet i arskurs 7-9: Centrala metoder fior berikningar med tal i brdk- och decimal-
form vid overslagsrikning, huvudrikning samt vissa berdkningar med skriftlig metod
och digital teknik.

Addition och subtraktion av tva eller flera tal i brdkform bygger pa att talen
alltid kan skrivas med samma nimnare. Detta r analogt med hur man adderar
och subtraherar storheter med olika mitetal som till exempel 3cm+1dm eller
3kg-8hg, dir man alltid bor vilja en gemensam enhet, tex 1 cm respektive 1hg.

Centrala forkunskaper

Innan eleverna borjar operera med tal i brékform bér de vara sikra pé brékens
inneboérd, tex att nimnaren anger vilken enhet (andel) som anvinds och att til-
jaren anger hur ménga sddana enheter (andelar) som avses. Vi repeterar dirfor

nagra viktiga grundliggande egenskaper hos braken. 3 sjundedelar skrivs som %,

vilket ska tolkas som 3 - % = % + % + % Hir beskriver tiljaren 3 hur ménga av

1
enheten > som avses.
Talet % kan dven beskrivas i decimalform genom att man utfér division av 3
med 7. Man fér dd en periodisk decimalutveckling 0,42857142857142857... som

kan avrundas, tex till 0,429.
I uppgifter som % av 6 och % av 20 beskriver % och % andelar. Eleverna bor

kunna 16sa uppgifter av det hir slaget i huvudet, utan hjilp av en given figur,
innan de gar vidare. Som ett steg pa vigen kan man forst 1ata eleverna sjilva rita

. 1 2 v . . o - ”
figurer som motsvarar 3 v 6 eller = av 20, for att successivt overgd till att "se

figuren i huvudet”. En bra 6vning ir att 16sa enkla vardagsproblem med brék.
Det ir ocksd angeliget att eleverna kan jaimféra enkla tal i brakform, sdsom

1. .. v 1 . . .
att talet : ir storre in talet = vilket kan motiveras med att var och en av 5 lika stora

delar av en chokladkaka &r storre dn en var och en av 7 lika stora delar av samma
o vrs 4 . . 4 1. . .
chokladkaka. P4 motsvarande sitt ir talet : storre in talet - eftersom : ir stdrre in

1 .. . .
= Det dr genom att resonera om sidana relationer och diskutera dem som eleverna

bygger upp ett fortroende fér brak och far tilltro till sin férmdga. Jag kallar detta
for andra ordningens konkretisering, alltsd att kunna resonera utan att ta stod i
figurer.




Forlangning och férkortning
For att férbereda addition, subtraktion och jamférelse av tal i brakform bér elev-

erna Ova sig pa att skriva givna brék pa olika sitt. Om de tex utgar frdn = av en

2 o 1: . 1 2
rektangel s& kan de, genom att dela den pa olika sitt, se att 36" g osv av

samma rektangel. Ligg mirke till att rektangeln i figuren férst har delats lodritt
i tre lika stora delar, dir den skuggade delen svarar mot en tredjedel. Darefter
har den delats vagritt i tva respektive tre lika stora delar. Eftersom de skuggade
andelarna svarar mot tiljaren, kommer de tva hégra figurerna att svara mot 2 av

o 21 . -1 .. .. "
6 rutor alltsd CEL respektive 3 av 9 rutor, % Det dr monster av det hir slaget

som kan ge en férklaring till hur man gor tva brék likndmniga (jamforbara).

Ovningar av det hir slaget kan med fordel utforas laborativt, girna med rektang-
lar uppdelade i 6 x 8, 8 x 10 och 6 x 10 rutor, som ger enkla och varierande ménster.
Den slutsats som eleverna ska dra av detta, ir att alla tal i brikform kan skrivas pa
oindligt manga olika sitt.

De operationer som vi nu har beskrivit kallas fér férlingning och dndrar inte
brékets virde (storlek). Den inversa (omvinda) operationen, alltsd nir man gir

fran g till é, kallas for forkortning.

Vi kan i det hir sammanhanget passa pa att tolka de ovanstdende figurerna

21 _3-1 osv. Eleverna kan pa sa sitt
2-3 3-3

forstd varfor man kan forkorta g med 3 och pd sikt varfér man kan for-

2 ,

korta % med x eller xx+11 _e —1—;)_81 D) med x+1. Det hir belyser
brikrikningens roll som férkunskap till algebran. Genom att tidigt ligga
en bra grund for hur man riknar med brdk, banar man vigen for mot-
svarande delar av algebran, vilket gor algebran begriplig. Man kan se

brdkrikning som en konkretisering av det hir omrddet av algebran.

algebraiskt. Vad som illustreras ar att % =

Enkla additioner och subtraktioner av tal i brakform

I ett forsta steg bor eleverna kunna addera och subtrahera tal i brakform med

samma namnare alltsd uppgifter av typen % + % Uppgiften kan uppfattas pa tva

satt:

o dels som 2 sjundedelar + 3 sjundedelar = (2 + 3) sjundedelar, dir det ir tiljarna
(antalet enheter) som adderas, medan nimnaren bara ir en enhet som inte
paverkar additionen,

o delisom (% + %) + (% 4; % + %) = geller mer formellt
2.243.2=(2 2
-3 - =02+3) -

Aven blandad form bér férekomma som vid additionen g + ; = % som i sin tur
kan skrivas som; + % =1+ - eller 12.
Vid subtraktioner som 4% - 1% kan man skriva om 4% som 3 + g, vilket ger

4 o 2., o .
3% — 1? och svaret 2; Man kan ocks3 subtrahera 1? fran bida termerna vilket




ocksa ger 3 — %, en uppgift som ir betydligt enklare. Ytterligare ett alternativ

ar att utfora subtraktionen med entalen fér sig och brakdelarna fér sig (som

vid mellanledsridkning), vilket ger (4 — 1) — (; — %) =3- ;

Det dr angeldget att eleverna lir sig att resonera sd hir och att ga fram och
tillbaka mellan olika uttrycksformer. P4 s3 sitt far de en storre fortrogenhet med
de rationella talen och hur de kan operera med dem. Detta ger dven mojligheter
att rekonstruera regler som de har glédmt. Det ir detta som i kursplanens syfte
uttrycks som: reflektera éver och viirdera valda strategier, utveckla fortrogenhet med
matematiska uttrycksformer, kommunicera matematik, mm.

Addition och subtraktion av brak med olika ndmnare

Nir man adderar och subtraherar tal i brakform, kriivs det att briken ir skrivna

v " . 1, e . . .
med samma nimnare. For att skriva om 3 sd att nimnaren blir 12 krivs det en for-

laingning med 4, vilket kan konkretiseras genom att vi gor en horisontell uppdel-
ning av rektangeln till viinster i fyra lika stora delar. Vi ser nu hur bade de skuggade
rutorna (tiljaren) och alla rutorna (nimnaren) blir 4 ginger fler. Vi fér alltsa

1 4.1 4

3 4.3 12

.. 1 1 o i L
For att talen 3 och 1 ska kunna adderas eller subtraheras méste de vara jaimforbara,

alltsd ha samma enhet (samma nimnare). For att illustrera detta kan vi dela in en
. . .. . 1 1 o .
helitrerespektive fyradelar foratt konkretisera 3 och T (Senedanstaende figurer).

Delningen bor da ske i olika riktningar, tex % vertikalt och i horisontellt.

Genom att ligga de tvd monstren pd varandra ser vi att 12 dr en limplig

1 4 1 e 1o
gemensam nidmnare och att 371 och 1 % Eftersom de tvd brdken nu

har samma nimnare (enhet) s kan brken (andelarna) adderas.

1 1
3 4
4

12 12

Vad som hir har konkretiserats dr hur vi kan f3 en gemensam nimnare genom
forlingning. Utan konkretiserande material ser additionen ut s& hir:

1 1 41,31 4 3 7T

37171373 2T n

Lagg mirke till att det som beskrivits i figurerna inte dr en metod att addera eller
subtrahera brak med olika ndmnare, utan ett sitt att konkretisera de operationer
som utférs ndr man adderar eller subtraherar tva brak. Nir eleverna har férstatt




(abstraherat) idén ska de sluta anvinda de konkretiserande figurerna och direkt
overga till att anvinda sig av férlingning och forkortning. Att fortsitta anvinda
materialet blir annars en manipulation som snarast blir ett hinder f6r forstaelsen
(abstraktionen).

Vi kan sammanfatta grunderna for att addera och subtrahera tal i brékform pa
foljande sitt:

o Ett tal i brékform kan alltid skrivas om pé oidndligt ménga olika sitt.
o Tva tal i brékform kan alltid skrivas om s att de fir samma nimnare.

o Nir man adderar, subtraherar eller jAmfor tva tal i brakform bér talen forst
skrivas om s att de fir samma nimnare.

Las meri

Kilborn, W. (1990). Didaktisk dmnesteori i matematik. Del 2. Rationella tal och
irrationella tal (kapitel 10). Malmé: Liber Hermods.

Léwing, M. (2008). Grundldggande aritmetik (kapitel 11). Lund: Studentlitteratur.

Att diskutera

o Diskutera ur ett arskurs 1 till 9-perspektiv de matematikdidaktiska modeller
som presenteras i det hir avsnittet i relation till motsvarande diagnosresultat pa
den egna skolan. Vad har eleverna redan férstatt och vilka missuppfattningar 4r
vanliga? Hur ska man i undervisningen undvika att dessa missuppfattningar
uppstar?

o Diskutera resultaten och vanliga missuppfattningar i relation till innehéllet i
aktuella liromedel och till syfte och centralt innehall i kursplanen till Lgr11.

o Ivilken utstrickning anvinder ni konkretiseringar nir ni arbetar med
forlingning/forkortning av brék? Delge varandra laborationer alt diskutera
tinkbara idéer.

o Reflektera éver vikten av kopplingen mellan brikrikning och algebra.

Att planera

Gor en preliminir plan som omfattar nir och hur det aktuella innehéllet ska tas
upp i undervisningen, samt vilka undervisningsmetoder som kan anvindas. Nir
alla de sju avsnitten 4r genomgéngna stills de preliminira planerna samman till
en komplett plan.

Forslag till kollegialt arbete

Vilj ut ett av de ovan beskrivna delomrédena dir maluppfyllelsen 4r mindre bra.
Planera och genomfér en eller flera lektioner enligt idéerna i det hir avsnittet.
Utvirdera och diskutera savil undervisningen som resultatet. Om resultatet inte
ar tillfredsstillande, modifiera planeringen och undervisningen tills ett tillfreds-
stillande resultat uppnas.




Multiplikation och division av
tal i brakform

Syfte: Att ge ett didaktiskt underlag for att introducera multiplikation och division av
tal i brakform.

Férberedelser: De deltagare som gett Diamantdiagnosen RB7, tar med resultaten och
forbereder en presentation av och diskussion om den. Alla bér dven i forvag ha last
igenom féljande text.

Fér eleverna har multiplikation tidigare presenterats som en upprepad addition,
dér tex 3-4 har innebérden 4+4+4. Det 4r denna uppfattning som, tillsammans
med de grundliggande riknelagarna, bér tas som utgdngspunkt for att férklara
multiplikation och division med och av tal i brikform. Aven den kommutativa
lagen for multiplikation, alltsd att 3-4=4-3 ir en viktig forkunskap som kan

. .1 1 1 1 1 1 1
generaliseras till 3 4=4. 3=3T3t3+3
De tva strategierna for division, delningsdivision och innehdllsdivision, ir andra
centrala utgdngspunkter. Vid undervisning om multiplikation och division av tal
i brékform 4r det angeldget att lyfta fram riknelagarnas betydelse och att samma
raknelagar giller for rationella tal som for naturliga tal. Detta underlittar elever-
nas forstéelse vid arbete med tal i brakform.

Multiplikation av ett tal i brakform med ett naturligt tal

2
Inled med att multiplicera ett tal i brakform med ett naturligt tal, som 3 - = Det

handlar d& om grundldggande taluppfattning dér 3 - % kan tolkas som

2 2 2 1 1 1 1 1 1 6
AN RE R A A

Detta blir dnnu tydligare om vi skriver enheten en sjundedel med bokstéver,
vilket ger 3 - (2 sjundedelar) = (3 - 2) sjundedelar, dar sjundedelen 4r en enhet och
det &r téljaren, alltsd antalet sjundedelar som multipliceras med 3. Lagg mirke till
att eleverna bér kunna utfoéra detta, och resonera om detta. Anvindningen av

konkretiserande material ska vid behov ha skett tidigare, for att konkretisera tal

som % och g . Nu kan eleverna fora matematiska resonemang om tal i brakform

och kan kommunicera matematik.
2
Vid multiplikationer av typen =z 3 fungerar inte definitionen av multiplikation

som upprepad addition. 3 kan inte upprepas % gang. Forklaringen bor dirfor

bygga pé riknelagarnas allmingiltighet. Vi utgér séledes fran den kommutativa
lagen f6r multiplikation, varvid samband som 9 - 3 = 3 - 9 kan generaliseras till

§~3:3~%, vilket i sin tur ger 3- (2;) = (3-2)-%: g Det handlar om
att anvinda riknelagarna och matematiska uttryck pa ett genomtinkt sitt.
Férmagan att pa det hir sittet kunna gd mellan olika sitt att uttrycka berik-
ningar ger eleverna en storre sikerhet och tilltro till sin formdga att anvinda
matematik. Det ar angeldget att eleverna lar sig forstd och uttrycka de hir
operationerna och att de inte bara lir sig en formel som de inte forstar. Sddana

formler kan sillan generaliseras till nya situationer, tex nir de kommer




till irrationella tal. Ju fler formler en elev tvingas lira sig utan att for-
std, desto osdkrare blir eleven och desto mer obegriplig blir matematiken.

Multiplikation av tva tal i brakform

2 3
Nir vi introducerar multiplikation av tva tal i brakform som 3 bor vi gora
klart for eleverna att detta inte har samma innebérd som % av % dven om resultaten

blir desamma. Vi ser skillnaden i innebérd enklast om vi betraktar % av 4 som

betyder att 4 ska delas i 3 lika delar, vilket motsvarar divisionen 4/3. Detta innebir

o 1
isin tur att % av 4 rimligtvis bor tolkas som dubbelt s mycket som 3 4. Detta

betyder i sin tur att 4 forst delas i 3 lika delar och att man darefter tar 2 av dessa
delar, vilket ger multiplikationen 2 - 4/3 . Skrivet mer formellt innebér det att g av
4=2-(%av4)=2'4/3.

Man bor dven vara medveten om att det dr komplicerat att konkretisera mul-

tiplikationer av tva tal i brdkform. Ett vanligt férsok till konkretisering av
% . g = % ir att anvinda sig av formeln fér rektangelns area. Om man utgér
frdn en kvadrat med sidan 1 (dm) sd kan den delas i tredjedelar och femtedelar

enligt figuren. Man kan dérefter skugga rektangeln med sidorna % (dm) och ; (dm).

3
4%

Om man accepterar att formeln for rektangelns area géller dven for tal i brakform

sa bli arean av det skuggade omradet ; . g (dm?). Eftersom detta svarar mot 2 - 3

rutor av sammanlagt 3 - 5 rutor, kan rektangelns area tecknas % (dm?). Den hir

illustrationen kan vara ett bra stéd for att komma ihag hur vi multiplicerar tvé tal
i brakform, men det ir inte ndgot bevis.

Nir eleverna har kommit s& hér 1dngt i sin matematikinlarning bér lararen tala
om att matematik som dmne inte handlar om konkretisering eller vardagsmate-
matik, utan dr en abstrakt och generell vetenskap. Den grundliggande matema-
tiken bygger visserligen pé ett antal riknelagar och riakneregler som oftast later
sig konkretiseras, men nir talomradet utvidgas, forst till rationella tal och senare
till irrationella tal och komplexa tal, férsvinner méjligheterna att konkretisera,
helt enkelt fér att operationerna inte har ndgon (enkel) forankring i elevernas
virld. Det dr darfér angeliget att efter hand gora klart for eleverna att de istéllet
for att kriava en konkretisering som inte finns, lir sig att anvinda matematikens




spelregler. Vad eleverna samtidigt bér goras medvetna om, ir att riknelagarna
och de flesta rikneregler som de har lart sig under de férsta skolaren, dven giller
for rationella tal och irrationella tal. I kursplanens syfte skulle detta kunna mot-
svaras av att reflektera over matematikens betydelse, anvindning och begrinsning i
vardagslivet ...

Det ir sdledes viktigt att eleverna nidr de arbetar med tal i brakform far
anvinda sig av, och reflektera dver, riknelagar och rikneregler. Detta underlittar
dessutom férstielsen av motsvarande operationer inom algebran. Ett exempel pa

detta dr féljande:

Vid en multiplikation som g . g lar sig eleverna att de kan férkorta med 3.
5

Men varfoér kan man férkorta en téljare med en nimnare, alltsd ett antal med en

enhet? En enkel forklaring 4r att % . g _ 23 vilket i sin tur, enligt kommutativa

2 -2 .
lagen for multiplikation, kan skrivas om som % = % Detta kan i sin tur
. 3-2 2 .. .. . NI .
skrivas T 1. 2, vilket forklarar férkortningen. Det ar viktigt att som ldrare

9 9]
hela tiden fora resonemang av det hir slaget med eleverna. Det hir handlar enligt
kursplanens syfte om att reflektera 6ver och virdera valda strategier, metoder, model-
ler och resultat och om att argumentera logiskt och fora matematiska resonemang.

Det ir detta som skiljer rutinartad rikning frin matematik.

Division av ett tal i brékform med ett naturligt tal

Division av ett tal i brakform med ett naturligt tal kan géras pa liknande sitt som
multiplikation av ett tal i brakform med ett naturligt tal. En division av typen

g /3 bor da tolkas som 6 sjundedelar dividerat med 3, dir sjundedelen 4r en enhet.

6 sddana enheter dividerat med 3 ger 2 enheter. Detta fungerar pd samma sitt
som om man ska dela 6 burkar ldsk pa 3 personer, vilket ger 2 burkar var. Det hir
ir ett exempel pa delningsdivision (likadelning).

o 0 1 e 1 1 1 1 1 1 . .
Vi kan ocksa resonera si hir: g S I = vilket vi kan dela

1 1 1 1 1 1 2 2 2
uppitredelar | = + = Z 4= ~ 1+ =~ Jellersom = + = + = dir varje del

PP <7+7>+<7+7>+<7+7> 7Trty J
utgdr svaret. Genom att pa det hir sittet presentera och diskutera ett matema-

tiskt innehall, i det hir fallet delningsdivision, pé olika sitt och ur olika synvink-
lar, kan man skapa en variation i undervisningen som gynnar savil forstaelse som
inldrning. Inledningsvis dr det viktigare att eleverna forstar hur detta hinger
ihop, och kan resonera pé det hir sittet, n att de lar sig en formel av typen
6 6,3 6 1 6

=i T w
komma ihdg. I en del situationer kan det ocksa vara praktiskt att anviinda sig av att

ndgot ménga elever har svart att sévil acceptera som

1 o
g /3kan uttryckassom 32 g och omvint. Dettadrett nytt exempel padnyttan avatt

hantera olika matematiska uttryck. Nir inte det ena uttrycket fungerar (eller
man inte vet hur den ska anvindas) dr det viktigt att kunna uttrycka sig pa ett
alternativt satt.

Det som just har beskrivits kan enkelt generaliseras till tal i decimalform, tex

till i av 0,36 (en fjiardedel av 0,36). Hir bér 0,36/4 tolkas som 36 hundradelar/4,

vilket ger svaret 9 i enheten hundradelar, alltsd 0,09. Vid den hir typen av upp-
gifter giller det att uppmirksamma de elever som far svaret 0,9. Orsaken till den
typen av fel brukar vara att de liser talet som noll komma trettiosex (utan att
reflektera 6ver innebérden) och att 36/4 = 9 da leder till svaret 0,9. Eleverna bér

istillet hantera talet 0,36 som % och lasa det som 36 hundradelar. Det r angeliget




att lararen féregar med gott exempel och 4r noga med den terminologi som anvinds.

Aven uppgifter som g /5, dar 6 inte dr delbart med 5 kan 16sas med den just

beskrivna metoden. Eftersom varje brak kan skrivas pa olika sitt dr det bara att

skriva om g sé att tiljaren blir delbar med 5, tex som 3—2 Losningen blir da

30 /5= g Skriver vi detta som 6 /5= 65 i, far vi samtidigt en forklaring
35 35 7 7-5 T7-5

till varfér man kan fa svaret genom att multiplicera ndmnaren med 5. Ddremot vore

det olyckligt om eleverna uppfattar operationen g /5 = g % som ett "hokus

pokus”, vilket riskerar att undergriva tron pd matematik som logisk och férstaelig.

Division av tva tal i brédkform

Nu &terstar division av tva tal i br@kform. Vi bérjar med tva brék dir ndmnarna

Iy 0 T 6 2 .. .
ar lika stora, sdsom i divisionen - / = Eleverna bér uppfatta detta som en inne-

héllsdivision, alltsé som frdgan hur ménga génger 2 sjundedelar ryms i 6 sjunde-

delar. Svaret ar 3 ganger, vilket ger kvoten 3. Ligg mirke till att detta dr samma

fragestillning som hur manga 2-litersflaskor som krévs for att det ska bli 6 liter.
Vi kan ocksé resonera mer formellt, utgdende fran grundliggande begrepp.

6 1 1 1 1 1 1 2 2 2
Talet — kan skrivas som | = + = Z 4z Z 4 Z)eller som = + = + 2.
7 (7+7)+(7+7)+(7+7) 7Tt

Det framgar d& att = ryms (gér upp) 3 ganger i - eller uttryckt pa ett annat sitt

somatt 3 - % = g Aterigen handlar det om att vilja limpliga matematiska uttrycks-

former. Det giéller ocksa att ha fortrogenhet med grundldggande matematiska begrepp
och att eleverna kan beskriva, resonera och kommunicera matematik.

I det hir avsnittet har vi hittills inte anvént ndgra formler utan enbart reso-
nerat oss fram till ett svar utgdende fran grundliggande begrepp och riknelagar.
P4 det sittet blir rikning med tal i brakform avdramatiserat och inte svarare dn
rikning med naturliga tal.

giller. Vi

. .. . 62
Genom att ta ytterligare ett steg kan vi visa varfér - /= =
9]

- ol o

6
7
de

anvinder den ovan beskrivna metoden, men skriver forst om va briken

sé att de far samma nidmnare, alltsd som % / % Eftersom nimnarna &r lika

(samma enhet) dr det di frdgan hur méinga ganger tiljaren 2-7 ryms

i téljaren 6 - 5 vilket leder till divisionen (6 - 5) / (2 - 7) och svaret g—;

Las mer

Kilborn, W. (1990). Didaktisk dimnesteori i matematik. Del 2. Rationella tal och
irrationella tal (kapitel 10). Malmé: Liber Hermods.

Léwing, M. (2008). Grundldggande aritmetik (kapitel 11). Lund: Studentlitteratur.

Att diskutera

o Diskutera ur ett drskurs 1 till 9-perspektiv de matematikdidaktiska modeller
som presenteras i det hir avsnittet i relation till motsvarande diagnosresultat
pa den egna skolan. Vad har eleverna redan férstatt och vilka missuppfatt-
ningar dr vanliga? Hur ska man i undervisningen undvika att dessa missupp-
fattningar uppstar?




o Diskutera resultaten och vanliga missuppfattningar i relation till innehéllet i
aktuella ldromedel och till syfte och centralt inneh3ll i kursplanen till Lgr11.

o Stall upp preliminira mal for Rationella tal och deras egenskaper och fér en
prelimindr diskussion om nir olika delmoment bor introduceras i undervis-
ningen.

o Det har tydligt framkommit i texten att resonera matematik ir viktigt och
det kan vara l4tt att underskatta elevernas férmaga till att f6ra resonemang.
Vilka resonemang f6r du med dina elever? Kan ni tillsammans utforma négra
uttryck fér multiplikation och division av brdk som ni kan anvinda i under-
visningen som utgdngspunkt for att resonera er fram till l6sningen.

Att planera

Gor en prelimindr plan som omfattar nir och hur det aktuella innehallet ska tas
upp i undervisningen, samt vilka undervisningsmetoder som kan anvindas. Nir
alla de sju avsnitten dr genomgéngna stills de preliminira planerna samman till
en komplett plan.

Forslag till kollegialt arbete

Vilj ut ett av de ovan beskrivna delomrédena dir méluppfyllelsen 4r mindre bra.
Planera och genomfor en eller flera lektioner enligt idéerna i det hir avsnittet.
Utvirdera och diskutera sdvil undervisningen som resultatet. Om resultatet inte
ar tillfredsstillande, modifiera planeringen och undervisningen tills ett tillfreds-
stillande resultat uppnas.




Sambandet mellan tal i
brak- och decimalform

Syfte: Att ge ett didaktiskt underlag for att introducera och operera med de rationella
talen i decimalform. Samtidigt utreds egenskaper hos de rationella talen som upp-
raknelighet och periodisk decimalutveckling.

Férberedelser: De deltagare som gett Diamantdiagnoserna RD1, RD2, RD3, RD4 och
RD5, tar med resultaten och férbereder en presentation av och diskussion om dem.
Alla bor dven i forvdg ha last igenom foljande text.

Under de senaste tiotal dren har allt fler liromedel, och dirmed undervisande
larare, tonat ned arbetet med tal i brikform med motiveringarna att brakrik-
ning dels 4r svart, dels numera har férsvunnit fran vardagslivet. Man menar att
det darfor dr viktigare att satsa pa arbetet med decimaltal. Det hir resonemanget
bygget pa tre fundamentala misstag. For det férsta handlar skolans matematik
inte enbart om vardagens matematik. Som tidigare papekats dr rikningen med
brak en viktig férkunskap for algebran. Tonar man ned brdkrikningen far detta
allvarliga konsekvenser fér alla de elever som férvintas arbeta med algebra eller
ldsa mera matematik, ndgot som blivit uppenbart pa savil gymnasieskolor som
hogskolor. Fér det andra ér inte operationerna med tal i brakform svéra att férsta,
vilket vi visat i det har materialet. Svarigheterna kan i sjilva verket hirledas till att
man i skolan anviant gammalmodiga och alltfor formella undervisningsmetoder.
For det tredje s& har inte elevernas férméga att arbeta med tal i decimalform blivit
bittre, vilket framgar av féljande resultat. Undersékningen som utférts pa varen i
arskurs 6 och arskurs 8 och beskriver elevernas forméga att utféra grundlaggande
operationer med tal i brakform (Léwing, 2008, s 231).

Lésningsfrekvens i 8k 6 Lésningsfrekvensi ak 8

Berikna 0,54 + 0,52 50 % 65%
Berikna 72-39 48% 64%
Berikna 9-1,50 49% 71%
Berikna 0,7 -50 31% 60 %
Berikna 242 /2 62% 76 %
Berikna 5/01 11% 51%

Operationer med tal i decimalform

I stort sett alla de svarigheter eleverna har haft med de ovan beskrivna uppgif-
terna, beror pa bristande férkunskaper. Nir man tidigare arbetade med tal i brak-
form innan man introducerade decimaltalen, och det gér man fortfarande i de
flesta andra lander, fick man riknereglerna fér decimaltal gratis fran bréktalen.
Decimaltalet ar ju enbart ett speciellt skrivsitt for en viss typ av tal i brakform.
Vi ska nu gd igenom uppgifterna i ovanstéende tabell och kommentera dem.

0,54 + 0,52 betyder i sjdlva verket 54 hundradelar + 52 hundradelar, dir hund-
radelen 4r en enhet. Svaret blir sdledes 106 hundradelar eller om man s vill 100
hundradelar + 6 hundradelar, alltsa 1 + 0,06. Det hiir handla om att kunna fora
matematiska resonemang och om fortrogenhet med grundliggande matematiska
begrepp och metoder. Man kan dven anvinda sig av riknelagarna pa olika sitt,
tex 0,50 + 0,04 + 0,50 + 0,02 = 0,50 + 0,50 + 0,04 + 0,02 = 1 + 0,06.

72 - 3,9. Vi ser hir ett nytt exempel pa att eleverna inte férstdr innebdrden
i decimaltalen. Genom att skriva om talen som 72 tiondelar — 39 tiondelar har
subtraktionen 6vergatt till att handla om naturliga tal. Svaret 33 tiondelar skrivs
om som 3,3. For att utfora subtraktionen 72 — 39 i huvudet kan man gora ett lika




tillagg av 1, viket ger 72 — 39 = 73 - 40, som leder till en relativt enkel operation i
arskurs 6. Den elev som fatt utveckla fortrogenhet med grundliggande matema-
tiska begrepp och metoder, kan dven direkt gora tilligget 0,1, vilket ger 7,2 - 3,9 =
73 -4,.

9 - 1,50. Har kan man tex tolka 1,50 som 1+ 0,50. Man far da 9 (1 + 0,50) =9 +
9/2 =9 + 4,5, alltsd 9 hela plus nio halva. En elev som har tilltro till sin férmaga
kan dessutom leka lite med siffrorna. Eftersom 2 :1,50=3,s3 4r 4 1,50 =6 och 8
1,50 = 12. Till detta behéver man nu bara addera 1,50.

0,7 - 50. En elev som redan fran skolstarten har uppmairksammats pé rikne-
lagarna, sdsom den kommutativa och den associativa lagen foér multiplikation,
och fatt anvinda dem i samband med huvudrikning bor inte 3 problem har. Man
ser da direkt att 0,7-50=0,7-10 - 5=7 - 5. F6r den som kan férkorta ett brik kan
man ocksé tinka sig 7/10- 50 = (7-5-10)/10. Det hir handlar om fértrogenhet med
matematikens uttrycksformer och tilltro till sin egen férmdga.

2,42/2.Man kan hir utnyttja att 2,42 = 2 + 0,42 eller 2 + 42 hundradelar. Genom
att dela upp tiljaren i tva delar far man 2/2 = 1och 42 hundradelar/2 = 21 hundra-
delar och svaret 1 hel och 21 hundradelar = 1,21.

5/0,1. Har kan man bérja med divisionen 1/0,], vilket kan uppfattas som en
innehalls-division, alltsd hur ménga deciliter det gar pa 1 liter. P4 5 liter gar det 5
ganger fler deciliter dn pa 1 liter.

Vi kan sammanfatta detta sa hir. Att operera med tal i decimalform férutsit-
ter att eleven behirskar motsvarande operationer fér tal i brakform. Ett alterna-
tiv ir att eleven frin borjan lirt sig inse raknelagarnas betydelse, girna i praktiska
situationer, sdsom vid huvudrikning. Det dr dirfor angeldget att du som ldrare
noga tinker igenom hur den typen av kunskaper byggs upp efter hand.

Observera att det 4mne som ska undervisas heter matematik, inte rikning.
Det handlar dirfér inte om att lidra ut isolerade metoder, vilka eleverna snabbt
glommer bort. Det giller istillet att lira eleverna att anvinda enkla resonemang
utgdende fran riknelagar och rikneregler. P4 det sittet far de generellt fung-
erande verktyg som fungerar dven nir de glémt sina formler. Det ir ett sddant
forhallningssatt till matematik som beskrivits i texten.

Brak som decimalutvecklingar

Innan det dr dags for eleverna att utvidga talomradet till att omfatta de irra-
tionella talen, bér de fa fordjupa sig i de rationella talen och deras egenskaper.
Detta handlar bla om att utveckla fértrogenhet med grundliggande matematiska
begrepp och att ge eleven férutsittningar att utveckla sina férmagor. Detta
handlar ocksd om att utveckla intresse fér matematik och att uppleva méten med
matematiska ménster, former och samband. Att alla elever i en klass inte férmér
tillgodogora sig ett visst innehall far inte utgéra ett hinder f6r andra elever att fa
arbeta med matematik enligt kursplanens syfte och utveckla sina forméagor.

Vi inleder med att konstatera att alla tal i brdkform kan skrivas som decimal-
utvecklingar. Vissa sddana decimalutvecklingar dr dndliga och kallades tidigare

for decimaltal. Som exempel kan i skrivas som 0,25. Andra tal i brakform sdsom

G kan inte skrivas som en dndlig decimalutveckling, men d4remot som den perio-

diska decimalutvecklingen 0,161616... alltsé en odndlig rad, dir siffrorna 1 och 6
upprepas oupphérligt.
Anledningen till att vissa tal i brakform leder till periodiska decimalutvecklingar

framgér av foljande exempel dir storleken av talet O, 1 4 2 8 5 7 1
1, O 7

1
= studeras genom den korta divisionen 1/7. 30
2

7
Nir man kommit s& hir 1angt i divisionsalgorit- g
men &terkommer siffran 1 pd nytt. Det innebir att

0
alla deldivisioner kommer att upprepas i samma 4

0
50
1




ordning som tidigare. Resultatet blir sdledes 0,142857142857142857 ... dir talraden
142857 upprepas i all odndlighet. Nista fraga dr varfor det blir sa?

Forklaringen dr enkel. Nar man dividerar med 7 kan man bara {3 resterna 1,
2,3,4,5 och 6 (annars gar ju divisionen upp). Det betyder att man senast vid den
sjunde deldivisionen maste f3 upp ett tidigare tal, i det hir fallet blev det resten 1.
Direfter upprepas alla del-operationer pd nytt och i samma ordning som tidigare.
Detsamma giller for alla andra brdk. Som exempel svarar brdket mot
divisionen 37/492 som bara kan f3 resterna 1, 2, 3, .., 491. Senast vid den
492:a deldivisionen maste sdledes en gammal rest komma upp och tidi-
gare deldivisioner upprepas. I det hir fallet dyker en tidigare rest upp redan

37
efter den sjitte deloperation, vilket ger 199 0,075203252032520325203...

Det hir ar ett bra exempel pd matematiska ménster ... och samband.

Men ir inte detta alldeles for svart att férstd? Vi menar tvirtom. De flesta
lirare bér kunna beskriva detta for sina elever pa ett sddant sitt att dven de lagst
presterande eleverna kan félja med resonemanget. De har da fatt f6lja ett mate-
matiskt resonemang. For de elever som &r intresserade av matematik har man sam-
tidigt erbjudit en mojlighet att uppleva estetiska virden i métet med matematiska
monstet, former och samband.

Decimalutvecklingar som brak

Man kan i det hir sammanhanget reda ut en visentlig skillnad mellan rationella
och irrationella tal. En sddan skillnad 4r decimalutvecklingarna. Alla rationella
tal, alltsd tal i brakform, kan som redan nimnts, skrivas som ett decimaltal

eller som en periodisk decimalutveckling. Talet %3 kan tex skrivas som

0,769230769230 ... dir siffrorna 769230 upprepas i all odndlighet. En intressant
fraga ar om omvindningen giller, tex om en godtycklig periodisk decimalutveck-
ling, tex 0,123123123 ... svarar mot ett tal i brakform. Att det forhaller sig s, kan
vi visa sé hér:

Vi borjar med att utgd frdn x=0,123123123123... Genom att multipli-
cera x med 1000 "flyttar” man decimalutvecklingen en period vilket ger
1000x=123,123123123 ... Vi utfor direfter subtraktionen 1000x — x=123,123123123
-0,123123123 ... vilket ger 16sningen 999x=123. Detta kan &ven beskrivas i en algo-
ritm

1000x =123,123123123 ...
- x=-0123123123 ..

999x =123
41
Efter férkortning ger detta svaret x = 333/ vilket innebir att decimalutvecklingen
41
0,123123123 ... svarar mot det rationella talet —

333
P& motsvarande sitt kan man skriva varje periodisk decimalutveckling som ett
tal i brikform. Detta &dr en central egenskap som skiljer de rationella talen fran
de irrationella talen. Ett tal som 0,501150115011 ... ir alltsd ett rationellt tal medan
talet 0,12123123412345 ... dr irrationellt. Visserligen finner vi i det senare fallet ett
intressant monster, men det ir inte periodiskt. Decimalutvecklingarna av irratio-
nella tal som 7 =3,141592654 ... och V5 =2,236067978 ... ir siledes inte periodiska.

Ndgot om brdkens historia

Fran bérjan anvinde man sig enbart av de sk stambréken, alltsd brak med tiljaren 1

L1111 5 11 7
jasm;l > 1§, 15 Osv- Det betyder att ett tal som G skrevs som B + 3 och 15 som

ststy Alla tal i brakform kan skrivas pa det hir sattet med hjilp av stambrék.




Det dr det faktum att vi har tio fingrar som férklarar varfér vi anvinder talbasen
10. Det dr emellertid synd att vi inte har tolv fingrar och dirmed talbasen 12. Talet
10 4r ett sk fattigt tal, det har bara tva delare, 2 och 5. Det dr darfor f8 tal som kan
skrivas som andliga decimalutvecklingar. Annorlunda 4r det med talet 12, som &r
ett rikt tal, delbart med 2, 3, 4 och 6. Det innebir att betydligt fler tal kan skrivas
som tolftedelar 4n som tiondelar.

Bara % och % kan skrivas som tiondelar, alltsd som 1% och % Som tolftedelar

1
kan man diremot skriva 1o E, 1o i, 1_3 och == 3
2 1273 1274 12 6 12 . .
I ett positionssystem med basen 12 skulle man dirfér ha skrivit 5" 0,6, 37 04,

i =0,3 och é = 0,2. Dessutom skulle % ha skrivits som 0,16 och % som 0,14.

Detta férklarar varfor talet 12 lange var en viktig talbas vid langdmétning (12
tum pa en fot), vid matning av tid (12 timmar pa ett halvt dygn och 12 ménader pa
ett ar), vid vixling av pengar (12 pence pa en engelsk shilling) osv. Lis girna mera
om detta i Ohlon (1986).

Tidigt i historien anvinde sumererna ett talsystem med basen 60 som ocksa ir
ett rikt tal (och en multipel av 12). Sumerernas intresse for astronomi och tidmat-
ning, ledde till att timmar (och grader) fortfarande dr uppdelade i 60 minuter och
en minut i 60 sekunder. Det 4r darfér enkelt att beskriva en kvart som 15 minuter.
Eftersom 60 ir ett rikt tal, var det dven enkelt f6r sumererna att beskriva brakde-
lar i bas 60 och att utféra berdkningar med brak. Lis mera om detta i tex Kilborn
(1990).

Binira tal (alltsé ett positionssystem med basen 2) ligger till grund fér dato-
rernas aritmetik, och det kan dirfér vara intressant att studera hur brak kan
beskrivas i ett sddant talsystem.

Foratt goradetta méste viférst vetaatt 1 skrivs 0,1, i skrivs 0,01, é skrivs 0,001 osv.

Talet 0,101 betyder séledes % + g + é = g Omvint skrivs talet % = % + i + 1—16
som 0,1101.

Brak vars nimnare inte dr en multipel av 2, blir i det hir fallet periodiska. Som

exempel ¢ % = 0,010101 ... och % = 0,001100110011 ...

Las mer

Kilborn, W. (1990). Didaktisk dmnesteori i matematik. Del 2. Rationella tal och
irrationella tal. Malmo: Liber Hermods.

Léwing, M. (2008). Grundldiggande aritmetik. Lund: Studentlitteratur.
Ohlon,R. (1986). Gamla mdtt och nya. Stockholm: Ingenjérsférlaget.

Att diskutera

o Diskutera ur ett drskurs 1-9 perspektiv de matematikdidaktiska modeller som
presenteras i det hir avsnittet i relation till motsvarande diagnosresultat pa
den egna skolan. Vad har eleverna redan férstétt och vilka missuppfattningar
ar vanliga? Hur ska man redan fran skolstarten gora eleverna uppmirksamma
pa riknelagar och rakneregler och pé det sitt ge dem reella méjligheter att
forstd matematiska monster, strategier, metoder, modeller och resultat.

o Diskutera resultaten och vanliga missuppfattningar i relation till innehéllet i
aktuella liromedel och till syfte och centralt inneh3ll i kursplanen till Lgr11.

o Stéll upp preliminira mal for Rationella tal och deras egenskaper och fér en
prelimindr diskussion om nir olika delmoment bor introduceras i undervis-
ningen.




o Hur ska man kunna individualisera undervisningen pa ett sddant sitt att
dven de duktigare eleverna ska fa méjligheter att utveckla sina kunskaper och
bygga upp ett intresse f6r matematik.

Forslag till kollegialt arbete

Vilj ut ett av de ovan beskrivna delomrédena diar maluppfyllelsen dr mindre bra.
Planera och genomfor en eller flera lektioner enligt idéerna i det hir avsnittet.
Utvirdera och diskutera savil undervisningen som resultatet. Om resultatet inte
ar tillfredsstillande, modifiera planeringen och undervisningen tills ett tillfreds-
stillande resultat uppnas.




Brak som forkunskap till
algebra

Syfte: Att ge ett didaktiskt underlag for att generalisera operationer av brak till mot-
svarande operationer inom algebran. Detta innebar att eleven bor goras uppmark-
sam pa vilka regler som anvands vid brakrakning, vilket i sin tur &r en generalisering
av reglerna for att operera med hela tal.

Férberedelser: Alla bor dven i forvag ha last igenom foljande text

De regler och metoder som giller for brikrikning, genomsyrar dven arbetet med
algebra. Av det skilet dr det angeldget att alla elever behirskar grundlaggande
brakrikning pa ett sddant sitt att kunskaperna i brakrikning kan generaliseras
till algebran. Man kan dven uttrycka detta som att brikrikning fungerar som en
konkretisering av stora delar av algebran. Vi ger nu nigra exempel pa detta.

Forlangning och forkortning av enkla algebraiska uttryck
Férlangning och férkortning av algebraiska uttryck bygger pa att man har forstatt

forlangning av motsvarande brak, sdsom att % = 1% = % ... Kopplingen till alge-

bran blir tydligare om vi gér en faktoruppdelning. Ett brik som 1% kan da skrivas

som %, vilket kan férkortas med 3 till § Samma idé kan dven anvindas fér att

visa att a°/a® = a>. Vi skriver da om a/a® som "% % %" % 5ch fsrkortar med
a’(eller med a tre ganger).

P4 det hir sittet kan man forbereda eleverna infoér arbetet med algebraiska
forenklingar.

Ett binom som (2a + D) star f6r ett tal pa samma sitt som a eller 7 gér det. Det
(2a +b)(2a —b)
 2a+b
forkortas med (2a + b), pd samma sitt som 1—95 kan forkortas med 3, eftersom

a-a-a

ir det som ir innebdrden av parentesen. Det betyder att kan

samma faktor, (2a + b), finns i bade tiljare och nimnare. Detta ger resultatet

(2a - b). P4 samma sitt kan a-b forkortas med a vilket ger resultatet b.
a

Den hir typen av férkortning skapar ibland férvirring. Vart tar 2a + b res-
pektive a i ndmnarna vigen efter férkortningen, och vad blir det kvar? For att

forklara detta kan vi till en bérjan skriva om uttryck som a-b iformen a—f. Det
a a-

blir da tydligt varfor det efter férkortning med a blir en etta kvar i ndmnaren.

En annan utmaning giller uttryck som w, dir elever ofta forkortar kon-

Su+ 2 T30 1 det hir fallet
har de inte forstdtt att tiljaren ska uppfattas som ett tal, (3x + 6), och att
talet vid férkortning inte kan delas upp i termer, enbart i faktorer, alltsd
som 3(x + 2). For att gora det dnnu mer Svertygande kan vi istillet dela upp

stanterna och far felaktiga svar som eller

hela briket 396;_ 6

Det 4r genom att resonera med eleverna och kommunicera matematik pa det hir
sittet, och genom att 1ata dem variera matematikens uttrycksformer och strategier,

.o 3 6 . .
i tva termer, som g + 3 vilket ger det 6nskade svaret x + 2.




som viger elevernaméjligheter att vid osékerhet prova alternativa metoder. Detta
ger dem storre sikerhet och didrmed storre tilltro till sin formdga att anvinda
matematik.

Operationer med algebraiska uttryck

F6r manga elever ar de algebraiska operationerna ett "hokus pokus” som de inte
forstdr och diarmed saknar tillit till. Av det skilet kan det vara klokt att till en
borjan knyta an ett antal rikneoperationer till motsvarande operationer for tal i
brakform. Det handlar d& om att reflektera &ver valda strategier, modeller, meto-
der och att utveckla en fortrogenhet med matematikens uttrycksformer.

Nir vi ska addera och subtrahera tal i brakform skriver vi forst om braken sa

o . . - 1 .
att de far samma nidmnare. Vid additionen 3 +7 viljer vi f6rst den gemensamma

namnaren 3 - 4 = 12 vilket ger additionen % + % = 3%4
For den som behirskar den hir tekniken blir det inte svarare att utfora addi

. L R T « . "
tionen — + n Vi viljer d& den gemensamma nidmnaren a - b vilket ger additionen
a
b a a+b

ab " ab T Tab -
P& motsvarande sitt kan vi knyta multiplikationer som ¢ - - = 97 il brakrak-
C C
ningen genom att skriva om b som} - E vilket ger a - b_ a-b-=ochab- 1 a—b.
C C C Cc C C
Detta fungerar pd precis samma sitt som multiplikationen
3 1 1 6
2.2 -9.3.2=¢.-=—
7 3 7 0 T T,

Aven divisioner som % /c foljer det monster som beskrivits tidigare. Vi skriver

om bréket sa att tiljaren blir delbar med ¢, alltsd som % vilket ger divisionen
c

ac, 1 1 _a
B/ TR T e T e,

En intressant fraga dr om det &r s& hir vi ska arbeta med algebraiska operatio-
ner. Nej, ofta kan det g8 snabbare att anvinda de konventionella formlerna, men
det dr inte det som 4r podngen. Vad som hir avses ir en forstéelse av hur riknela-
gar och rikneregler kan generaliseras fran tal i brakform till algebra och &ven till
operationer med irrationella tal sdsom kvadratrotter. For elever som har fatt méta
resonemang av det hir slaget dr det littare att acceptera och forstd algebraiska
regler och formler, vilket ger dem tilltro till sin férmdga.

Uppdelning av algebraiska uttryck i faktorer

Nir eleverna har arbetat med att multiplicera uttryck som x(x + 1) och (x - 1)
(x + 3), ar det dags att ta nista steg, nimligen att dela upp uttryck i faktorer. En
ekvation som x? + x = 0 kan tex 18sas genom att vi bryter ut x. Vi skriver alltsd om
ekvationen som x(x + 1) = 0. Detta ger direkt rétterna (16sningarna till ekvatio-
nen) x = 0 och x = -1. Principen for detta finner vi ofta i uppgifter av typen:

Produkten av Annas och Bos dlder dr 35 dr. Hur gamla dr barnen Anna och Bo?

Om vi riknar &ldern i hela &r s finner vi svaret genom faktoruppdelningen
35=7-5. Alternativet 35 - 1 duger inte eftersom bada ska vara barn. Uppgifter av
det hir slaget ska sdledes inte anvindas enbart som "kluringar”. De har en viktig
pre-algebraisk funktion.

P& motsvarande sitt kan vi 16sa ekvationer av typen x? + 2x — 3 = 0, genom
faktorisering, vilket ger (x — 1)(x + 3) = 0 och rétterna x =1 och x = -3. Fér den som




vet att koefficienten till x-termen &r rétternas summa med ombytt tecken och
att konstanten (-3) ir rétternas produkt blir det 14tt att genomskada detta.

F6r den som har forstétt dessa algebraiska sammanhang dr det inte heller sé svart
x? —4 (x +2)(z—2)

att inse att uttryck som - kan skrivas som
: x(z + 2)

— och férkortas till
x? + 20

Tr—2

xr

Det hir handlar om att utveckla kunskaper for att kunna tolka matematiska situ-
ationer samt formulera och beskriva dessa med hjdlp av matematikens uttrycksformer.
Genom att undervisa om detta i grundskolan ger vi eleverna ckade mojligheter
att tillgodogora sig undervisning pd gymnasieskolan. P4 s& sitt underlittar vi for
eleverna att senare forstd arbetet med grinsvirden och derivata i gymnasieskolan.

Men ska eleverna verkligen lira sig detta i grundskolan? Ett svar pd den frdgan
ir att det i texten ovan inte stir ldra utan undervisa. Det handlar om vad elever,
med en ldrares hjilp, kan uppfatta. De flesta elever kan forstd betydligt mer 4n
de p3 egen hand kan uttrycka eller behirska. Aven en passiv kunskap om den just
beskrivna algebran kan vara virdefull for att eleverna ska se nya helheter inom
matematiken och fér att de senare ska kunna férdjupa kunskapen. Detta kan tom
vara helt avgérande fér att elever, som lidser mera matematik pd gymnasieskolan,
ska f6rm3 att folja med i undervisningen.

Ett annat svar pé frigan har med kontinuitet att gora. For att man som lirare
ska kunna gor en genomtinkt planering, méaste man veta vad eleverna pé sikt
ska ha sina kunskaper till. Erfarenheter frin gymnasieskolor och hégskolor visar
att manga av dagens elever har stora problem med algebran, vilket is in tur far
konsekvenser inom funktionsliran. Det viktigaste skilet till detta ir att de inte
lart sig anvinda ridknelagarna pa ett insiktsfullt sitt. Vad vi i det hir avsnittet
visat pd dr hur ett insiktsfullt arbete med tal i brékform enkelt kan generaliseras
till algebraiska operationer. Detta maste férutses av dig som lirare i din lokala
planering.

Las mera
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summering

De preliminéra planer som tagits fram efter hand och de erfarenheter som utbytts
under kursens gang, kan nu sammanstillas till en hel sammanhingande plan fér
arbete med rationella tal. Denna plan bér i sin tur utprdvas och diskuteras under
ett lasér for att direfter revideras och prévas pd nytt. Titta igenom vad ni har
tagit fram fér planer under tiden ni last alla kapitel och samla ihop allt material.
Fattas ndgot? Finns en r6d trdd? Har ni kommit pé andra tankar genom att ha list
lite mer?
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