Jorryt van Bommel H

Rakna med agg

Nar elever moter matematikinnehdll genom arbete med konkret och
laborativt material &r det av vikt att steget fran konkret arbete till abstrakt och
generell matematik inte tas for snabbt. Eleverna bor ges mojlighet att ocksa
mota halvkonkreta och halvabstrakta representationer. Forfattaren beskriver
hur elever kan utveckla sin taluppfattning genom en dggkartongsmodell.

tidiga skoldren. Olika representationer anvinds for att illustrera helhet

och delar. Hir vill jag presentera en modell som anviinds bland annat i
Nederlinderna. Dir anvinder man sedan linge dggkartonger med plats for tio
dgg som taluppfattningsmodell. Aggkartongsmodellen gor det méjligt att steg-
vis gi fran en konkret representation via halvkonkret och halvabstrakt till en
helt abstrakt representation. Modellen anviinds inledningsvis for att trina och
befista talbilder och kan sedan anviindas vid addition och subtraktion, férst utan
och senare med tiotalsdvergingar. Vidare ger modellen mojlighet till differentie-
ring, dels genom acceleration da elever gir snabbare fram till niista Svning, dels
genom berikning inom det matematiska omride klassen arbetar med. Modellen
ir verkligen enkel: en dggkartong med plats for ett visst antal dgg.

ﬁ tt utveckla taluppfattning genom att dela upp tal ir mycket vanligt i de

Faserna i aggkartongsmodellen

Forst vill jag beskriva de olika abstraktionsnivierna konkret — halvkonkret —
halvabstrakt — abstrakt. James Heddens beskrev redan 1986 i artikeln Bridging
the gap between the concrete and the abstract hur lirare kan hjilpa elever med
dvergangen mellan de olika faserna. Dessa dvergingar kom-
mer att vara naturliga i dggkartongsmodellen, eftersom sjilva
modellen ser olika uti de olika faserna.

Konkret: Hir anviinder eleverna den fysiska dggkartongen
samt “riktiga” igg: av praktiska skil pingisbollar, flortkulor,
skumgummiigg eller ndgot annat som liknar igg.

Halvkonkret: Eleverna arbetar med en bild av dggkartongen.
Bilden kan vara ett foto eller en tecknad bild av en
dggkartong.

Halvabstrakt: 1 iggkartongsmodellen innebir den
halvabstrakta fasen att den tecknade bilden abstraheras och O Q Q Q Q
att antalet igg inte kan riknas lingre utan symboliseras med

hjilp av en siffersymbol. O O O O O

Abstrakt: Hir anviinds enbart siffersymboler som

6 +? =10. Eleven har limnat tidigare faser och har 6
dggkartongsmodellen som tankestdd men behover inte ha

den representerad vid uppgifterna.
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Olika larandemal — olika typer av uppgifter

Foljande uppgifter har sina egna lirandemal och de foljer naturligt pa varandra
som en 18d trid i lirandet inom taluppfattning. Vid varje uppgiftstyp kan
eleven behova gi igenom de olika faserna men det kan ocksa vara sa att vissa
elever kan gi vidare direkt till en senare fas. Modellen limpar sig att anvindas
samtidigt i klassen i de olika faserna och, som i all undervisning, ir det eleverna
och liraren som styr vilken fas som ir limplig for varje individ.

Talbilder

Arbetet i klassrummet borjar med den konkreta fasen dir dgg och kartonger
anviinds. Exempelvis har man en dggkartong for atta igg, som fylls med ett visst
antal igg.

Hur mdnga dgg ir det i kartongen? Tals helhet och tals delar triinas. Nir elev-
erna ska beriitta hur det "vet” att det ir sex igg i kartongen kan de rikna pa
olika siitt. Vissa riknar ett dgg at gingen enligt ett—till-ett-principen, andra
delar upp talet i grupper som de "ser”. I exemplet ovan skulle nigra elever svara
att de tar 4 (raden lingst upp) + 1 + 1 (de dvriga iiggen ett i taget), en annan elev
riknar 4 + 2 och ytterligare ndgon elev riknar 2 + 2 + 2.

Modellen stimulerar till att ta steget frdn riknande till att se talet som en
mingd. For att talbilderna ska befistas giller det att erbjuda olika exempel av
en mingd.

00000
OO0O000

Uppdelning av mingden 6 i 5 + 1 och 3 + 3 blir nu mycket tydligt. Bide den
konkreta och halvkonkreta fasen kan anviindas hiir och olika talbilder for talet
6 behover integreras for att ge eleverna en god taluppfattning. Vidare ger upp-
delningen majlighet att arbeta med dubblering samt talbilder av udda och
jimna tal.

Talbilder med flashcards

For arbete i helklass kan man sedan fortsiitta arbeta halvkonkret, alltsd med en
tecknad bild av dggkartongen. I detta fall med 'flashcards’, dvs inplastade kort
dir man kan ange olika antal dgg genom att fylla i cirklarna med tuschpennor.
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Kortet halls upp for eleverna ett antal sekunder, varefter de far siga hur manga
dgg det var. Talbilderna triinas dterigen och nir eleverna far redovisa hur de rik-
nar iggen far liraren en brainblick i vilka elever som riiknar enligt ett—till—ett-
principen, vilka som redan delar upp tal och for vilka elever talrad och antal
inte dr synkroniserade in.

Talkompisar

Nir talbilderna dr nigorlunda befista kan eleverna fortsitta arbeta med upp-
delning av tal. Hur manga dgg finns det i Aggkartongen? Hur minga tomma
platser finns det? Skillnaden hiir ir att eleverna nu behéver arbeta med olika
talmingder samtidigt.

antal dgg i kartongen antal tomma platser i kartongen

totalt antal dgg som far plats i kartongen

Med fordel borjar dven den hiir dvningen i den konkreta fasen med #gg och
kartonger, exempelvis med en kartong for sex dgg som fylls med olika antal.
Eleverna kan svara pa frigorna hur manga iigg det finns i kartongen, si som de
har arbetat tidigare, men frigorna kan utvidgas till hur mdnga tomma platser
det finns och hur manga fler iigg som skulle kunna f4 plats i iggkartongen.

Ibland finns det elever som blir hjilpta av att f4 helheten representerad pa
ett annat sitt. Istillet for att friga efter antalet tomma platser stillde jag fra-
gan om hur ménga fler igg som skulle fa plats i kartongen. Den frigan kunde
Sebastian inte svara pa. Nir vi diremot forst fyllde hela dggkartongen och
tog bort tva dgg som vi la i locket, blev det mycket enklare fér honom att se
uppdelningen.

Nista steg, for de elever som har forstéelse for ett—till— O Q

ett-principen, blir den halvkonkreta fasen och arbete

med bilder eller tecknade dggkartonger: @ @ @

Att variera storleken pa dggkartonger gor det méjligt att Q Q
arbeta med olika talbilder. Nagra av dggkartonger som jag

har pa bild i den hir artikeln kommer inte frin Sverige

men finns tillgingliga i mataffirer i Nederlinderna. Elever som kommit till den
halvkonkreta fasen {6rstir modellen och de kan anviinda tecknade dggkartonger
for att befista talkompisarna.
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Vill man #nd4 stanna kvar i den konkreta fasen kan man sjilv skira till igg-
kartonger i nskad storlek frin tomma aggflak eller konstruera egna kartonger
liknande den hir grekiska varianten:

Nedan visas de fyra olika sitten att fylla en dggkartong med plats for tre igg.
Eftersom mélet med uppgiften ir att befista talkompisarna kan eleverna skapa
en tabell dir de anger hur manga dgg som finnsi kartongen och hur manga plat-
ser som dr tomma. Det gor att eleverna dels far se den kompletta talbilden for 3,
dels att de far se ett exempel pa hur kombinationer kan struktureras.

Antal dgg i kartongen Antal tomma platser
3 0
2 !
I 2
0 3
. /

Femstruktur

Ett delmal kan vara att eleverna ska bekanta sig med femstrukturen och da
behévs en kartong for tio dgg: att 10 dr uppdelat i 5 + 5 blir tydligt och kommer
dirmed ge mojlighet att synliggora att antalet 61 sin tur kan vara uppdelat som
5+1,att7 kanvara5+ 2 etc.

OO0
00000

[ exemplet finns det majlighet att aktivt arbeta med femstrukturen (6=5+1),
vilket stodjer elevers vidare taluppfattning.
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Addition med tiotalsovergangar

[ exemplen nedan utgdr jag ifrdn att dggkartongen som anviinds har plats for tio
dgg och det ir viktigt att eleverna arbetar en lingre tid med just den kartongen.
Vi bérjar numed att arbeta i den konkreta och halvkonkreta fasen men eleverna
ska sd smaningom kunna arbeta inom den halvabstrakta eller abstrakta fasen.

For att rikna ut 38+ 16 behover vi tva staplar: en stapel med tre fulla dgg-
kartonger och en kartong med atta dgg (och tvi tomma platser) samt en stapel
med en full iggkartong samt en kartong med sex igg (och fyra tomma platser).
Eleverna kan ha olika siitt att addera:

o Vissa elever fyller diggkartongen med itta figg genom att ta tva dgg fran
dggkartongen med sex dgg, dirmed har de riknat: 38 +16 =38+ 2+ 14. De
fortsitter sedan med fyra fulla iggkartonger, ytterligare en full kartong och
fyralosa igg:

38+16=38+2+14=40+14=40+10+4=54.

o Andra elever ligger helst forst ihop alla fulla dggkartonger och sedan de
16sa diggen, entalen:

38+16=30+10+8+6=40+14=50+4=>54.

Det finns fler siitt att addera dessa tva tal pa. Lit eleverna forklara hur de tin-
ker med hjilp av iggkartongerna (konkret), vilket ger en bra inblick i hur langt
varje elev har kommit och om de iir redo for nista fas.

For att kunna g vidare till den halvabstrakta och abstrakta fasen behdver
eleverna ha befist talstrukturen och {6rsté skillnaden mellan tiotal och ental.
Genom att anvinda sig av en forenklad bild av dggkartongen introduceras
elever till den halvabstrakta fasen. En dggkartong som ir full kan nu represen-
teras med en bild av en stingd dggkartong.
En uppgift som 38 +16 kan sedan illustre-
ras pa foljande sitt:

P samma siitt som tidigare kan eleverna

~
~
~

8 6

vilja att ligga ihop tiotalen for sig (hela dggkartonger) samt att fylla pa sa att
de far fler hela dggkartonger, eller gora pa annat sitt. De elever som har behov
av att vara kvar ett tag till i det halvkonkreta kan backa ett steg och bérja pa
foljande sitt, dir de fulla kartongerna kan representeras som ovan (en del av
den halvabstrakta fasen), men dir kartongerna som inte ir fulla representeras
genom att visa den halvkonkreta dggkartongen:

00000 (00000
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Subtraktion med trasiga dgg

Det kan vara svart att visa subtraktion med hjilp av bilder. Nir man illustre-
rar subtraktion stéter man pa en komplikation som man inte har vid addition:
s& fort vi representerar subtraktion med en bild reducerar vi subtraktionen till
ett problem diir eleven enbart behéver rikna det som #r kvar. Till problemet
Pelle har fem kakor och diter upp tre finns olika sitt som forsoker illustrera situa-
tionen. Ibland ser man atta kakor pa bilden, fem i borjan och sedan tre i Pelles
mun. Ibland ser man fem kakor: tvd kakor i handen och tre i munnen. Till den
sista situationen kan man tinka sig additionen 2 + 3, till den forsta 5+3.

I iggmodellen har de valt att representera subtraktion med hjilp av trasiga
dgg. Mycket lik uppitna kakor — férutom att det som ska tas bort finns illustre-
ratisamma bild, fast med en annan symbol. Subtraktionen 5—2 illustreras dir-

med pa foljande sitt: Q@QQQ
QOO0

Problemet dr dock att svaret dven hir finns i bilden och eleven behover
egentligen inte ta hinsyn till de trasiga iggen och inte alls tinka subtraktion.
Subtraktion introduceras inda med bilder men eleverna far snabbt ta 6ver och
rita sina bilder till givna subtraktioner. Det visar sig att eleverna tycker det ir
litt att avbilda subtraktion med hjilp av iggmodellen. Nir vi sedan gir vidare
till mer komplexa subtraktioner med tiotalséverginger som 23—7 fir elev-
erna direkt anvinda sig av limpliga sitt att dela upp tal, i det hiir fallet talet 7.
Uppgiften for eleven blir i den hir fasen att kunna representera subtraktionen

\(@OTT0 (00000
i slalviele

Subtraktionen ovan visar pa tankesittet: 23—7=23-3-4=16. Det finns fler
sitt att illustrera samma subtraktion: 23-7=10+10+3-7=10+3+3.

A (OO0
OO0 00000

Bada representationer visar pa konceptet vixling. Man behdver ppna en full
dggkartong for att kunna ta bort nigra dgg. Att den dggkartongen sedan inte
finns kvar som full dggkartong blir tydligt fér eleverna. Om man vill arbetar
med algoritmer for subtraktion senare i undervisningen kan man girna tillfil-
ligt g tillbaka till modellen och klargtra var vixlingen sker och hur det fung-
erar i modellen. Niir modellen har blivit till en mental modell blir dven vix-
lingen en mental handling av att 6ppna en dggkartong,

Majligheter till differentiering

Som beskrivits tidigare ger de fyra faserna en mojlighet till differentiering
genom acceleration di elever tar sig genom de olika faserna olika fort. Vissa
elever kommer att befinna sig i den halvabstrakta fasen direkt, andra elever
kommer att vilja dr6ja kvar i den konkreta fasen.
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Berikning med tal i olika baser

Modellen i sig ger ocksd en annan méijlighet till differentiering. Vissa elever
kanske redan har kommit till en god forstielse for tiotal och ental och upp-
byggnaden av vért talsystem. Genom att anviinda olika storlekar pa dggkar-
tongerna ges mojlighet att utmana dessa elever att tinka kring andra talsys-
tem. Rikning med exempelvis bas sex blir mycket konkret och eleven som far
utmaningen kan arbeta med olika uppgifter. Ssamma modell, med samma moj-
ligheter till konkretisering och abstraktion anvinds, det ir 'enbart’ storleken
pé dggkartongen som anpassas. Modellen méjliggor arbete parallellt med bas
tio och med bas sex genom anvindning av tva storlekar pa dggkartonger sam-
tidigt pa bordet. 151 bas tio ir ett tiotal (en full iggkartong) och fem ental: fem
l6sa dgg. I bas sex skulle detta innebira att tva dggkartonger kan fyllas och att
tre dgg dr losa: 23| . Nir eleven har testat konkret med bas sex kan arbetet i
samma eller ndgon annan bas ske inom den halvabstrakta eller abstrakta fasen.

Att stanna ldngre i den konkreta fasen

I Nederlinderna anvinds modellen iven pé sirskolor dir den konkreta fasen
utvecklas med fler Svningar in de som har beskrivits hir. Att stanna uppiden
konkreta fasen for att utveckla talbilder kan goras pa olika sitt. Ovningarna
ovan kan kompletteras med 6vningar dir ett—till-ett-principen trinas en
lingre tid. Till exempel kan man visa en dggkartong med ett antal figg i och be
eleveratt ligga lika minga iggi en egen dggkartong. De flesta Gvningar man gor
med elever for att befista talbilder, eller for att utveckla och triina taluppfatt-
ning, gir att transformera till den hir modellen.

En modell att dterkomma till

Som jag skrev tidigare s ir dggkartongmodellen en modell som anvinds i
Nederlinderna, dir realistisk matematikundervisning har varit centralt sedan
70-talet. Modellen ir ett tydligt exempel pd vad realistisk matematikun-
dervisning kan innebéra: man strivar efter att anvinda sig av kontexter som
ir begripliga och dirmed realistiska o1 elever. Man strivar ocksd efter att
anvinda modeller som gir att abstrahera och som stédjer barnens matema-
tiska tankar. Aggkartongsmodellen anses vara en sadan modell. Abstraktionen
stodjer elever bade i sin tidiga taluppfattning och den kan ocksa vara bra att
dterkomma till iven ndgra arskurser lingre fram.
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