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PROBLEM
AVDELNINGEN

Problemldsning med hjalp av nycklar

| denna problemavdelning finns férutom ett antal geometriproblem dven forslag pa ett arbetssatt
som avser underlatta for elever att komma igdng med problemlésning och att redovisa sina
tankegangar. Till sin hjélp far de ett antal "nycklar”. Med detta menas pastdenden som kan vara
axiom, definitioner, satser etc. Skisser till I6sningsforslag presenteras pa Namnaren pa natet.

Kingurutivlingen krivs bara svar pa fri-
Igoma och inga forklaringar. For att ytter-

ligare underlitta ges fem svarsalternativ
varav ett ir ritt. Eleverna kan anvinda dem
pa olika sitt, fran att fi en bekriftelse nir de
bland svarsalternativen ser det svar som de
sjilv har kommit fram till genom resonemang,
till att gissa ett svar genom att utesluta de mest
orimliga svarsalternativen och viga mellan de
dvriga. Detta i kombination med stor variation
av problemens svarighetsgrad gor Kingurun
till en tivling som ger utmaningar till duktiga
elever och samtidigt gor den tillginglig for alla.

I andra sammanhang kriivs, férutom sva-
ren, forklaringar, bevis att svaren #r korrekta
eller ibland bara bevis av givna pastdenden. De
flesta uppgifternai NCM:s Mdnadens problem
ir Kinguruproblem med borttagna svarsalter-
nativ. Dir villkomnas olika sorters svar och full-
stiindiga losningar virderas hogt.

Hir presenteras en idé till 5vning i problem-
16sning. Valda problem ir lite svirare geometri-
problem frain Kingurutivlingarna. Ska nigra av
dem anviindasien lektion bor svar, forklaringar
och bevis kriivas. For att underlitta [6sning av
problemen och 16sningarnas formulering, ges
hir ett antal pastienden (axiom, definitioner,
kinda satser mm), lit oss kalla dem "nycklar”.
Arbetet med varje problem far bestd av tva
delar: den forsta ska i allmidnhet vara att vilja
en eller flera nycklar som ska anvindas i 16s-
ning av problemet och den andra att formulera

sjilva losningen och ritt svar. Olika [6sningar av
samma problem kriver i allminhet olika upp-
sittningar av nycklar.

Elever kan alltsa bland nycklarna soka verk-
tyg for att 16sa ett problem eller, efter att ha
kommit till en lésningsidé, ha nycklarna till
stdd vid dess formulering. Lyckas de inte med
en egen nyckeluppsittning kan de anvinda
andras nycklar. Aven en elev som sjilv formu-
lerar sin egen 16sning bor i efterhand se om
och i sé fall vilka av nycklarna som har anviints.
Kanske behover nyckellistan kompletteras?
Ibland 4r det sd att trots att man har en klar 16s-
ningsidé ir det forst vid formuleringen av 16s-
ningen som man blir medveten om vilka nyck-
lar man anviinder.

Nycklar

Ar alla foljande pastaenden kinda eller sjilv-
klara? Kanske nigra behover forklaras eller
bevisas. Vad betyder orden, t ex kvadrat i nyck-
eln E eller vertikalvinklar i F? Hur lyder de sat-
ser som bara ges med namn?

A: Om en striicka delas i flera strickor
sd iir dess lingd lika med summan av
delstrickornas lingder.

B: Om en geometrisk figur delas i flera
geometriska figurer sd ir den ursprungliga
figurens area summan av delfigurernas
areor.
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C: Om en vinkel delasiflera vinklar s3 dr dess
storlek lika med summan av delvinklarnas
storlekar.

D: Alla punkter pi en av tva parallella linjer
har lika stort avstand till den andra linjen.

E: Kvadratens area ir kvadrat av dess
sidolingd.

F: Vertikalvinklar 4r lika stora.

G: Basvinklarnai en likbent triangel 4r lika
stora.

H: Alla vinklar i en liksidig triangel ir lika
stora.

J: Summan av vinklari en triangel ir 180°.

K: En triangels area ir hilften av area av en
rektangel med samma bas och samma héjd.

L: Omstrickan AB korsar sin spegelbild CD i
punkten E sd ligger E pd symmetrilinjen.

M: Om strickan AB korsar strickan CD i
punkten E sd giller AE-EB=CE-ED om
och endast om vinklarna ABD och ACD ir
lika.

N: Cirkelns radie som gar till en
tangeringspunkt ir vinkelrit till tangenten.

O: Trianglar med lika stora baser och lika
hojder har lika stora areor.

P: Trianglar med lika hojder har areor
proportionella till basernas lingder.

Q: Summan av en rektangels lingd och bredd
ir hilften av dess omkrets.

R: For positiva tal a, b, c och d dr foljande tre
likheter ekvivalenta a/b = ¢/d, a/c = b/d och
ad =bc.

S: Pytagoras sats.
T: Randvinkelsatsen och dess omvindning.
U: Kordasatsen och dess omviindning,

V: En liksidig triangel med sidolingden 2 har
arean /3.

W:En cirkel med radie r har arean v

X: Om man forflyttar sig lings en striicka,
dndrar riktning och fortsiitter lings en ny
striicka s dr vinkeln mellan dessa striickor
plus kursindringen lika med 180°.

Y: Tva trianglar ir likformiga om och endast
om deras respektive vinklar dr lika stora.

Problem

4123 Kvadraten KLMN dr sammansatt av en vit
inre kvadrat och fyra likadana fargade rek-
tanglar. Var och en av de fargade rektang-
larna har omkretsen 40 cm.

N M

K L
Hur stor area har kvadraten KLMN?

4124 Rektangeln &r uppdelad i 7 kvadrater.

Hur manga kvadrater av den minsta kva-
dratens storlek far plats i den storsta
kvadraten?

4125 Tva rektanglar ABCD och DBEF syns pa

bilden.
F
D C
3cm E
A 4cm B

Vilken area har rektangeln DBEF?

4126 ABC och CDE &r tva lika stora liksidiga tri-
anglar. Vinkeln ACD= 80°.

Hur stor ar vinkeln ABD?
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4127 I rektangeln KLMN betecknar P, Q, R och S
mittpunkterna pa sidorna KL, LM, MN res-
pektive KN. T &r mittpunkt pa stréckan RS.

N R M

K P L

Hur stor del av arean hos rektangeln KLMN
tacks av den skuggade triangeln, PQT?

4128 Bilden visar en rektangel ABEF och en tri-

angel ABC.
F < E
A B

Man vet att vinkeln ACF &r lika med vin-
keln CBE. Om FC=6 och CE=2, vilken ar
arean av ABC?

4129 Hur manga grader ar de tio markerade
vinklarna tillsammans?

4130 Tre lika stora cirklar tangerar varandra som
figuren visar.

Hur stor del av figurens area ar skuggad?

4131 Tva halvcirklar ar uppritade i figuren.
Kordan CD, som har ldngd 4, ar parallell
med halvcirklarnas diameter AB och tang-
erar den mindre halvcirkel.

-

Hur stor area har det skuggade omradet?

4132 DC=AC=1.CB=CE =4.0m arean av tri-
angeln ABCar S, hur stor &r da arean av fyr-
horningen AFDC?

B

C A E

4133 | fyrhoérningen ABCD dr diagonalen BD
bisektris till vinkeln ABC och AG=BC. Om
vinkeln BDC ar 80° och vinkeln ACB ar 20°,
hur stor ar vinkeln BAD?

D
A
B
C

Forslag till nyckelval

Stora bokstiver syftar pa nycklar

som ger 16sningsidén, sma pa sdidana

som behovs i en fullstindig 16sning.

Flera "ord” innebir olika 18sningar. Svar
4123 QAe 400 cm?
4124 Ae 25
4125 K, YB 12cm?
4126 Ggih 40°
4127 DOk Bk 1/4
4128 YRa 83
4129 FCjX 720°
4130 VNw (/3-0,5m)/(v/3+2,5m)
4131 NDsw 2
4132 LPB 2/5:S
4133 cgiYRM, cgjT, cgjU 120°
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Kommentarer

Foljande 16sningsforslag dr skisser och att kom-
plettera dem kan utgdra nya utmaningar for
elever, i synnerhet for dem som inte har lyck-
ats prestera egna losningar. Eleverna kan arbeta
med dem enligt foljande:

o Lisproblemtexten.
o Gor kopplingar mellan text och figur.

o Vilkaslutsatser kan man dra ur
premisserna?

© Vad skulle man behéva veta for att kunna
svara pa frigan?

o Undersok nycklarna som refereras med
bokstiiver inom parentes.

o Lis 18sningsskissen.
o Varilosningen bor nycklarna dberopas?

o Ibland siger en nyckel mer in vad
som behovs for [6sningen. Skilj ut den
nodvindiga delen.

o Behover nigon nyckel utvecklas?
o Leder losningen till svaret?
o Skriv en mer fullstindig 16sning.

Ibland ir det forst nir man skriver en ldsning
som man ser vilka nycklar som behdvs. Det
visade sig att i en av de foljande ldsningarna
behovs en nyckel som inte finns med i pap-
persversion av Ndmnaren. Den nya nyckeln far
bokstaven Z och lyder:

Z: For en cyklisk fyrhorning ir summan av tva
motsatta vinklar 180°.

Losningsforslag
4123 (QAe)

Den stora kvadratens sida dr hilften aven
rektangels omkrets.

4124 (A¢)
Om den minsta kvadraten har sidolingd a,
var och en av de tre lika stora kvadraterna
nertill b och den stérstac, sd c=b +3a.
Samtidigt ir c+a=3balltsd b+4a=3b
vilket ger b=2a och ¢=5a.

4125(K)
Triangeln BCD:s area ir hilften av ABCD:s
area och samtidigt hilften av BDFE:s area,
alltsd har rektanglarna lika stora areor.

(YB)

Dra hijden AG i triangeln ABD. ADG ir
likformig med BCE och ABG med DBC.
D3 dr de kongruenta eftersom AD = BC och
AB=DC, alltsa har de lika stora areor.

4126 (Gejh)
ZABC=/ACB=180°/3=60°.
ZBCD=60°+80°=140°.
ZCBD=/CDB=(180°-140°) /2 =20".
ABD=ABC—CBD=60°-20°=40°.

4127 (DOK)
SR ir parallell med PQ s trianglarna PTQ
och PSQ har lika stora hojder mot basen
PQ), alltsa lika stora areor. PQS har hilften

av arean av rektangel KLQS som ir hilften

av KLMN.

(Bk)

Dela fyrhérningarna QMRT och KPTS i
trianglarna MRT, MTQ, KPT och KTS.
Den skuggade triangelns area ir rektangeln
KLMN:s area minus sex vita trianglars
areor.

4128 (YRa)
Trianglarna ACF och CBE ir
likformiga. CE/ AF =BE/CF,
AF-BE=CE-CF=2-6=12, AF=BE=112

4129 (FCj)
Figuren bestdr av fem trianglar med
total vinkelsumma 5-180°=900° De
omarkerade vinklarnai trianglarna ir lika
stora som vinklarna mittemot dem, dvsde
mellan trianglarna. Omarkerade vinklar i
trianglarna ir sammanlagt lika stora som
vinklarna mellan trianglarna sammanlagt,
alltsd 360° /2 =180° De markerade
vinklarna ir 900° —-180° =720°,

(X)

Detta dr ett mera intuitiv resonemang:
Figuren dr en polygon dir fem av dess

tio sidor korsar varandra i mitten. Gér
man lings den si roterar man tre varv
runt sin ryggrad innan man ir tillbaka i
startpunkten, allts svinger man totalt
3-360°=1080°. Varje sving i ett htrn
motsvaras av en av de 10 markerade
vinklarna dir sviing plus markerad vinkel
ir 180°. Alltsa iir de markerade vinklarna
10-180°-1080° =720°.
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4130 (VNw)

Rita en sexhérning med hornen i
cirklarnas medelpunkter och i de tre
tangeringspunkterna. Sexhorningens alla
sidor ir cirklarnas radier. Tvé sidor som
mditsi en tangeringspunkt idr vinkelrita
till ssamma tangent, vinkeln mellan dem
4r2-90°=180°. Alltsa ir sexhdrningen
egentligen en liksidig triangel. Det
skuggade omradets area ir triangelns area
minus tre sektorer 3 60° V3—3-mr2/ 6. Hela
figurens area ir triangelns area plus tre

sektorer 2300° V3 +3-mr?-5/6.

4131 (NDsw)

L4t R vara den stora halvcirkelns

radie och 7 den lilla halvcirkelns

radie. Lat E vara mittpunkten av

AB (stora cirkelns medelpunkt) och
Fmittpunkten av CD. CEF iren
ritvinklig triangel. R?=7?+ CE*=7’+4.
Det skuggade omradets area ir
nR?/2—nr?/2=n(R*~+?)/2=m-4/2.

4132 (LPB)

D ir spegelbild till A och E ir spegelbild

till Bi bisektrisen till vinkeln BCE. F ligger
pa bisektrisen. Trianglarna ACF och DCF
ir kongruenta. Lat T vara arean av BCF, U
arean av DCF och V arean av ACF, da giller
U=V, T=4-Uoch S=5-U.Fyrhorningen
ACDFsareaarU+V=2-U.

4133 (cgj)

Den litta delen av problemet ir att
faststilla vinklarna markerade i foljande
figur.

Fortsittningen kan ta olika vigar:

(YRM)

Trianglarna BAE och CDE har lika vinklar
och ir allts likformiga. a/d=b/ c alltsa ir
a/b=d/c. Trianglarna BCE och ADE iir
likformiga, alltsd ir ZDAE = ZCBE =40°.

(T)
/BAC = #BDC, allts ir fyrhorningen
ABCD cyklisk. ZCAD= #CBD=40°.

(UZ)

Trianglarna BAE och CDE har lika
vinklar, de ir likformiga, alltsa dr
a/d=b/ca-c=b-d fyrhorningen
ABCD ir cyklisk och alltsa dr
ZBAD=180°-BCD=180°-20°-40°.

De mest kiinda bevisen av kordasatsen (U)
bygger pa trianglarnas likformighet eller
pa randvinkelsatsen. Detsamma giller
nyckeln Z som betraktas som en foljdsats
till randvinkelsatsen. Dirfor forefaller

den senaste losningen vara en omvig i
jaimforelse med de tva foregiende. Men det
finns ocksa ett bevis av kordasatsen som
bygger pa Pythagoras sats och ett annat pa
cirkelns ekvation. Nyckeln Z kan ses som
en foljdsats till kordasatsen. I det ljuset

ir den senaste 18sningen en sjilvstindig
annorlunda l8sning.

Leo Rubinstein




