Kangurutavlingen 2010 — Junior “
>
Arbeta vidare med Junior 2010 A

Kianguruproblemen ar kanske inte av samma karaktir som de problem eleverna méter i liroboken. De
iringa rutinuppgifter utan bygger pa forstielse och grundliggande kunskaper. Aven om man inte har
haft mojlighet att genomfora tivlingen kan problemen komplettera den ordinarie undervisningen.

I all form av problemldsning ir det viktigt att diskutera strategier och ldsningsmetoder. Lat girna elev-
erna i grupp resonera sig fram till en 16sning. Nagra fragor att aterkomma till nir problemet ir 15st:

— Kontrollera att I6sningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?

— Vilken information i problemet ir nddvindig och vad kan indras utan att problemet forindras?
— Padminner problemet om nigot annat problem vi [6st tidigare?

— Vilka kunskaper hade vi nytta av nir vi loste problemet?

— Vilka nya frigor kan problemet viicka?

— Lirde vi oss nigot nytt av problemet?

Diskutera gruppernas losningar i klassen och jaimfor idéer och angreppssitt. Lat ocksé eleverna fa
beddma kamraternas losningar:

— Har de tagit hinsyn till alla forutsittningar?

— Arde tydliga?

— Ar resonemanget korrekt?

— Fungerar lésningsmetoden pd andra, liknande problem?

Att analysera och diskutera varandras 16sningar ir bra, men det kriver forstas att man arbetar ling-
siktigt sa att eleverna vinjer sig vid att bide ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta emot kritik.
Om de redan frin borjan far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och
uppskattad form av arbete med problem.

Att arbeta vidare med problemen kan innebira att man repeterar eller tar upp teori kring anvinda
begrepp. Di kommer ett antal matematiska termer att aktualiseras. Ga igenom dem. For definitioner
hinvisar vi till Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz, 2008).

[ samband med problemlosning finns ménga tillfillen att utveckla olika matematiska formégor.
Anvind ocksa snarlika problem frin de andra tivlingsnivierna detta ar och fran tidigare ars Kinguru-

tivlingar.

[ arets Juniortivling behandlar problemen frimst tal och geometri och vi ger hir nigra forslag till hur
man kan arbeta vidare med dessa.
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Tal v‘

Mainga problem som férkommer i Kingurun och i andra matematiktivlingar bygger pa heltalsmate-
matik. Det naturliga riknandet borjar med de positiva heltalen, som sedan utvidgas till negativa heltal.
Egenskaper hos heltal, sisom faktor, multipel av, delbarhet, primtal, primtalsfaktorisering dr dérfor
viktiga att arbeta med. Dessa kunskaper ligger till grund for arbete med tal i brakform.

Heltal
Uppgift3,5,7,23 och 24.

Betrakta summor av de positiva heltalen. De tal som vi fir om vi beriknar summornal,1+2,
14+2+3,..., 14 24+ 3+...+ nkallas triangeltal. Lit eleverna resonera om beteckningen, varfor kallas de sa?

Lit dem dven forsoka bevisaatt 1+2+3+...+n= w , bide geometriskt och algebraiskt.

Undersok dven summor av de udda positiva heltalen: 1, 143, 1+3+5, ..., 14+ 3+...+(2n+1). Gor dven
motsvarande undersokning av summor av de jimna positiva heltalen. Lit eleverna resonera, stilla upp
pastienden och bevisa dem.

Definiera vad som menas med en talfoljd. I Junior 23 beskrivs en talfoljd. I problemet ges initialvirden
och rekursiv formel till en talfoljd. For att berikna virdet av en term med mycket stort ordningsnum-
mer behdver man bestimma en explicit formel for f6ljden. Foljden visar sig i det hir fallet bestd av tva
aritmetiska foljder f, =n for udda n och f =3 —n for jamna. Ett gemensamt uttryck for alla termer ar

f,=2-(n-2)-(-1)"

Man arbetar pé olika sitt med talfoljder. Det grundliggande ir:

A Givetir en explicit formel foch index n. Berdkna termen f,.

Enkelt men ganska stimulerande ir:
B Givetirinitialvirden och en rekursiv formel. Bestim pafoljande termer.

Vanligt i ndjesmatematik ir:

C Givetirettantal termer. Gissa nista term. Detta brukar man klara genom att gissa den bakomlig-
gande explicita eller rekursiva formeln (regeln). Den sortens problem kan elever giirna konstruera for
varandra.

Problem som kriver ett mer strikt matematiskt resonemang ir:
D Givetir en explicit formel. Bestim en rekursiv formel som med limpliga initialvirden ger samma

talfolid,

[ allminhet ir den omvinda frigan svarare, som hiir i problem 23:
E Givetir en rekursiv formel och initialtermer. Bestim talfoljdens explicita formel.

F Undersok talfoljdernas egenskaper. Beroende pi om man utgar fran explicita eller rekursiva form-

ler maste problemet angripas pa olika sitt. Vad innebir + och — tecken? Undersok jaimna och udda
heltal samt delbarhet med primtal.

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 2



Kangurutavlingen 2010 — Junior “O
AN

Hir foljer ett axplock av explicita och rekursiva formler av olika svérighetsgrad. Man kan arbeta med i
var och en av dem pa ndgot av de sitt som beskrivs ovan. Ett ytterligare sitt dr:

G For varje rekursiv formel R -R, hitta bland de explicita formlerna en eller flera sidana som definie-

rar en talfolid som uppfyller den rekursiva formeln.

Ry fo=1,

Ry fi=2f, 0=

Ry f,=2+f, ,—V3], 4

R f=3f =31 ,+f,
Rof=f +2:f ,

Re f,=1.

R:f=2f +4f ,

Re f=(/31,.-/, /2

Explicita formler:
E: f=5

E: f=2n+5

E: f=0

E; f=(n+1)

E: f=2"

E;: f =sin(n-90°)

E: f=(1+V5)"

Egf =sin(n-30°)

Uppmiirksamma eleverna pa att flera olika talféljder kan uppfylla en och samma rekursiva formel och
omvint, samma f6ljd kan uppfylla flera olika rekursiva formler.

Behandla olika positionssystem och visa att ett tresiffrigt tal kan skrivas som summan a-100+b-10+¢-1.
Faktorisering, delbarhet, multipel, potens

Uppgift 1,10, 12 och 20.

Delbar och multipel ir tvd begrepp som ménga elever har svart med. Vad menas med delbarhet? Vilka
delare har talet 2010? Behandla delbarhetsregler.

Vad ir siffersumman av ett tal? Visa hur siffersumman kan anviindas for att avgora delbarhet. Delar 9
talet 254736547 Vad kan man siiga om alla tal som har siffersumman 2010?

Vad ir sifferprodukten av ett tal? Hur manga heltal finns det som har siffersumman 2010 och siffer-
produkten 3?

Visa att en primtalsuppdelning bara kan goras pa ett sitt och hur detta kan anvindas vid problem-
l6sning.

Vad menas med kvadrattal, kubiktal?

Diskutera regler for potensrikning. Varfor dr a®=1 for alla virden pa utom 0? Varfoér kan man inte
definiera ett virde pd 0%?
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"Regula de tri” 5‘ \

Regula de tri ir troligen den dldsta problemldsningsstrategi som man kinner till. Den upptecknades i
Kina strax efter det att kejsaren Chi-Huang Ti, &r 213 f K lit brinna alla bocker i riket och begrava alla
lirda min levande. Troligen har metoden varit kind mycket tidigare. Benimningen "trestegsregeln”
kommer troligen fran hinduerna dir den nimns pa 600-talet. Metoden har visat sig underlitta elevers
problemldsningsforméiga men har inte anvints i svensk skola pa 25 ar. Se t ex:
http://epubl.ltu.se/1402-1595/1997/080/LTU-LDR-EX-97080-SE.pdf.

Visa att man kan l6sa uppgift 2 dven med hjilp av "Regula de tri”.

Geometri

Flera av problemen i Kingurutivlingen har geometrisk anknytning, I efterarbetet ir det viktigt att lita
eleverna motivera sina tankegingar och redovisa sina lésningar. Vad ir ett bevis? Hur mycket maste
man redovisa i ett bevis och hur gér man detta pa ett enkelt och tydligt sitt? Hur motiverar man att
tvé vinklar ir lika stora? Det riicker inte att hiinvisa till att tva vinklar ser lika stora ut eller att en vinkel
ser rat ut.

4
Vilken volym har ritblocket?

Vilken begrinsningsyta far ritblocket om de fyra kuberna placeras i en rad?

Diskutera lingd-, area- och volymskala. Diskutera varfor frigan ”Vilket ir storst Im?eller 1m?” saknar
mening.

6

Diskutera geometriska minghorningar. Finns det andra geometriska figurer som kan ha alla sina horn
bland de givna punkterna? Rita in figurerna och bestim deras omkrets respektive area. Jimfor de
olika figurernas storlek. Resonera aven om vinklarnas storlek. Jimfor dven med GyCadet 4.

9
Hur vet vi att £ DCF ir riit? Undersok trianglarna DEF, AEF, CEF och ABF nir det giller vinklar och
sidlingder.

11

Diskutera vinkelsumma i manghorningar.

13
Vad menas med kongruenta omriden? Diskutera begreppen omkrets och area. Vilken area har ett
omrade?

15
Lat eleverna arbeta konkret med triangeln i problemet. Vad kallas den figur som erhélls efter vik-
ningen?

17

Resonera om olika metoder att [6sa uppgiften. Vilken sida och vilken hojd har den stora liksidiga tri-
angeln? En liten liksidig triangel? For att underlitta berikningar kan det ibland vara tidsbesparande
attinfora en extra variabel. I detta fall tex s for sidan i en "liten” triangel eller h f6r dess hojd. Man far

5s-3h+4s-1h+2s-3h  25sh

= 25cm?
2 Cm.

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 4



Kangurutavlingen 2010 — Junior

N
A

18
Vad kiinnetecknar en likbent parallelltrapets?

Hur kan randvinkelsatsen anvindas i losningen av uppgiften?

19
Behandla likformighet och areaskala.

22
Lat eleverna arbeta i grupper om 2 till 4 elever.

Givet dr en vinkel, som inte ir rit, med vinkelspetsen V. Punkterna A och B ligger pa vinkelns ena
strile, punkterna C och D pa den andra. Vilket samband mellan avstainden AV, BV, CV och DV fore-
ligger niir strickorna AC och BD skir varandra?

Ge varje grupp ett stort ark (A3). Rita en cirkel med radie r sd stor som mojligt. Markera en punkt A
pé cirkeln. Berikna s =2-7-sin 7°. Markera pa cirkeln punkt B pd avstind s frin A, punkt C pa avstind
sfrén B, punkt D pa samma avstdnd fran C osv till punkt Z.

Rita manghorningen ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZA. Gor hal genom varje horn
och forbind hélen till en likadan manghdrning pa andra sidan av arket. (Om man miiter upp avstinden
med hjilp av en passare har kanske halen redan uppstétt.) Klipp ut manghorningen med nigon milli-
meters marginal. Dra forsiktigt, girna med passarens spets for att littare fa en viklinje, diagonaler fran
A till vartannat hérn C, E, G, I osv. Dra pa andra sidan diagonaler frin A till D, F, H, J osv. Vik mang-
horningen lings de dragna diagonalerna till en solfjider.

Hur stora blir vinklarna BAC, CAD, DAE osv?

Vilken av diagonalerna ir lingst?

Jimfor solfjidern med problemets figur. Man kan genom att undersoka solfjidern fa svaret pa pro-
blemet. Man kan ocksa ha den till hjilp nir man matematiskt forklarar Iosningen.
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