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Kéngurutavlingen — Matematikens hopp A

Student 2023, facit och kommentarer

Nir du har fyllt i kalkylbladet far du en sammanstillning av klassens resultat. Redovisa resulta-
ten genom att ladda upp ditt ifyllda kalkylblad senast 28 april. Webbadressen dr ncm.gu.se/kanguru.
Om du far problem med att redovisa via nitet, hor av dig till oss pa kanguru@ncm.gu.se eller pa tele-
fon 031786 69 85. Om du inte har anviint kalkylbladet finns det i detta material underlag for en
sammanstillning av elevernas resultat.

Uppmirksamma girna goda prestationer i klassen och i skolan. Namnen pa de elever som fatt bist
resultat i varje drskurs kommer att publiceras pa webben. Dir publiceras ocksd intressanta iakttagel-
ser av elevernas resultat och svar. Méinga efterfragar ocksd en sammanstillning med [6sningsfrekvenser
och denna blir forstas bittre ju fler som redovisar.

Lat eleverna fd en ny chans att lisa de problem de inte hann med
Endast nigra enstaka elever hinner 16sa alla problem under tivlingstillfillet. Ordna dirfor girna ett
extra tillfille utom tivlan, dir klassen kan lésa problemen utan tidsbegrinsning. Manga skulle sikert
utmanas av de svirare problemen, om de fick tid att arbeta med dem.

Sen kan ni diskutera och kontrollera 1sningarna. Lat eleverna beritta om sina 1dsningar och jamfor
olika sitt att resonera. G4 noga igenom alla problem och red ut det som kan ha varit svart. Diskutera
ord och begrepp som eleverna funderar 6ver. For att variera problemen kan forutsittningar, tex de
ingdende talen, indras. Forsok ocksa att formulera om problemen si att andra svarsalternativ in de
ritta ska bli de ritta svaren.

Ytterligare forslag pa hur ni kan arbeta vidare med problemen finns samlade i dokumentet Arbeta
vidare med Cadet.

Nominera till Mikael Passares stipendium

Mikael Passare (1959-2011) var professor i matematik vid Stockholms universitet. Han hade ett stort
intresse for matematikundervisning pé alla nivder och var den som tog initiativ till Kingurutivlingen
i Sverige. Mikael Passares minnesfond har instiftat ett stipendium for att uppmirksamma elevers
matematikprestationer. I samband med Kingurutivlingen kommer dirfor en elev i tivlingsklasserna
Ecolier, Benjamin och Cadet samt en elev frin gymnasiet att belonas med 500 kr.

For att kunna nomineras maste eleven ha genomfort tivlingen pa korrekt sitt och klassens resul-
tat méste vara inrapporterade. Nomineringen ska innehalla elevens namn, skola, drskurs, tivlingsklass
och resultat pa drets tivling, uppgift om vilken dag tivlingen genomfordes och namn, telefonnummer
och e-post till den nominerande liraren samt en postadress dit vi kan skicka diplomet. Det ska finnas
en motivering till varfor just denna elev ir vird att speciellt uppmirksammas. Det kan tex vara en
ovanligt god prestation i tivlingen, ovintat bra resultat i relation till tidigare prestationer eller annat hos
eleven som ir viirt att speciellt uppmirksammas i relation till arbetet med Kingurun. Férutom detta
premieras att eleven dr hjdlpsam och visar gott kamratskap. Det ir motiveringen som kommer att ligga
till grund for juryns beslut. I juryn ingér representanter frin Mikael Passares minnesfond.

Pa ncm.gu.se/kanguru finns en nomineringsblankett. Fyll i den och skicka nomineringen senast
29 april ill:

Kingurutivlingen

NCM, Géteborgs universitet
Box 160

40530 GOTEBORG
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49
1 C o

2 C 2

3 E 75cm
4 B 1

5 A 22-1
6 D 70

7 B 28

8 E 24

77772  _ (7-1111)2 4911117 49 49

5555-2222  5-1111-2:1111  5-1111-2:1111 52 10

Kan till exempel vara6 +6 + 3+ 2 + 2.
Med 3 sexor blir summan minst 6 + 6 +6 + 1+ 1= 20.

Myrans sammanlagda vig dr tvd varv runt en cirkel motsvarande cylinderns
bas samt uppat motsvarande burkens hojd. 2 - 30cm + 15¢cm = 75cm.

Ett tal som har tva (eller fler) olika primfaktorer, sig p och g har fler in 3
delare: 1, p, g, och p - g (och kanske dnnu fler). Alltsd maste ett tvaprimt tal
vara i formen p" och p = 2 eftersom talet ska vara delbart med 2. 2" har n + 1
delare alltsd n = 2 och det enda tvaprima talet ir 22=4.

m>0alltsd 2n <2 alltsan < 2°.

Det finns 2° — 1 positiva heltal n < 2°,

For varje sidant n finns exakt ett positivt heltal m = 2'° — 2n som uppfyller
ekvationen.

De 6 trianglarna runt sexhorningen ir liksidiga
eftersom alla deras vinklar ir 60° sdsom de tva
ursprungliga trianglarnas. Si vi kan skriva ndgra
sidlingder till i figuren.

Nu ser man att de ursprungliga trianglarna har
sidoldngder 6 + 15 + 11 = 32 respektive
15+11+12=38.

Summan av de tva trianglarnas omkretsar dr
332 +3-38 = 210. Det iir det samma som summan av de 6 yttre trianglar-
nas omkretsar (dvs den sammanlagda lingden av alla strickor i figuren). Sex-
horningens omkrets bestar av en sida fran varje yttre triangel, alltsa ir den

210/3="70.

Hela figurens area som ir 84 bestar av oindligt manga, olika stora svarta
kvadrater och for varje svart kvadrat tvd vita av samma storlek, en vit till
hoger om den svarta och en rakt under den. Alltsa utgor de svarta kvadrater-
nas area en tredjedel av hela figurens area dvs 84 /3 = 28.

Bredvid varje siffra skriver vi inom parentes dess rest vid divsion med 3. Nu
ser var rutrad ut s hir.

7(1) 9(0)

Vi har 1(1), 2(2), 3(0), 4(1), 5(2), 6(0) och 8(2) kvar att placera. Om summan
av tre (eller hur manga som helst) tal ir delbar med 3 s ir summan av deras
rester ocksd delbar med 3. Alltsd i rutan mellan 7(1) och 9(0) maste std ndgot
med (2) dvs. 2(2),5(2) eller 8(2). Och i rutan lingst till vinster nigot med (0),
och till hoger om 9(0) ndgot med (1). fortsitter vi att resonera pa detta sitt s
far vi foljande rad.

‘ O 7| @ %0 M @ © @O @

Nu ser vi att 3 och 6 kan placeras pa tvé siitt (i rutor med "(0)"), 1 och 4 ocks
pa tva sitt samt 2, 5 och 8 pa sex siitt (i de tre rutorna med "(2)"). Vi har alltsi
22-6= 24 valmoiligheter.

Nationellt centrum fér matematikutbildning
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Om tva eller fler heltal alla har entalssiffran 5 s3 har dven deras produkt
entalssiffran 5. Dirfor har 5°, 5°° och 5% entalssiffror 5. Dirmed har 5° + 1,
5 + Toch 5% + 1 entalssiffror 6.

Om tv4 eller fler heltal alla har entalssiffran 6 s har idven deras produkt
entalssiffran 6. Dirfor har (5°+ 1) - (5 + 1) - (5* + 1) entalssiffran 6.
Anmirkning: Aven entalssiffror O och 1 har egenskaper liknande de for 5
och 6 men inte de 6vriga sex siffrorna.

Lt h vara lingden av den heldragna kanten och s lingden

av den streckade kanten. Triangelolikheterna ger:
h<3+4o0ch7<2+halltsih<7ochh>5och eftersom
hirettheltalsiirh =6 7
s<2+4och7<3+salltsd s <6 och s >4och eftersom s ir
ettheltalsidrs=5.Viharh+s=6+5=11

Anmirkning: Tetraedern i figuren kan konstrueras i

tredimensionella rummet men allmint kan man inte )

vara siker att det finns en tetraeder med vissa kantlingder bara dirfor att
kanterna runt varje sida uppfyller triangelolikheten. Aven vinklarna vid
varje horn maste uppfylla triangelolikheten. Hir kommer tva litsasbilder av
tetraedrar som dr oméiliga trots att kanternas triangelolikheter ir uppfyllda.

6!-71=71-61=71-1-2-3-4-5-6=71-720=71-8-9-10=10'.
Alltsd N =10 (Det finns inget annat N sddant att N'1=10!). Siffersumma av
104ar 1.

Funktionen kan skrivas y =23+ 3x*+ a-(x+2) + 4. Termen a- (x +2) ir
oberoende av a om och endast om x + 2 = 0 dvs om x = -2. Ovriga termer ir
aldrig beroende av a. Alltsd méste punktens x-koordinat vara -2.

Dess y-koordinatiry = (-2 +3-(-2)*+a(-2+2)+4=-8+3-4+a-0+4=
8,x+y=-2+8=6.

S=a+a,+a,+a,+a,=1+S+2+S+3+S+4+S+5+5=15+5"§, vilket
ger—4-S=150chS=—%.

|2m —2023| + |2n —m| <1, men |2n —m| = 0.

Alltsd |2m — 2023| = 1, men vinstra ledet ir ett ickenegativt udda tal, s vi
har |2m —2023| =1och [2n —m| =0, dvs m = 2n.

Alltsa giller [4n — 2023| =1 och n =506 iir det enda heltalet som upp-

fyller ekvationen och m = 2n = 2-506 = 1012.

Det enda heltalsparet som uppfyller olikheten ir m = 1012 och n = 506.

Varje pojke har minst en flicka bredvid sig och ingen flicka sitter mellan tva
pojkar. Det betyder att pojkarna inte ir fler in flickorna, alltsd inte fler in 11.
11 pojkar dr mojligt, raden kan t. ex se ut s3 hir:
PFFPPFFPPFFPPFFPFFPPFFP
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6 C 5 n" =5 iren potens av 5alltsd ir talet n” inte delbart med ndgot annat prim-
tal &n 5. D4 kan inte heller n vara delbart med nigot annat primtal in 5.
Alltsé dr dven n en potens av 5. Lat n = 5. D4 har vi:

(54)61 =569

5(k-5%) _ 5(59)

k-5t =50

Nu ser vi att dven k ir en potens av 5 och bara k = 5' = 5 uppfyller ekvationen
n=5=5.

Anmirkning: En snabbare metod (som man girna fir anvinda under
kingurutivlingen) skulle vara att testa alla svarsalternativen.

7 C 16 Lt en fyrhornings diagonaler dela den i fyra trianglar med areor Q, R, S och
T. Lit en av diagonalerna vara delad i tvé strickor a och b som i figuren.

Dagiller Q/R=a/b=S/T alltsi Q-T = R-S och vet man tre av areorna, sa
kan man berikna den fjirde tex. Q=R-S/T.
Dela fyrhérningen P i tva trianglar med areor X och Y.

8

g/

Déharvi: X=9-2/3=60chY=5-8/4=100chP=X+Y =16.

18 C 273 A =2%-3%har 21-24 = 504 positiva delare.
Detiralla taliformen 2"-3"dirm =0,1,..,20ochn =0,1, .., 23.
B =2"-3har 11- 21 = 231 positiva delare.
Det iralla tal i formen 2-3" dirm =0, 1, ..., 10 och n =0, 1, ..., 20.
Varje delare i B ir ocksd delare i A.
Dirfor dr antalet positiva delare i A som inte ir delare i B504 — 231 = 273.

19 B 62 — 6 Nir de forsta 9 talen dr skrivna, stir de i en "kvadrat”, (eller mera korrekt sagt:
6;3 de bildar en kvadratisk matris) med tre rader och tre kolumner. Vi fortsitter
medurs: ett steg upp, fyller dversta raden, hogerkolumnen, bottenraden och
vinsterkolumnen. Nir varvet dr klart s har antalet rader och antalet kolum-
ner 6kat med tva var och vi har en 5 x 5-matris och det senast skrivna talet,
overst, lingst till vinster dr 25 (som ir antalet skrivna tal). Fortsitter vi 10
varv till pd samma sitt, dstadkommer vi en 25 x 25-matris (bada dimensio-
nerna 6kar med 2 for varje varv) och det senast skrivna talet dverst, lingst till
vinster dr 625 dvs. 25%. Vi gir ett steg upp och borjar en ny éversta rad med
626 och fortsitter till hoger med 627.

Nationellt centrum fér matematikutbildning
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For varje triangel i spelplanet visar bilden tetraedern sedd uppifran niir
den stér just pa den triangeln.

P4 "START" och pd "E" syns inte den gra sidan uppifrin eftersom den utgor
basen, (tetraedern stir pa den).

De 4 mindre kvadraterna ir alla lika stora.
Lt S vara den stora kvadratens sidolingd da ir s = S/ 2 de mindre kvadrater-
nas sidolingder. Vi ritar en triangel med basen b, + b, och hojden h.

6 cm

Triangelns toppvinkel ir en randvinkel pa cirkelns diameter och alltsd en riit
vinkel. Da giller b,/ h=h/b,alltsa b-b,= h*.

Menb =s-8cm,h=s—6cmochb,=s.

Insittning ger: (s—8 cm)- s = (s —6cm) med 16sningen s = 9 cm.

Alltsd S =18 cm.

Alternativ 6sning: Lit 7 vara cirkelns radie. D4 dr den stora kvadratens sida
27 + 8 och de mindre kvadraterna har sidan r + 4. Dra radien r frén cirkelns
medelpunkt till indpunkten pé strickan 6 (se figur).

6 cm

WA
N_/

Vi far en ritvinklig triangel med kateterna 4 och » — 8, och hypotenusan .
Pythagoras sats ger

4 (r-2=r

r=>5

Kvadratens sida ir 18 cm.

Nationellt centrum fér matematikutbildning
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293353
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Vi har tva ekvationer P och Q.

P: fo)+2¢(1-x)=x*och

Q f-x)-glx)=x"

Substitution av 1 - x for x i ekvationen Q ger:

R:  flx)—g(l-x)=x* —2x+1 som ir ekvivalent med Q.

Vi multiplicerar R med 2 och adderar med P

3f(x) =3x* —4x + 2

f(x):xz—%x+%

sd f(x) maste vara likvirdig med x? — 4x + 2

For att forvissa oss att det dven finns en funktion g(x) sddan att f(x) och g(x)
uppfyller ekvationssystemet bestimmer vi g(x) genom substitution av 1 — x
for x i ekvationen P (eller pa annat sitt). Vifar g(x) = - 2x + 2. Sedan siitter vi
in uttryck f6r f(x) och g(x) och ser att vi far likvirdiga uttryck pa bada sidor
av likhetstecknet. Klart!

Anmirkning: En expert pa linjira ekvationer skulle redan i borjan se att det
maste finnas en 16sning. For tva linjira ekvationer med variabler u och v:
au+bv=m

cu+duv=n

dir produkterna a-d och b- ¢ ir olika har ekvationssystemet en (och bara en)
l6sning. T ekvationerna P och R med variabler f(x) och g(1-x) har via-d =
1-(-1) = -1 medan b-¢ = 2-1= 2. De ir olika, si det finns en lésning for varje
fixt reelt x. Alltsa det finns funktioner f och g som satisfierar ekvationerna.

Lat M vara den sokta minsta gemensamma delaren.

For n =1 giller n3(n + 11 + 2)°(n + 3 (n + 4)} = 1323 334359 = 293353

alltsd M dr en delare till 2°335°,

A andra sidan, bland fem pa varandra foljande heltal finns alltid minst tva
jaimna tal varav minst ett delbar med 4, minst ett tal delbart med 3 och ett
delbart med 5. Alltsd ir produkten av deras tredjepotenser delbar med
2°335%. Alltsa dr M ir bade en delare och en multipel till 2°335° vilket ger
M=2935.

Anmirkning: Fér den som tinker i kombinatoriska termer ir annars sjilv-
klartatt n (n+1) (n+2) (n+3) (n+4) maste vara delbart med 1-2-3-4-5 eftersom
det forsta dr antalet mojliga ordnade urval av 5 element ur en mingd med n
element medan det andra ir antalet sitt pa vilka 5 element kan ordnas.

Nationellt centrum fér matematikutbildning
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24 C 9am’ Vi kapar av den dversta delen av kiirlet, sa att kvar blir en rak cirkulir cylin-
der sidan att dven den nya basen tangerar vattenytans plan. Den syns pa
bilden som rektangeln ABDE

A

h h

——————

[ D E
Vattenytan delar cylindervolymen i tvé lika stora (och kongruenta) delar: en
med luft och en med vatten.
De ir varandras spegelbilder med avseende pa cylinderns mittpunkt M.
Cylinderns volym ir alltsd dubbelt s stor som vattenmingdens i ett kirl.
Men basytorna ir lika stora, sd cylinderns hojd méste vara den dubbla vat-
tenhojden, |BD|=2h.
Eftersom BDF, BCD och DEF ir riita vinklar, s3 ir triangeln DEF likformig
med BCD, alltsi |DF|=2-|DE].
Lat 7 vara basens radie: w7? = 3-x m?alltsi r =v3m
|DF| =2-ralltsd |DE|=rochh=v3-r=3m
Vattenvolymen (i det vinstra kiirlet) ir 3-w m?-h = 9t m?3.
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