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Arbeta vidare med Benjamin

Matematiskt arbete handlar i stor utstrickning om resonemang. Elever behover f4 resonera
om bide matematikinnehallet och strategier for att utveckla sin matematiska kompetens.
Lit dem ocksa fd argumentera for sina 16sningar och sina val av metoder.

Ett sitt att arbeta vidare kan vara att eleverna i mindre grupper resonerar sig fram till en
gemensam l6sning. Diskutera gruppernas losningar i klassen och jamfor idéer och angrepps-
sitt. Lit ocksa eleverna fa bedoma kamraters losningar: Har de tagit hinsyn till alla forut-
sittningar? Ar de tydliga? Ar resonemanget korrekt? Fungerar losningsmetoden pa andra,
liknande problem? Diskutera vilken information i problemet som ir nddvindig och vad som
kan dndras utan att problemet férindras. Manga elever kanske ocksé klarar sig utan de olika
svarsalternativen.

Att analysera och diskutera varandras 1dsningar 4r bra, men det kriver forsts att man arbetar
langsiktigt sd att eleverna vinjer sig vid att bide ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta
emot kritik. Om de redan fran borjan far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det
bli en naturlig och uppskattad form av arbete med problem.

Négra fragor att dterkomma till nir problemet ir [6st:

— Kontrollera att lésningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar?
Hur vet vi det? Piminner problemet om nigot annat problem vi lost tidigare?

—  Vilka kunskaper hade vi nytta av niir vi loste problemet?
—  Vilka nya fragor kan problemet vicka?

—  Lirde vi oss ndgot nytt av problemet?

Att arbeta vidare med problemen kan innebira att man noggrant gir igenom ldsningsstra-
tegier och repeterar eller tar upp teori kring anviinda begrepp. Hir finns manga tillfillen att
utveckla olika matematiska férmagor. I efterarbetet kan det dven vara limpligt att himta in
snarlika problem frén de andra tivlingsnivierna detta r och fran tidigare ars Kingurutiv-
lingar. Alla tidigare tivlingsproblem finns att himta pd Kingurusidan pa nitet, ncm.gu.se/
kanguru

Nedan har vi samlat ndgra av problemen fran Benjamin 2023. Vi ger forslag pa hur eleverna
kan arbeta med uppgifterna efter tivlingen och, i vissa fall, tar vi upp specifika svéirigheter.
Vi ger iven exempel pé hur fragestillningarna och foérutsittningarna i uppgifterna kan varie-
ras.

Liknande problem fran tidigare &r kommer du &t via linken:
https.//ncm.gu.se/2018/02/test-kanguruproblem/
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Tal och tals anvindning

10  Siffrans platsvarde
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Det hiir problemet fokuserar siffrans platsvirde i tvasiffriga tal. Nir tiotalssiffran byts ut vet
man att tiotalgrinsen passerats och att entalen maste skifta fran 9 till 0. Man kan direkt ur
de avlista symbolerna dirfor veta att triangeln representerar O och dirmed att den stiende
kvadraten representerar 1. Dirav foljer att de tal som ir givna motsvarar 19, 20, 21 och att
nista tal maste vara 22 som skrivs som tva hjirtan.

Lit eleverna gora liknande uppgifter till varandra. Anviind tio olika symboler och be dem
ligga upp tre stycken tva- eller tre-siffriga tal i f6ljd. Lit dem byta med varandra och lista ut
hur foljden ska fortsitta. Diskutera om det alltid gir att veta eller om det finns fall niir serien
skulle kunna fortsitta pa flera olika sitt. Vad beror det pa?

Liknande problem finns i drets Cadet 2023 problem 10.

Talrad och avstind mellan tal pa talraden utgor en grundliggande kunskap om tal. P olika
sitt utnyttjas denna kunskap om tal i problem 7,9 och 20.

7 Talraden modulo 12

Att forstd hur manga tal som finns mellan tvé tal pa talraden ir en ganska basal kunskap som
likvil behover trinas. Mellan exempelvis talen 5 och 7 dr det tva (heltals-) steg, fran 5 till 6
och fran 6 till 7, och nir det tecknas som en berikning far vi5 + 2 =7 eller 7 — 2 = 5. Avstdn-
det mellan 5 och 7 ir 2. Men om man fragar efter talen mellan dem i talraden ir 6 ir det enda
heltal som finns mellan 5 och 7. Hur man pratar om detta blir dirfor viktigt och det kan vara
bra att lita eleverna formulera med egna ord hur lingt det ir emellan de olika talen i proble-
met. Uppmirksamma skillnaden mellan att det ir ett tal mellan 5 och 7 men att avstindet
mellan dem ir tvd steg.

[ det hir problemet dr talraden placerad pa en klocka och gar diarfoér bara upp till 12. Det
medfor en extra svarighet genom att man behover rikna vad som kallas modulo 12, som
innebir att efter 12 borjar talraden om pa 1. Tre steg fran 10 leder till 1 (inte 13). 0 och 12 finns
pa samma punkt vilket innebir att 12 + 13 = 1 modulo 12.

Uppgiften kan goras olika svar beroende pa vilka tal som viljs och hur frigan formuleras.

Liknande problem i olika svarighetsgrad forekommer i flera tivlingsklasser i ar:
Ecolier 2023 problem 3, Cadet 2023 problem 3, Junior 2023 problem 1.
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Forutom att problemet handlar om att se avstinden mellan talen pa talraden behandlar det
ocksa delbarhet och multiplar. Mélpunkten i hopptivlingen ligger 11 steg fran start och det
ir 22 steg for att komma precis ett helt varv. Haren som hoppar 2 steg i taget kommer aldrig
att landa pa ett udda tal eftersom det dr ett jamnt antal hela varvet runt. Kingurun som hop-
par tre steg i taget kommer inte att landa pa 11 férsta gdngen, men nista ging hon kommer
till Malpunkten ir efter 33 steg, vilket motsvarar 11 Kinguru-hopp.

Utoka uppgiften med fler djur som hoppar 4, 5, 6 eller 7 steg i taget. Generalisera problemet
genom att gora en lista dver alla tal (i steg riknat) som hamnar pa Malpunkten (11, 33, 55, 77,
99...). Vilka tal ir dessa delbara med?

Gor en annan bana med ett annat antal in 22 runt banan och undersék den pa samma sitt.

20 Delbarhet

Ocksi hir fokuseras avstindet mellan tal. Stolpar placeras ut med lika linga avstind, s&
problemet handlar om delbarhet. Ur ett problemlésningsperspektiv liknar det problem 15
genom att man fir viss information och ur dem maste hirleda ny information for att kunna
l6sa problemet stegvis.

Vi vet den totala strickan 120 meter. Vi vet avstinden 24, 30 och 66. Avstindet mellan
stolparna méste alltsa vara en delare till alla dessa tal, och det méste vara 6. Dirmed vet vi att
120 ska delas in i 6-meterssektioner, det vill siga 20 sektioner. Men eftersom det ir 1 stolpe

i vardera indan behovs 21 stolpar. En avgdrande insikt ir att stolparna ir fler in avstinden
mellan stolparna.

Ett annan problem om delbarhet finns i Benjamin 2022:11
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3 Geometriska figurer.

Problemet handlar om att uppfatta att en figur kan delas upp i andra figurer. Begreppen
triangel och rit linje finns i frigan, men i problemet ingar dven andra polygoner: rektangel,
parallelltrapets, hexagon och kvadrat.

Undersok om det blir annorlunda om villkoret fér den rita linjen dndras:

a) dela med en rit linje som gir genom tva horn

b) dela med en riit linje som gar genom ett horn och skir en sida

¢) dela med en rit linje som inte gdr genom nigot horn.
Diskutera varfor det blir olika svar. Generalisera resonemanget genom att ocksa undersoka
polygoner med fler sidor och still fragan: Hur kan man se direkt nér en polygon gir att dela

in i twd trianglar med en rit linje? Gor en tabell dver hur manga horn den ursprungliga figu-
ren har och hur manga hérn det sammanlagt finns i de tvé figurer som skapas niir den delas.

Svaret pé fragan ir att tva trianglar alltid har 6 horn tillsammans och att det alltid blir minst
tvd nya horn vid delningen med en rit linje eftersom linjen vid varje skirningspunkt skapar
tvd horn av det som antingen var ett horn eller inget horn. Det betyder att en figur som har
fler in 4 horn fran borjan aldrig kan delas in i tva trianglar med en rit linje.

Ett liknande lite svdrare problem finns i rets Cadet 2023 problem 2. Dir ska man skapa pa-
rallelltrapetser istillet for trianglar genom att dela figurer med en riit linje.

12  Area

A B C D

I det hiir problemet giller det att kunna uppfatta delar av en area och att forestilla sig hur
olika delar av arean flyttas runt for att skapa storre delar. Lit eleverna beskriva med ord hur
de ser och resonerar kring areorna.

Liknande problem: Benjamin 2022:6, 2022:13, 2019:14, 2016:9, 2014:7
Liknande men mer utmanande problem: Cadet 2017:20, 2009:16 och Benjamin 2011:21
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8 Cirkelskivor -—‘

Q.99 .6.5.Q

Problemet handlar om att kunna "se det som inte syns”. I samtal om det hir problemet
trinas inneborden i orden hel, halv och fjdrdedel. Aven ordet cirkelsektor kan anvindas i ett
meningsfullt ssmmanhang hir. Till vart och ett av svarsalternativen kan du stilla fragor som:

Hur kan bitarna ligga?
Var ser du halvcirkeln?

Var ser du fjirdedelarna?

Skapa ett liknande problem. Utdka problemet med fler bitar eller med olika stora cirkelsek-
torer (exempelvis tredjedelar, sjittedelar, attondelar).

En variant ir att eleven klipper ut cirkelsektorer i olikfirgat papper och fir i uppgift att ska-
pa olika bilder genom att ligga dem ovanpd varandra och rita av de monster som bildas. Be
dem sedan rita ett monster som inte gir att skapa med de bitar som fanns. Direfter byter de
med varandra och ska lista ut vilket som inte gar.

Ett liknande men enklare problem finns i arets Ecolier 2023 problem 8.

15  Ombkrets

Hir giller det att undersoka vilken information som finns i figuren

och texten, och sedan utnyttja den genom att minnas eller hirleda

formlerna fér omkrets av de olika figurerna och steg for steg fundera I
?

pa vad den information man har kan anvindas till. Om elever funnit
problemet svart ir det ett bra tillfille att trina pd problemlésning.

a) Vad vet vi?
Kvadraten sida dr 9 = kvadratens omkrets dr 9 - 4 = 36.

Alla figurer har samma omkrets. —
cam

b) Hur kan vi anvinda informationen?
Berikna triangels sida som ir 36 /3 = 12.

¢) Vad har vi fatt reda pa nu?
Rektangelns lingsida dr 12. Totalt ir omkretsen 36.
Som en formel kan omkretsen skrivas O =2 - a + 2- b med a som lingden pa
langsidan och b p kortsidan. Insatta virden ger ekvationen: 36 =2-12 + 2 - b.

Aven om problemet gir bra att 16sa utan algebra kan det anvindas for att visa hur det al-
gebraiska uttrycket kan se ut som en forberedelse for situationer dir talen inte ir s litta.
Arbeta med andra flerstegsproblem pa samma sitt genom att svara pa frigorna:

Vad vet vi? Hur kan vi anviinda informationen? Vad har vi fatt reda pa? Problem 20 ir ett
annat sddant problem.

Liknande problem: Benjamin 2020:19, 2018:8, Cadet 2020:13
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Kombinatorik

Pdi hur mdnga sdtt? Det ir en grundliggande friga inom kombinatorik. I drets Benjamin finns
tvd problem av den typen. I bada fallen handlar det om att hitta sitt att vara systematisk s&
att man ir siker pa att man tickt in alla alternativ.

Be eleverna beritta hur de har gjort och diskutera vilken strategi som ir bist for just detta
problem.

Hur héller de reda pé vilka kombinationer de har testat?
Gor de en tabell?
Ritar de?

Ar de systematiska?

4 Stapla torn

Variera problemet genom att indra antalet skivor och dven #ndra antalet skivor i tornen.

Liknande problem finns ocksd i rets Ecolier 2023 problem 10 och Cadet 2023 problem 8.

Nationellt centrum fér matematikutbildning



Kangurutavlingen 2023 — Arbeta vidare med Benjamin >O
J \

22 Farglaggning -—‘

Problemet ir en variant pa det klassiska kartritningsproblemet som
handlar om hur manga farger som behovs for att fargligga en karta
utan att linder som grinsar till varanda har samma firg,

Hiir kan det vara en hjilp att faktiskt genomfora firgliggningen pa ett
systematiskt sitt. Rita upp flera likadana rektanglar uppdelade i fem
delar och firgligg en i taget systematiskt s att variationen vixer fram.

Utoka problemet med fler rektanglar. Testa med mer oregelbundna omraden som exem-
pelvis kartor med landsgrinser utsatta eller komplexa geometriska figurer. Firgligg alla falt
i olika farger s att inga filt som grinsar till varandra har samma firg. Gar det med bara tre
firger? Om inte — hur manga behovs?

Problemet har givit upphov till fyrfirgssatsen som formulerades som en hypotes i mitten av
1800-talet men som bevisades matematiskt forst 1976. Det ir litt att dvertyga sig om att fyra
farger ricker med hjilp av exempel, men svart att bevisa matematiskt. Man fick till slut ta
hjilp av datorer for att bevisa satsen. Till en borjan accepterades inte beviset av alla matema-
tiker eftersom det inte direkt och enkelt kunde kontrolleras av en minniska, men idag ir det
helt accepterat.

Logik

18 Sant eller falskt

Att forstd vad det innebir att ett negerat pastiende (det var inte jag) ir falskt ir bide en
spraklig och en logisk utmaning. Att arbeta med den hir typen av logisk slutledning ir dir-
for att arbeta sprakutvecklande.

Diskutera tillsammans vad varje pastiende betyder, dels om det ir sant, dels om det ir falskt.

Gor en tabell och testa hypoteser:
om ett pastiende ir sant sa ir alla de andra falska, vad innebir det?

Pistdende Sant Falskt
Maria: Det var Peter Peter inte Peter
Peter: Det var Rickard Rickard Inte Rickard
Rickard: Det var inte jag Inte Rickard Rickard
Tina: Det var inte jag Inte Tina Tina

Liknande problem: Benjamin 2021:21, 2020:16, 2018:11
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Algebra

24 Skapa algebraiska uttryck

Det hiir problemet ir ett bra exempel pé ett problem dir algebraisk notation ir till stor
hjilp. Det ir svart att reda ut alla dessa samband sé linge de stdr i text. Att dversitta fran
text till en mer kompakt representation ger en helt annan éverblick och éppnar upp for nya
losningsstrategier.

Lat eleverna bestimma hur ni ska férkorta informationen om de olika priserna och skriv upp
tydligt vad som menas med de bokstiver som infors for variablerna. Exempelvis s hir:

Lit  H vara priset pd en hatt
K vara priset pa en kjol
T vara priset pa troja
C vara priset pa en keps

Formulera sedan tillsammans de olika ssmbanden med hjilp av dessa symboler:

2H =5K
3K=8T
2T =3C

Hirifran kan du be eleverna férsoka anvinda en av variablerna for att uttrycka alla de 6vriga.
Lat eleverna testa olika forslag. Om de vill halla sig till heltal ir det enklast att uttrycka alla
som kepsar, eller "viixla dver” alla till kepsar.

2T =3C
1K =4C (eftersom3K =4-2T=4-3C=12C)
1H=10C (eftersom 2H = 5K =5-4C = 20C)

Viljer man nigon av de andra plaggen blir resultatet att man far arbeta med tal i brakform
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