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Kéngurutavlingen — Matematikens hopp A

Student 2021, facit och kommentarer

Nir du har fyllt i kalkylbladet fir du en sammanstillning av klassens resultat. Redovisa resultaten
genom att ladda upp ditt ifyllda kalkylblad senast 20 maj. Webbadressen ir ncm.gu.se/kanguru. Om du
far problem med att redovisa via nitet, hor av dig till oss pa kanguru@ncm.gu.se eller pa telefon 031786
69 85. Om du inte har anvint kalkylbladet finns det i detta material underlag for en sammanstillning
av elevernas resultat.

Uppmirksamma giirna goda prestationer i klassen och i skolan och dela ocksd ut de Kingurureflexer
med texten Jag har deltagit i Kingurun, som kan kdpas frain NCM: bestallning.ncm.gu.se/produkt/reflex.
Namnen pa de elever som fitt bist resultat i varje drskurs kommer att publiceras pa webben. Dir publi-
ceras ocksd intressanta iakttagelser av elevernas resultat och svar. Manga efterfragar ocksd en samman-
stillning med 16sningsfrekvenser och denna blir férstas bittre ju fler som redovisar.

Lat eleverna fa en ny chans att lisa de problem de inte hann med
Endast nigra enstaka elever hinner 15sa alla problem under tivlingstillfillet. Ordna dirfor girna ett
extra tillfille utom tivlan, dir klassen kan losa problemen utan tidsbegrinsning. Méinga skulle sikert
utmanas av de svirare problemen, om de fick tid att arbeta med dem.

Sen kan ni diskutera och kontrollera Isningarna. Lat eleverna beritta om sina 1dsningar och jamfor
olika sitt att resonera. G4 noga igenom alla problem och red ut det som kan ha varit svart. Diskutera
ord och begrepp som eleverna funderar éver. For att variera problemen kan forutsittningar, tex de
ingdende talen, indras. Forsok ocksa att formulera om problemen sé att andra svarsalternativ in de
ritta ska bli de riitta svaren.

Nominera till Mikael Passares stipendium

Mikael Passare (1959—-2011) var professor i matematik vid Stockholms universitet. Han hade ett stort
intresse for matematikundervisning pé alla nivder och var den som tog initiativ till Kingurutivlingen
i Sverige. Mikael Passares minnesfond har instiftat ett stipendium for att uppmirksamma elevers
matematikprestationer. I samband med Kingurutivlingen kommer dirfor en elev i tivlingsklasserna
Ecolier, Benjamin och Cadet samt en elev frin gymnasiet att belonas med 500 kr.

For att kunna nomineras méiste eleven ha genomfort tivlingen pa korrekt sitt och klassens resul-
tat mdste vara inrapporterade. Nomineringen ska innehalla elevens namn, skola, arskurs, tavlingsklass
och resultat pa drets tivling, uppgift om vilken dag tivlingen genomfordes och namn, telefonnummer
och e-post till den nominerande liraren samt en postadress dit vi kan skicka diplomet. Det ska finnas
en motivering till varfor just denna elev ir vird att speciellt uppmirksammas. Det kan tex vara en
ovanligt god prestation i tivlingen, ovintat bra resultat i relation till tidigare prestationer eller annat hos
eleven som ir viirt att speciellt uppmirksammas i relation till arbetet med Kingurun. Férutom detta
premieras att eleven dr hjdlpsam och visar gott kamratskap. Det ir motiveringen som kommer att ligga
till grund for juryns beslut. I juryn ingér representanter frin Mikael Passares minnesfond.

Pa ncm.gu.se/kanguru finns en nomineringsblankett. Fyll i den och skicka nomineringen senast
20 maj till:

Kingurutivlingen

NCM, Géteborgs universitet
Box 160

40530 GOTEBORG
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Prognosbilden siger att de tva forsta dagarna sjunker temperaturen for att
stiga till en platd de kommande tva dagarna, temperaturen stiger under
ytterligare en dag, for att sedan sjunka de tva sista dagarna. Den graf som
beskriver det férloppet ir E.

4 <21 <5 geratt 20 —\21 > 150ch 20 +21 < 25.
Heltalen mellan 15 och 25ir 16,17,18, 19, 20, 21, 22, 23 och 24 dvs 9 heltal.

Nir ritblocket delas i tva identiska block far varje del tvd sidor med arean 1
och fyra sidor med arean 1/2.
Ett ritblock far begrinsningsarean2-1+4-1/2 =4.

1
1/2

Lit en kvadrat ha sidan s, den har di arean s2. Den i kvadraten inskrivna
cirkeln har radien s/2 och arean s?/4 - 1t.
Forhallandet blir /4, vilket inte beror pd kvadratens sida.

X

" O
—

Lit den lingre cylindern ha radien . Dé éir 2r-m=1.

y 2 yZx
sVi=n2 x=2=
Volymen blir V; = pym

Lt den kortare cylindern ha radien R. Dd ir 2R -t =x.
2 2
Volymen blir Vx = m—-y=22

472 4

Forhallandet mellan volymen av den lingre och den kortare cylindern blir
iy

Vi X
x=§<1gerx4<x2<x<«/§<‘{/f

Om ingen siffra upprepas, sa finns det sex tal som innehéller siffrorna 1, 3
och 5. De ir alla delbara med 3 eftersom talens siffersumma ir 9. Om exakt
en siffra upprepas kan vi fa tal bestdende av siffrorna

1,1,3 11,5 3,31, 33,5 5510ch5,5,3.

Inget av dessa tal ir delbara med 3. Om ensiffra upprepas tre ginger, far vi de
tre talen 111,333 och 555. De dr delbara med 3. Det ger 9 tal.

Nationellt centrum fér matematikutbildning
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8 C 2pg

9 D y=ax+c

10 D 1/5
1 D 80
12 B 34
I3 A 2025

/s

Vi markerar punkterna i ett koordinatsystem. Triangelns bas far lingden 2p
och héjden blir 2¢. Triangelns area blir (2p - 2g9) /2 = 2pq.

(2p, 3q)
':ps 5 Ip tjps q.]

Andragradsfunktionens graf ger a > 0 och ¢ > 0. Eftersom c¢ ir y-koordina-
ten for andragradsfunktionens skirningspunkt med y-axeln, sd ir m = c i
den riita linjens ekvation pa formen y = kx + m. Det utesluter alternativen B,
Coch E.Talternativ A ir den rita linjens skirningspunkt med x-axeln,

x = -¢/b . Den punkten ir en av andragradsfunktionens nollstillen. Insitt-
ning i andragradsfunktionens ekvation ger ac? = O som saknar 1osning. Det
utesluter alternativ A. Alltsd aterstar alternativ D. Linjen y = ax + ¢ skir
x-axeln d x = -¢ /a. Insittning i andragradsfunktionen leder till ekvationen
¢(c —b+a)=0och sambandet b = a + c. Det leder till andragradsekvationen
ax’ + (a + ¢)x + ¢ =0med rotternax = -loch x = -c /a dir ¢ > a > 0. T ex upp-
fyller andragradsfunktionen f(x) = x? + 4x + 3 och linjen y = x + 3 villkoren.

Primtalsfaktorisering ger 7! = 2+ 3%-5-7 sa 7! ir pa formen 2* - N med N
udda. Det innebir att en udda delare M till 77 4r en delare till N och omvint
en udda delare till N ir en udda delare till 71. De fyra talen 2M, 2°M, 2°M
och 2*M ir ocksa delare till 71 Alltsé ir de udda delarna 1/5 av alla delare.

Givetabc +99 = cbaellera-100+b-10+¢+9-10+9=¢-100+b-10 + a.
Forenkling leder till a + 1= ¢,a#0, c # 0. Det ger 8 kombinationer pa a och
¢. For varje kombination pa a och ¢ finns 10 méjligheter pa b, dvs. totalt 80
tresiffriga tal uppfyller villkoret.

Observera att omkretsen av triangeln nedanirp + g+ 7 —u.

Vi tillimpar det tvd ginger pé triangeln, forst pa den del som bestar av del-

trianglarna med omkretsarna 9, 12, 20 och 13. Den delen kan di ersiittas av
en triangel med omkretsen 9 + 12 + 20 — 13 = 28.

5

Sedan pé delarna med omkretsarna 10, 11, 28 och 15. Hela triangeln har
omkretsen 10 + 11 + 28 —15=34.

Vi kan forst konstatera att de tal som innehaller siffran O inte bidrar till
summan. For talen fran 10 till 19 ir bidraget till summan1-1+1-2+1-3+ ...
+1-9 =45 Tintervallet 20 till 29 ir bidraget 2 - 45, i intervallet 30 till 39 ir
bidraget 3 - 45 osv till intervallet 90 till 99 som bidrar med 9 - 45.

Hela summan blir45- (142 4+ 3 + ... + 9) = 45-45 = 2025.
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14 B
I5 B
16 C

10

1/4

16

é‘\

Summornairad a och b ir samma som summorna i kolumnerna c och d.

[ d

16 22 3|16]| 9 (22|15
al20 21 2 20| 8 |21(14|2

25 1 725|131 (19
bl 24 5 6 24|12|5 (18 |6

4 ? 11( 4 |17 (10|23

Dessa rader och kolumner har fyra gemensamma tal, markerade med X, som
vi kan ignorera. Det giller fortfarande atta + b=c +d, si

(20+21+2)+ (24 +5+6)= (16 +25+4) + (22 + 1+ ?) vilket ger 2 =10

Den hogra kvadraten visar en magisk kvadrat dir dven summan av talen i
varje diagonal ir lika med summan av talen i varje rad och i varje kolumn.
Den summan ir 65.

Pa grund av symmetri kan vi anta att den éversta snorkorsningen ir av typ

R

For de andra tvé korsningarna har vi olika méjligheter. De kan bada vara av
samma typ som den dversta, de kan bida vara av den andra typen och en kan
vara samma typ som den dversta och en av den andra typen. Det ger de fyra
moijligheterna som bilderna visar. Den enda av dessa fyra som ger en knut
nir man drar i snorindarna ir den nedre viinstra, allts dr sannolikheten 1/4.

De tvi storre kvadraterna har matten 6 x 6 och 4 x 4 och 1t den mindre
kvadraten ha mattenax a.

P 6 Q
2'4[-1511.,.1|,,r
a

S 6 R 4 v Z
Trianglarna PQT och TW X ir likformiga, bida har en rit vinkel och
£ QPT = 2 WTX (likbeligna vinklar).
Likformigheten ger 2/6 = a/(4 + a) med 16sning a = 2.
Arean av triangel PXV = arean av parallelltrapets PSZX — arean av triangel
PSV —arean av triangel VZX.
610 22

Arean:ﬂ-lz————=16\.
2 2 2
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7 E 8

8 B 9

19 D 625

20 E  ingetalt.
21 B 50

/s

Fran grafen har vi att ekvationen f(x) = 0 har rotternax = -4, x = -2, x =2, x = 4.

f(f(x)) = Oinnebir att f(x) = -4 (1), f() = -2 (2), f (x) =2 (3) eller f (x) =4 (4)
\ ]
AN
-5\- -3 /-‘10. 1 1\?\3/1/5
NP

13

(1) saknar l6sning dé linjen y = -4 inte skiir grafen

(2) har 2 rotter eftersom linjen y = -2 skir grafen tvd gdnger, for x = -3,4 och
forx=-25

(3) har 4 rotter eftersom linjen y = 2 skiir grafen fyra ginger, for x=-4,5,
forx=-1,forx=1ochforx=45

(4) har 2 rotter eftersom linjen y = 4 skiir grafen tva ginger, for x = -4,8 och
forx=48

Det ger totalt 8 olika rotter.

Om summan av den ene elevens tal dr S, s ir summan av den andre elevens
tal 2S. D4 dr totalsumman av deras bortsuddade tal 3S vilken ir delbar med 3.
Summan av de sju talen dr 63, vilket ocksa ir delbart med 3. Det innebir att
det tal som dterstir maste vara en multipel av 3, dvs. 9 eller 15. Anta att 15 ir
talet som stdr kvar. D4 dr summan av de bortsuddade talen 63 — 15 = 48. D4
ska en elev ha suddat bort tre tal som har summan 48/3 =16 frén listan 1,2, 7,
9,10 och 19. Det gir inte. Alltsa ir talet 9. Summan av de bortsuddade talen
blir 63 — 9 = 54. En elev har suddat bort tre tal som har summan 54/3 = 18
franlistan1,2,7,10,150ch 19. Det gir med talen 1, 2 och 15. Den andre eleven
har d4 suddat bort talen 7,10, 19 som har summan 36.

Lita=n*ochb=m’.a-b=n*-m*=m+m)(n—-m)=c (1)

Produkten av tva heltal ir ett primtal om en av faktorerna ir 1 och den andra
drettprimtal n—m =lgern=1+mochm=n-1.

Insittningi(1) gerc=2m+lellerc=2n-1.

A:m =10 ger ¢ =21 ¢j primtal, n = 10 ger ¢ = 19 primtal

B:m =12 ger ¢ = 25 €j primtal, n = 12 ger ¢ = 23 primtal

C:m =20 ger ¢ = 4l primtal, n = 20 ger ¢ = 39 ¢j primtal

D:m =25 ger ¢ =51 ej primtal, n = 25 ger ¢ = 49 ej primtal

E: m =50 ger ¢ = 101 primtal, n = 50 ger ¢ = 99 ej primtal

Alternativ D, 625 kan varken vara a eller b.

For y =1far vi sambandet f(x+1)=f(x) - f(1) = 2/ (x).
Det ger f(x+1)/f(x) = 2 som leder till att samtliga 2020 termer i det givna
uttrycket ir 2. Summan ir 2020 - 2 = 4040.

Varje femhorning grinsar till fem kvadrater och varje kvadrat grinsar till tva
femhorningar. Det ger att antal kvadrater ér (12 - 5)/2 = 30. Varje kvadrat
grinsar till 2 trianglar och varje triangel till tre kvadrater. Det ger att antal
trianglar ir (30 - 2) /3 =20.

Summan blir12-5+30- (-1) + 20-1=50.
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AN

22 A 19 Tre punkter kan viljas pa (135) =455 sitt. Numrera punkternal 2 3, ..., 15._"
Viljer vi punkterna (1, 6,11), (2, 7,12), (3, 8,13), (4, 9, 14) eller (5,10, 15) far vi 5
liksidiga trianglar som ir kongruenta. Bland de aterstiende 450 sitten finns
det 6 olika likbenta trianglar, var och en i 15 olika rotationer, dvs totalt 90
likbenta trianglar. De aterstidende 360 trianglarna ir oliksidiga, var och en

i 15 olika rotationer och i 15 olika speglingar. Det ger 360/30 = 12 trianglar.
Totalt finns 1+ 6 + 12 =19 olika trianglar.

23 A 12 Beteckna arean av triangel ADE med x och arean av triangel AFD med y.

De tva trianglarna med area 3 delar hojd, alltsd ir BD = DF och arean av
triangel ADB = arean av triangel AFD. Av det foljer att x + 1=y (1).
Arean av triangel BDC =3 - arean av triangel BED, sd DC =3-ED och
v+3=3x(2).(1)och(2)gerx=2,y=3.

Alltsd har triangel ABCarean2+3+3+3+1=12.

24 B 2/3 Lt p vara vinstchansen for spelare A. Tittar vi pA vem som vinner de niista
tvd dragen kan det vara AA, AB, BA och BB, var och en med sannolikhet 1/4.
yax Mengs
A 1/4% AB (p)
1/4 4 BA (p)
1/4% BB (1-p)

[ fall 1 vinner A. T fall 2 och 3 ir vi tillbaka i samma situation som nir vi
borjade (p). Tfall 4 4r vi tillbaka till borjan, men med ombytta roller, chansen
for B att vinna iir p och chansen for A1—p.

Summeringgerp=1/4+p-1/4+p-1/4+(1-p)-1/4medp =2/3.

Alternativ losning. Lat S(n) vara sannolikheten att A vinner nir han har n
poing fler in B.

S(3)=1S(-3)=0

For n diremellan giller S(n) = S(n-1)/2 + S(n+1) /2

av detta foljer S(n+1) — S(n) = S(n) — S(n-1).

Alltsa vi har S(n-2) — S(n-3) = S(n—-1) — S(n—2) = S(n) — S(n-1) = S(n+1) — S(n)
= S(n+2) — S(n+1) = S(n+3) — S(n+2) = (S(3) - S(-3)) /6 =1/6

Alltsad S(1) = S(-3) + 4/6 = 4/6

Nationellt centrum fér matematikutbildning
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Redovisning av resultat A

Redovisning av resultat sker pi ncm.gu.se/kanguru. Det enklaste sittet att redovisa ir att ladda upp
det ifyllda kalkylbladet. I det finns alla uppgifter som vi behover. Mer information om hur kalkylbla-
det fungerar finns i dokumentet Att anvinda kalkylbladet, som du hittar pd ncm.gu.se/kanguru.

Om du inte har anvint kalkylbladet ber vi dig fyllai motsvarande uppgifter i det formulir som finns
pa webben. De blanketter som finns hir ir till for att du ska kunna sammanstilla de uppgifter som du
sen ska skriva in.

Om du far problem med att redovisa, hor av dig till oss pa kanguru@ncm.gu.se eller pa telefon
031-786 69 85. Redovisa senast den 20 maj.

Redovisningsblankett A

Namn och poing for de tva bista eleverna i varje rskurs:
Ak Namn Poang

kurs 4

kurs 5

Om du har fler elever med mycket bra resultat, mer in 77 poing, kan du redovisa deras namn i ett
e-brev till kanguru@ncm.gu.se.

Antal elever med kurs 4 kurs 5
77 - 96 poang
57 - 76 poang
41 - 56 poang
25 - 40 poang
13 - 24 poang
0 - 12 poang
Totalt antal deltagare
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Redovisningsblankett B

For fortsatt bearbetning av resultaten ir vi intresserade av [osningsfrekvensen per uppgift.

Antal elever med ratt svar pa uppgiften

Uppgift kurs 4 kurs 5
1
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