Kangurutavlingen 2018

Arbeta vidare med geometriproblemen 2018

Varje ar har manga av problemen geometrisk anknytning. | ar har vi samlat dessa problem fran olika
tavlingsklasser och kopplat ihop dem som behandlar liknande delar av geometrin.

Redovisning av |6sningar

| efterarbetet ar det viktigt att |ata eleverna motivera sina tankegangar och redovisa sina l6sningar.
Att redovisa en l6sning av ett geometriproblem kan vara svart. Det kan vara lattare att forklara sina
tankegangar muntligt. Lat eleverna géra en muntlig redovisning forst och sedan formulera en skriftlig
I6sning. Hur bor en 16sning av ett geometriproblem se ut? Borja garna med enklare problem.

Finns det ingen figur bor I6sningen inledas med att en tydlig figur ritas, beteckningar infors och att
det som ar givet markeras. Finns det nagon figur sa ar den ett underlag for redovisning. | den
skriftliga redovisningen hanvisar man till beteckningarna i figuren. Hur markerar man t.ex. att tva
vinklar ar lika stora eller att de inte ar det? Det gar inte att hanvisa till att tva vinklar ser lika stora ut
eller till att en vinkel ar rat om man inte har fatt veta att det ar sa.

Vad é&r ett bevis? Hur mycket maste man redovisa i ett bevis och hur gér man detta pa ett enkelt och
tydligt satt?

Manghorningar

Diskutera begreppet manghorning i klassen och be eleverna férklara det med bade ord och bild.
Behandla regelbundna manghorningar, rita figurer och namnge dem. Lat eleverna konstatera och
forklara varfoér antalet horn och antalet sidor i en manghorning ar lika.

Trianglar
Tva av arets problem handlar om trianglar. Diskutera triangelolikheten med-eleverna, som ar central i
Junior 2:

| en triangel har tva sidor langderna 2 och 5. Den tredje sidans ldngd ar ett
udda heltal. Bestam den tredje sidans langd.

Vilka l6sningar finns om kravet pa att den tredje sidan ar att den ska vara ett heltal?

Liknande problem Benjamin2015:16, Cadet2003:16, Cadet2015:7, GyCadet2004:15, Student2007:12,
Student2011:17, Student2015:22.
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Cadet 22

N,

A L B

Punkterna N, M och L ligger pa sidorna av en liksidig triangel sa att NM ar vinkelrdat mot BC
(NM_LBC), ML ar vinkelrdt mot AB (MLLAB) och LN vinkelrdt mot AC (LN_LAC). Arean av
triangeln ABC ar 36. Vilken area har triangeln LMN?

Lat eleverna fa texten till uppgiften utan bild. Be dem konstruera triangeln fér hand eller med
Geogebra.

| det har problemet ingadr manga begrepp och det finns flera satt att I6sa problemet.

Visa beteckningen 1 som anvands for att ange att tva strackor &r vinkelrdta mot varandra.
Beskriv med ord de fyra trianglarna CNM, ALN, BML, LMN.

o Triangel LMN &r liksidig och trianglarna CNM, ALN, BML ar kongruenta och halva liksidiga
trianglar.

o lvilket forhallande delar punkterna L, M och N respektive sida?

Man kan anvanda Pythagoras sats for att |0sa problemet. Har visar vi en |6sning med trigonometri.

Lat triangeln ABC ha sidan 3a. Da delas varje sida i forhallandet 2:1. Detta kan vi anvidnda for att
berdkna arean av triangeln LMN.

Tar vi tva av de halva liksidiga trianglarna och ldgger dem bredvid varandra sa att vi far en liksidig
triangel med sida 2a, sa ar langdskalan mellan den triangeln och triangeln ABC 2:3. Areaskalan ar

langdskalan i kvadrat. Det ger att arean av den liksidiga triangeln med sidan 2a ar
2

2 36:i 36=16.
3 9

Den totala arean av de tre halva liksidiga trianglarna ar 24. Alltsa ar arean av LMN, 36 — 24 = 12.

Ett annat satt ar att bestamma sidan i den stora triangeln och sidan i triangeln LMN. Det gar att gora
pa flera olika satt.
Lat sidan ha langden 3a. Med hjalp av trigonometri och areasatsen ges

3a 3a sin60 _36, & 16 _ |16 4

2 R NN
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Nu gar vi till den halva liksidiga triangeln. Vi kan vélja triangel BLM. Da galler att

tan 60 :%, IM =2 tane0 = B =43

(4 \/ﬁ) sin 60 :16\/5\/52

2 22

12

Areasatsen ger

Liknande problem: Cadet2017:24, Junior2017:11, Student2016:15.

Regelbundna manghdrningar

Cadet 3
Oktagonen har sidlangden 1.
Vilken area har de skuggade omradena tillsammans?

Be eleverna beskriva de fem skuggade omradena.

Varfor ar trianglarna likbenta och fyrhorningen en kvadrat?
Vad kan man sdga om de fyra vita omradena?

Vilka sidlangder har de vita omradena?

O O O O O

Vilken sammanlagd area har de vita omradena?

Det hér &r ett satt att berdkna oktagonens area genom att dela in den i omraden. Diskutera andra

satt att bestimma oktagonens area.

Student 5
Figuren visar en regelbunden attahorning sammansatt av fyra exakt likadana romber
och tva kvadrater. Hur stor ar rombernas trubbiga vinklar.

| det har problemet &r den regelbundna attahérningen sammansatt av andra geometriska former.
Lat eleverna rita figuren for hand eller med Geogebra.

Hur kan man bestdamma de trubbiga vinklarna i romben? Hur kan man anvanda denna figur for att
bestamma attahorningens area om sidlangden ar 1?
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Student 22
ABCDEF &r en regelbunden hexagon. G ar mittpunkten pa sidan AB.
H och I ar respektive skarningspunkter mellan strackorna GD och GE med strackan FC.

Vilket ar forhallandet mellan arean av triangeln GIF och arean av parallelltrapetset
IHDE?

Ge eleverna texten till problemet och be dem rita figuren fér hand eller med Geogebra.
Diskutera olika I6sningsmetoder.

Hur langa ar strackorna Fl, IH och HC?

Anta att hexagonens sida ar x. Strackan CF ar en symmetrilinje. AGIH ~AGED med langdskala 1:2.
Det ger att /H har langden x/2.

| en regelbunden hexagon ar vinklarna 120°. Alltsa ar ZIFE =£AFl = Z/BCH = ZDCH = 60°.

Forlang sidorna FA och CB sa att de mots i en punkt K. Den uppkomna AAKB &r liksidig och likformig
med AFKC. Aven hir ar ldngdskalan 1:2. Det ger att strackan FC ar 2x.

Symmetri ger da att:

2x-%
striacka Fl = stracka HC = TZ = 2% da IH ar x/2 och FC &r 2x.

Hojden h i AGIH ar lika med hojden h i parallelltrapetset IHDE. Det racker att jamfora forhallandet
mellan basen i AGIH och summan av de parallella sidornas langder i IHDE.

3x  3x
4 _4_1
Yoy 02
2 2

Fortsatt att jamfora areor av andra delomraden.

Liknande problem med regelbundna manghérningar: C2012:13, C2013:2, GyC2009:22, GyC2005:16,
J2011:8,J2017:11, J2013:2, J2014:12, J2016:12.
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Problem med kvadrater och rektanglar
| drets tavling ror foljande problem kvadrater eller rektanglar: Ecolier 24, Benjamin 8, B 20, B 22,
Cadet 8, C 10 och C 16. Jamfor och arbeta garna samtidigt med problemen E 24, B 8, B 20 och C 8.

Benjamin 8

. .. 2cm
Flguren ar sammansatt av tre kvadrater.

Sidlangden pa den minsta kvadraten ar 6 cm.
Hur lang ar sidan pa den storsta kvadraten?

o Hur bestdmmer man sidorna pa de andra tva kvadraterna?
Har kan det vara lampligt att Iata eleverna anvanda figuren for att redovisa sin 16sning.
Vilken omkrets har figuren, vilken area har figuren?
Lat eleverna undersoka hur figuren och sidorna pa kvadraten dndras om strackan 2 cm
dndras. Andra till annan sidldngd pa den minsta kvadraten.
Lat den storsta kvadraten ha en given sidlangd och bestdm den minsta kvadratens sidlangd.
Generalisera: Lat den minsta kvadraten ha sidan a cm. Behall den markerade strackan 2 cm.
Lat eleverna skriva uttryck for sidorna i kvadraterna och dven bestamma uttryck for
kvadraternas areor. Ersatt dven strackan 2 cm med en variabel t.ex. b.

Liknande problem: B2015:7, B2017:15.

| Benjamin 20 sagas en 8 cm bred traplanka i nio delar, en del ar kvadrat och 6vriga delar ar
rektanglar. Lat eleverna arbeta med problemet genom att konstruera den stora kvadraten.

Benjamin 20

Peter sagar en 8 cm bred trdplanka i nio delar. En av bitarna ar en kvadrat,
resten ar rektanglar. Peter satter ihop alla nio bitar och far en kvadrat, sa
som bilden visar. Hur lang var traplankan?
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Ge eleverna en forstoring av bilden till problemet.

Lat eleverna rita en lang pappersremsa med lamplig bredd som motsvarar 8 cm. Har kan
begreppet skala komma in pa ett naturligt satt.

Vilken sida har kvadraten? Klipp ut kvadraten och placera ut den.

Vilka sidor i rektanglarna har samma langd som kvadratens sida? Markera dem och satt ut
langderna i forstoringen.

Lat eleverna klippa ut de rektanglar som har langden 16 cm. Hur manga sadana rektanglar
behovs?

Lagg ut rektanglarna kring kvadraten. Vilken figur bildar kvadraten och de fyra rektanglarna?
Vilken langd har de rektanglar som nu saknas? Klipp ut dem och lagg klart kvadraten.
Bestdm remsans langd genom att ldgga ut alla delar efter varandra. Diskutera dven andra satt
att bestdamma langden utan att ldgga kvadraten och rektanglarna efter varandra.

Genom att rita fyra nya rektanglar med samma bred runt kvadraten kan en @nnu storre
kvadrat konstrueras. Vilket matt har rektanglarna? Vilken sida far den nya kvadraten?

Lat eleverna skriva numeriska uttryck for rektanglarnas langder for att se ett monster.

Kvadratens sida 8 cm, de fyra inre rektanglarnas langd 2 - 8 cm, de fyra yttre rektanglarnas langd 4 - 8

cm. Plankans sammanlagda langd blirda (8 +4-2-8+4-4-8)cm=25-8 cm =200 cm.

Andra kvadratens sida till x cm och skriv uttryck om det &r en kvadrat och fyra rektanglar, en kvadrat
och atta rektanglar osv.

Liknande problem B2015: 12, C2016:9, C2011:22.

Ecolier 24

Den stora rektangeln ar gjord av 7 kvadrater, av olika storlek. Det finns tre sma
kvadrater, som ar lika stora. En sadan liten kvadrat har arean 1.
Vilken area har hela den stora rektangeln?

Detta ar ett problem som liknar det férra, men har ar det en rektangel som ar uppbyggd av

sju kvadrater i olika storlek.

o
o

Lat eleverna arbeta med enhetskvadrater och konstruera rektangeln.

Utga fran de tre givha enhetskvadraterna och placera ut eller rita enhetskvadrater sa att
nasta kvadrat bildas.

Hur manga enhetskvadrater 4r det sammanlagt?

Vilken area har rektangeln som bestar av 12 enhetskvadraterna?

Fortsatt att placera ut eller rita fler enhetskvadrater sa att figuren vaxer fram.
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Cadet 8

En stor rektangel ar uppbyggd av nio identiska rektanglar vars langsta sida ar 10 cm.
Vilken omkrets har den stora rektangeln?

Diskutera l6sningen med eleverna.

Hur bestammer man bredden pa en av de sma rektanglarna?
Diskutera skillnaden mellan area och omkrets.

o Koppla problemet till Benjamin 20. Dar &r det en planka med bredden 8 cm som sagas i nio
identiska rektanglar sa att den stora rektangeln kan byggas. Hur lang ar plankan? Vilken
omkrets far den rektangel?

Liknande problem &ar C2011: 22, C2015:2, C2016:9, C2017:4. Utmanande problem ar
GyCadet2006:18, J2006:12, J2005:18, S2004:7.

Benjamin 22

Figuren visar tre kvadrater med arean 9 cm?, 16 cm? och 25 cm?.
Vilken area har det gra omradet?

Diskutera l6sningen med eleverna. Vilka begrepp anvander vi fér att bestimma arean av det gra
omradet? Hur stor del av de tre kvadraternas area utgor det gra omradet? Lat eleverna konstruera
liknande problem med andra storlekar pa kvadraterna. Diskutera hur Pythagoras sats kan anvandas?

Liknande problem &r C2015:10, B2015:7, B2002:10.

Cadet 10

Kvadraten ABCD har sidlangden 3 cm. Punkterna M och N ligger pa sidorna AD
och AB sa att CM och CN delar kvadraten i tre lika stora delar.
Hur lang ar strackan DM?

D, C
M|
A N B

Diskutera olika I6sningsmetoder.

Hur lang ar strackan CM?

Andra lingden pa kvadratens sida. Hur I&ng blir DM?

Lat M och N vara mittpunkten pa sidorna AD respektive AB. Hur stora blir de tre delarna?

O O O O

Liknande problem: B2010:16.
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Cadet 16

Bilden visar en rektangel med en linje X som &r parallell med rektangelns bas.
Punkterna A och B ligger pa linjen X och inuti rektangeln. Arean av de tva skuggade
trianglarna ar tillsammans 10 cm®. Vilken area har rektangeln?

Lat eleverna losa problemet utan svarsalternativen. Diskutera deras losningsmetoder.

o Vad hander med den undre triangelns area nar punkten B flyttas utefter linjen X?
o Vad hdander med den 6vre triangelns area nar punkten A flyttas utefter linjen X?
o Vad hander med trianglarnas respektive area om linjen X forskjuts i vertikalt led?

Liknande problem ar C2017:24, S2005:15.

Problem dar cirklar ingar
| problemen C9, C21, J11, J24 &r cirklar involverade. Diskutera begreppen diameter, radie, korda,
cirkelsektor, cirkelsegment, tangent, randvinkel, medelpunktsvinkel tillsammans i klassen.

Cadet 9

En rektangel har sidlangderna 7 och 11. Den har tva inskrivna cirklar som bada
tangerar tre sidor var. Vilket avstand ar det mellan cirklarnas mittpunkter?

{0

Vilken diameter har cirklarna?

Mellan vilka langder kan rektangelns bas variera om cirklarna ska tangera varandra och minst
tre sidor?
o Bestam forhallandet mellan cirklarnas area och rektangelns area.

Liknande problem ar GyC2008:12, J2008:16, GyC2007:11.
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Cadet 21

En flygklubb vill designa en flagga och anvander en flygande duva som motiv. De ritar
upp den pa ett rektanguldrt rutménster. Duvans area dr 192 cm?” Duvans omkrets
bestar av kvartscirklar och rata linjer.

Vilken storlek har flaggan?

Diskutera olika l6sningsmetoder. Vilka geometriska figurer ingar i flaggan? Konstruera egna

flagguppgifter.
Liknande problem &r C2013:17, C2010:20, C2016:18.

Junior 11

Atta kongruenta halvcirklar &r ritade i en kvadrat med sidlangd 4.
Vilken area har den icke-skuggade delen av kvadraten?

A\

g v\

Lat eleverna l6sa problemet utan svarsalternativen. Diskutera I6sningsmetoderna. Har kan
redovisningen underlattas om bilden anvands. Vilken area har den skuggade delen?

Liknande problem ar C2016:3, GyC2010:18, GyC2009:18, J2015:3 och 14, J2008:9, S2015:15,
$2010:10.
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Junior 24

Tva kordor AB och AC ar ritade i en cirkel med diameter AD. Vinkeln BAC = 60°,
BE &r vinkelrat mot AC och EC = 3 cm. Vilken langd har kordan BD?

60"

Diskutera olika I6sningsmetoder i klassen.

Hur stor ar ZABE? Vad for slags triangel ar AABE?
Dra kordorna BD och CD. Behandla Thales sats som ger att ZABD =90°. Da ar ZLEBD = 60°.
o Drahojden fran D mot BE och kalla skarningspunkten F. DF har samma langd som EC = 3 cm.

ABDF r ratvinklig och DE =sin60 , BD = DF =23.
BD sin 60

| den ursprungliga versionen fanns informationen AB = 24 cm. Den behdvs inte for att 16sa
problemet. Anvand den och bestdm relevanta strackor i figuren.

Liknande problem: J2017:24, S2016:17, J2014:21.
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Vinkeljakt

| ar finns det tva problem dér en vinkel ska bestdmmas. Det ar Cadet 14 och Student 16. Arbeta garna
med bada problemen. Ta upp vinkelsumman i triangel, likbeldgna vinklar, vertikalvinklar,
alternatvinklar, bisektris och vinklar i regelbundna manghérningar. Be eleverna motivera en vinkels
storlek, inte bara skriva in vinkelns storlek i figuren.

Cadet 14

Valerie drar linjer i ett sicksack-md&nster inuti rektangeln. Vinklarnas storlek ar 10°, 14°,
33° och 26°. Hur stor ar vinkeln 67?

e ———

14° (e

26°

Lat eleverna redovisa sina l6sningar. Gor liknande problem med farre/fler linjer i ett sicksack-
monster. Titta gdrna pa GyC2010:23.

Student 16

Bilden visar tva rektanglar placerade intill en lodrat linje. Rektanglarna
bildar vinklarna 40° och 30° med linjen. Vilket matt har vinkeln 87

Diskutera olika I6sningsmetoder. Be eleverna motivera vinkelsambanden.

Om man vill fortsatta att arbeta med vinklar finns det manga liknande problem av olika
svarighetsgrader t.ex. B2002: 8, C2017:19, C2016:7, C2014:17, C2013:13, C2012:11, GyC2010:14 och
23, GyC2009:11 och 15, GyC2008:10 och 21, GyC2005:13 och 21, GyC2004:16, J2014:21, J2013:10,
J2010:11, J2009 :10, S2012:7,S2010:6.
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Tredimensionella figurer
Det finns nagra problem som bygger pa tredimensionella figurer. Tva av dem bygger pa samma figur
men har olika formuleringar.

Ecolier 15

Oskar limmar ihop 10 kuber till ett bygge, som ser ut som pa bilden. Sen malar han
hela bygget, undersidan ocksa. Hur manga kuber dr malade pa exakt 4 sidor?

Student 4

Figuren ar gjord av 10 sammanklistrade kuber. Figuren doppas i en burk med farg sa
ytan tacks helt. Hur manga av kuberna blir malade pa exakt fyra av sina sidor?

o Hur manga sidoytor ar malade?

o Vilken begransningsyta har bygget?

o Ge eleverna 10 enhetskuber och be dem bygga olika geometriska sammanhdngande
konstruktioner av kuberna. Jamfoér begransningsytor. Jamfor E2006:16.

o Om Oskar gora ett ratblock/en kub av sitt bygge, hur manga fler kuber behover han da?

Det &r fantastiskt hur manga problem som kan skapas utifran enhetskuber. Anviand géarna aldre
Kénguruproblem om kuber for att arbeta med tredimensionella former.

Liknande problem ar E2009:4, E2007:11 och 15, E2006:2, E2004:18, E2002:15, E2001:12, B2017:4,
B2016:6, B2014:8, B2013:2, B2011:2, B2008:8, B2006:16, B2001:23 och 24, C2016:21, C2014:6,
GyC2008:13, GyC2004:21, C2003:11, J2010:4.

Junior 23

Ed gjorde en stor kub genom att klistra samman ett antal sma identiska kuber.
Darefter malade han nagra av sidorna pa den stora kuben. Hans syster Nicole tappade
kuben och den gick sénder i de ursprungliga sma kuberna. 45 av dessa sma kuber hade
ingen malad sida. Hur manga sidor pa den stora kuben malade Ed?

Vi malar en stor kub, byggd av enhetskuber och plockar isér den i sina enhetskuber.

o Hur manga kuber har inga sidor som ar malade, en sida malad, tva sidor malade, osv?
o Vilket &r det maximala antal sidor som ar malade?

Forslag pa lampliga problem att arbeta med E2003:11, C2002:11, GyCadet2010:21.
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Student 7

Figuren visar ett ratblock dar sidoytorna har areorna A, B och C. Vilken volym har ratblocket?

Diskutera olika I6sningsmetoder. Hur kan sidoytornas areor A, B och C anvandas for att bestimma
ratblockets volym? Bestam lampliga varden pa A, B och C och bestam kanternas langder.
Anvand ocksa problem 22 fran Student 2006 nar ni diskuterar l6sningar.

Student 11

Figuren visar en oktaeder inskriven i en kub med sidlangd 1. Oktaederns horn ligger i mittpunkterna
pa kubens sidor. Vilken volym har oktaedern?

2N
IR

2]
7/

1
\,’/

\Y

Hur ser en oktaeder ut? Diskutera hur man kan bestdmma oktaederns volym. Visa de fem
regelbundna polyedrarna.

Liknande problem &r $2016:20, J2005:20.
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