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Skenorna i A dverlappar varandra minst. Det finns bara ett hal mellan
skruvarna.

Bakom triangeln gommer sig 3 vilket leder till svaret 6.

Hon ska ha 8 euro kvar. Planbok B ir den enda som visar 8.

Talet maste vara 35 eller 53, da 5-3 ir det enda sitt att skriva 15 som en
multiplikation av tvé ensiffriga heltal.

(fyra sitter pd/i vattnet)

Hon har 5 dpplen (7-2) och ska dirmed ha 5 bananer (2+3).

Det finns 12 vita kuber som alla syns frén utsidan. Aven den dolda
kuben mitt i dr vit.

XXXXXxMxxx (segraren lingst till hoger)

skepp — bil — docka —boll
boll — skepp — bil — docka
docka —bil- skepp — boll

boll — docka —bil — skepp
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Det finns 3 par av vinner. Varje par skickar tva SMS, till varandra.
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24 C Charlie
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2 och 3 hamnar annars pa samma sida av kuben. 2 ir inte s bra att
klippa bort eftersom mallen skulle falla sonder da.

Ligger vi skivorna pa varandra, utan att vrida ticker vi 8 rutor. Hur vi
idn vrider kan vi inte fa fler..

2+7=3+6leder till 5imitten, eller 246 =3+ 5 leder till 7imitten.

Oscar har bollarna med 8,7 och 0.

Maria ska ha 90 med tre bollar. Det kan hon fa med 5, 6 och 3 eller med
5,2 och 9. Hector ska ha produkten 72 med 4 bollar. Det kan han fa pa
tvasitt: 4,1 9och 2 eller4,1,6 och 3.

Han kan vilja ett huvud pa 3 sitt, en mellandel pé 3 sitt och en bakdel
pé 3 sitt det ger 3-3-3=27 olika djurbilder.

Han bakade 13 kakor pa lordagen. Charlie hade 26 kakor pa sondag
kvill. 26 ir varken delbart med 3, 4, 5 eller 6, s han maste ha varit den
som hade dubbelt s manga kakor pé sondag kvill som pa lordag kvill.
De andra hade som mest 28 kakor pa sondag kvill och inte mera in en
tredjedel av detta pé lordag kvill, alltsd mindre dn Charlies 13.



Arbeta vidare med Ecolier

Nu ir tivlingsdelen av Kingurun avslutad, men vi hoppas att problemen ska kunna vara underlag for
manga intressanta diskussioner. I samband med genomging passar det bra att lta eleverna resonera
sig fram till losningarna i grupp. Lat alla forst fa mojlighet att 16sa problemen pa egen hand om de inte
hann det i samband med tivlingen.

Diskutera gruppernas losningar i klassen och jaimfor idéer och angreppssiitt. Lat ocksé eleverna fa
granska kamraternas losningar:

—  Harde tagit hinsyn till alla forutsittningar?

—  Arlosningarna tydliga?

—  Arresonemanget korrekt?

—  Fungerar 13sningsmetoden pa andra, liknande problem?

Att analysera och diskutera varandras 1dsningar ir bra, men det kriver forstds att man arbetar langsik-
tigt s att eleverna vinjer sig vid att bade ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta emot kritik. Om
de redan fran borjan far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och upp-
skattad form av arbete med problem.

Att presentera en osning som andra kan folja och som ir korrekt uppbyggd idr nigot som eleverna
maste i tid och majlighet att utveckla med hjilp av lirare. Vilj ndgra av arets problem, arbeta igenom
l6sningarna noga och gor en riktigt genomarbetad redovisning.

Alla problem kan naturligtvis diskuteras utifrin valda losningsmetoder. De flesta problem kan
losas pa olika sitt och det ir alltid bra att jimfora dessa och se pé likheter och skillnader. Det dr ocksa
bra att beskriva losningarna med hjilp av olika uttrycksformer, konkret material, bilder, muntligt eller
skriftligt tal och med symboler. Jimfor de olika formerna och se hur den konkreta representationen
uttrycks i ord och med symboler. Nagra fragor att dterkomma till niir problemet ir 15st:

— Kontrollera att Isningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
— Paminner problemet om nigot annat problem vi lost tidigare?

— Vilka kunskaper hade vi nytta av nir vi loste problemet?

— Vilka nya frigor kan problemet viicka?

— Lirde vi oss nigot nytt av problemet?

G4 ocksa igenom de felaktiga svarsalternativen och resonera om varfor dessa inte ir riktiga. Lat elev-
erna gora forindringar i uppgiften si att de andra alternativen blir riktiga. Utmaningen kan vara att
gora si sma forindringar som mojligt. De felaktiga svarsalternativen kan ocksa anvindas som utgings-
punkt for diskussion om vad som skulle kunna leda fram till dessa svar: "Hur tror ni att den som har
fatt alternativ a som svar har tinkt?”

Matematiskt arbete handlar mycket om resonemang. Elever behover fi resonera kring bade
matematikinnehéllet och strategier for att utveckla sin matematiska kompetens. Lit dem ocksé fa
argumentera for sina losningar och sina val av metoder. I arbetet med alla problem bor formédgorna att
resonera och argumentera vara centrala.

[ samband med diskussion av problemen kommer ett antal termer att aktualiseras. G& igenom dem.
Lt eleverna anvinda och sjilva f& definiera olika begrepp och dterkom till dem i olika sammanhang.
For definitioner hinvisar vi till Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz, 2008).

Hir har vi sorterat férslag under nagra rubriker Tal, Geometri och Problemlosning och logiska resone-
mang, Naturligtvis kan flera av problemen passa under flera rubriker. Ménga problemtyper iterkom-
mer ar frin ar, i olika skepnader och i olika varianter. Vi hinvisar hir till nagra gamla problem som kan
anviindas i samband med arbetet med 4rets, men det finns méinga fler att himta pa Kingurusidan pa
nitet, ncm.gu.se/kanguruy, dir alla tidigare omgéngar ir samlade. Tidigare problem inom omradet geo-
metri finns dessutom samlade i boken Geometri och rumsuppfatining med kinguruproblem. Lis mer
om den pa ncm.gu.se/node/4742.
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Tal

Med utgingspunkt i problem kan vi diskutera egenskaper hos tal. Nagra grundliggande aspekter som
barn i denna alder kan resonera om ir positionssytemet, udda och jimna tal, riknesittens innebord,
tals uppdelning och enklare faktorisering. Dessutom brukar det ofta i Kiingurun finnas problem som
handlar om grundliggande brik. Problemen utmanar ocksd barnen strategiska tinkande och for-
hoppningsvis vicker de frigor om tal. Uppmuntra dirfor eleverna att stilla férdjupande fragor. Hjilp
dem ocksi att se samband bade inom matematiken och mellan matematiken och omvirlden.

19:

20:

24:

Variera de ingdende talen. Sitt ut talet i det sista molnet och arbeta baklinges. Borja med en enk-
lare variant. Diskutera riknesittens relation. Prova att gdra om uppgiften si att de dvriga alterna-
tiven blir riktiga.

E 2007:8

Detta ir grundliggande aritmetik, men ocksd en forberedelse for ekvationslosning. Resonera
gemensamt fram ldsningen. Hur vet vi att det star 6 bakom kvadraten? Vilka losningar kan vi fa
om vi inte vet det dvre sambandet? Diskutera betydelsen av att vi miste hilla reda pa tva uttryck
samtidigt. Hir passar det mycket bra att lita eleverna gora egna exempel, di konstruktionen
kriaver minst lika mycket som lésningen.

Lt ocksa symbolen sta for uttryck, 16— 4, 2.3 etc. D4 blir uppgiften éppnare.
B 2008:2; B 2009:12; B 2010:1

Varfor kommer vi till alla punkter, inte bara till de udda talen? Vad hade hint om vi ocksa hade
haft med O i ringen? Att gora steghopp i talraden ir en aktivitet som bor dterkomma, med varie-
rad steglingd, 6kad svarighet och i de talomraden och med de tal som eleverna arbetar med. Upp-
giften hir skiljer sig frin sidana vanliga talradsaktiviteter, eftersom det inte finns ndgon nolla.

Gor en ring och markera 10 punkter med 0-9. Lat dessa std for entalssiffran i talen. Undersok
hur monstret ser ut fér multiplikationstabellerna, fér tvdans tabell, treans tabell etc. Vad ser man?
Vilken nytta kan man ha av att veta vilka entalssiffror som dyker upp i respektive tabell?

Diskutera olika sitt att betala 7 euro i verkligheten och uttryck med symboler. Undersok syste-
matiskt vilka olika belopp Martina kan betala utan att viixla.

Passa pid att beritta om de nya mynt och sedlar som kommer att inforas under 2015-16,
se www.riksbank.se/sv/Sedlar--mynt/.

Arbeta med att faktorisera tal. Jimfor tal som har manga faktorer, som t ex 24 med tal som bara
kan skrivas som en ginger sig sjilvt, dvs primtal. Gor areor som illustrerar faktoriseringen. Att
kunna se multiplikation bidde som en upprepad addition och som en area ir viktigt for det fort-
satta matematikarbetet.

Diskutera losningsstrategier. Vilka samband kan vi utnyttja? Undersok alla alternativ. Varfor
finns det bara udda tal med bland alternativen?

B2010:10; E2011:16

[ problem 20 far vi anvindning av faktorisering igen. Produkten av alla tal utom O ér1-2 -3-4-5-
6-7-8-9(Vibehover inte berikna den.) Eftersom Oscar far resultatet O vet vi att han har bollen
med 0. Produkten av de tal som Hector fick dr 72 och de som Maria fick ir 90. Pa vilka sitt kan vi
fa 72 och 90? Finns det andra losningar? Skulle 16sningen bli en annan om férdelningen av bollar
var en annan eller inte bestimd? Forsok att konstruera ett liknande problem.

Problem 24 handlar om delbarhet och om sambandet mellan division och multiplikation, om rela-
tionen dubbelt — hilften, tre ginger och en tredjedel etc.

Berikna hur manga kakor de andra barnen hade pa l6rdagskvillen.

E2011:14
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Geometri och rumsuppfattning

Geometri ir ett omrade som limpar sig vil for problemldsning. Att resonera sig fram till [dsningen och
att sedan kunna argumentera for den ir viisentliga delar av problemlosningsformégan.

och flyttaformerna i huvudet. I efterarbetet kan man f6rstés ocksa klippa ut och prova om det behovs.

14:

Uppgiften skulle ocksd kunna placeras under rubriken tal, da ihopkoppling av de tva skenorna
kan ses som en addition. For elever i den hir dldern handlar det nog inda mer om att uppfatta och
forsta bilden. Hur méinga hal i skenan kommer att liggas dver/under den andra skenan? Undersok
girna konkret. Diskutera det generella sambandet att ju storre dverlappning desto kortare skena.
Varfor blir det s4? Nir utnyttjar vi detta i vardagssammanhang? Hitta konkreta exempel som
barnen kan ha erfarenhet av.

Ett liknande problem ir arets Benjamin 11, som handlar om att klistra samman remsor.

Uppgiften handlar om att avgora vad som ir innan-

for och vad som ir utanfor. Vilken strategi anvinde =
eleverna? Firgligg on si framgar det tydligare vad
som ir land och vad som ir hav. %

&l i
%)\ (&

2 ®

Vilka tal finns i kvadraten men inte i cirkeln?
8 Vilka tal finns i cirkeln och kvadraten?
Gor egna liknande uppgifter.

E2004:7, E2009:2

Undersok for andra svarsalternativ vad som ér fel med dem.

Undersok olika foreméil och rita dem fran olika hall. Samtala om hur olika delar ser ut frdn andra
hall och 1at barnen komma fram till hur héger kan bli vinster om man ser pa nigot frin andra
hillet. Utgd sedan fran bilder och 1t eleverna rita motivet frin ett annat hall.

Se Wallby, K. Matematiken i bilden eller bilden i matematiken, Nimnaren 1996:2.

Aven problem 14 handlar om att se nagot fran ett nytt perspektiv. Hir ar hoger och vinster vik-
tiga begrepp. Bilden ir en enkel karta. Anvind kartor éver niromradet och genomfoér promena-
der pa kartan. Lat eleverna beskriva vigen utifran kartan.

Anvind uppgiftens bild och beskriv hur man ska cykla om man vill ha andra slingor.

L4t eleverna formulera egna liknande problem, vilket kriver lika mycket matematikkunskaper
som att [6sa dem.

B2002:13; B2008:18; B2013:3; E2013:7
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16:

11:

17:

18:

21

22:

Finns det olika sitt att ligga trianglarna? Att kunna ticka figurer med mindre figurer ir viktigt
for att utveckla forstaelse for area. Lat eleverna gora egna liknande figurer som de delar in i mindre
delomriden, som tillsammans ticker hela figuren.

Anvind figuren for att berikna arean. Hur stor ir figurens area om triangelns area éir 1? Ge rutorna
olika storlek och jamfor arean. Lt sidan pa en mindre ruta vara 1, 2 och 4. Undersok relationen
mellan areorna.

E2001:3

Aven problem 16 handlar om att ticka/dela upp en area, men hir ir det lite svarare da vi maste
vrida och vinda pa bitarna. Varfor gar det inte att klippa alla former? Det ir ju 5 bitar i alla? Lat
eleverna resonera kring betydelsen av bade bitarnas form och storlek.

Liknande problem har funnits manga ginger tidigare, t ex B2003:5; E2006:11
Hur méanga sidor, horn och kanter har en kub?

Varje horn har en egen kub och varje sida och kant har en egen liten kub, som sitter mitt pa sidan/
kanten: 6 + 8 + 12 = 26, var finns den 27:¢ lilla kuben? Hur minga osynliga kuber finns det i en kub
med sidan 4? Med sidan 5?

Aven detta ir en mycket vanlig problemtyp i Kingurun, nagra ex: E2002:15; E2003:11; E2006:2;
E2007:11; E 2007:15; B2013:2

Att vika och vika ut en tredimensionell form ir en utmaning fér manga. Undersik kuben konkret
och se hur de olika sidorna forhaller sig till varandra. Hur skulle den firdiga kuben se ut om nigon
annan sida togs bort?

Hur ser en utvikt vanlig tirning ut, om tirningen ir korrekt prickad (motstdende sidor har till-
sammans sju prickar)?

Tidigare problem E2003:12; E2004:12; E2005:13; B2006:6

Lat eleverna beskriva vilka rutor som &r svart och vilka som inte ir svarta. Be dem beritta hur de
loser uppgiften.

Resonera tillsammans: Hur ménga rutor totalt ir morka? Varfor ricker inte de 11 morka rutorna,
det dr ju bara 9 rutor som ska tickas?

Ett sitt att resonera: Skiva 2 och skiva 3 har bida en rak och en diagonal vit rad. Nir vi ligger dem
ovanpd varandra fir vi, om vi inte vrider nigon skiva eller vrider ett halvt varv, en rak vit rad. Om
vivrider den ena skivan ett kvarts varv fir vi en diagonal vit rad kvar. Ark 1 har varken en rak eller
en diagonal svart rad, s& den kan inte ticka den vita raden. Minst en vit ruta maste bli kvar.

Hur méanga rutor kan som mest tickas om vi anvinder tvé av skivorna? Gar det att ticka alla rutor
om vi indrar en ruta pa en skiva?

B2004:4; E2009:6

Samtala om de olika alternativen, varfoér stimmer de inte? Uppgiften har samband med proble-
met att rita ett klassiskt kuvert med ett streck, utan att lyfta pennan.

Se ocksa B2010:8 och 18.

Konstruera kvadraterna pa geobridet. De tre "raka” kvadraterna hittar nog de flesta. Kanske
ocksa den kvadrat som har sidan "ett snett hopp”. Médnga tror att denna kvadrat, som allts star pa
sin spets inte lingre ir en kvadrat utan bara en romb (det ir en romb ocksa).

Den kvadrat som troligen ir svarast att hitta har sidan ”diagonalen i en 2 x 1-rektangel”.
Diskutera varfor dessa snedstiillda kvadrater fortfarande dr kvadrater.

Hur stor area har de olika kvadraterna?
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Logiska resonemang och problemlosningsstrategier

Textproblem uppfattas av minga som svéra, speciellt om det dr mycket information att hantera. Elev-
erna behover f4 undervisning om hur de ska angripa den typen av uppgifter. Arbeta dirfér gemensamt
med texterna. G4 igenom tillsammans och uppmuntra eleverna att sitta sig in i problemet, exempel-
vis med hjilp av stddjande fragor. Hjilp eleverna att strukturera informationen i texten.

Att forsta vad problemet handlar om ir en forutsittning for att kunna 16sa det. Men att forsta vad

det handlar om och vad som efterfrigas ir inte detsamma som att "veta vad man ska gora”. Problem-
l6sning handlar om att komma fran att forstd situationen till att komma pa hur man ska komma fram
till svaret pa den formulerade fragan. Det dr denna process, som bestar av flera steg och ofta innebir
béde misslyckade och lyckade insatser, som ir central i undervisning om problemlosning. I denna pro-
cess dr resonemang en viktig del.

10:

15:

12:

13:

Berikningen i problemet ir ingen svarighet for elever i denna alder, diremot kan strukturen i
problemet upplevas som komplicerad. Anvind uppgiften for att diskutera hur man kan angripa
sddana problem. Variera antalet dpplen och bananer.

Det finnsi alla tidigare omgingar mingder av problem som kan anviindas for att utveckla elever-
nas formaga att bearbeta information.

Aven i problem 15 maste man g igenom informationen mycket noga. Alternativet 3 finns inte,
men vad skulle det ha varit svar pa? Hir maste vi rikna med att ett par skickar tvd SMS, dvs ett i
vardera riktningen. Jimfor detta med "handskakningsproblem”. Lit nyckelpigorna “skaka hand
med varandra” om de ir vinner. Vilka likheter och skillnader ir det i dessa tva olika situationer?

For ménga ir det svart att arbeta med ett okint antal, i det hir fallet 3 fler in ndgot som vi inte vet.
Undersok systematiskt:

Om Milan varit forst: xxxM (4 dkare)
Om han varit tvia: xxxxMx (6 dkare)
Om han varit trea XxXXxXMxx (8 dkare)

Andra antalet och gor motsvarande. Om det dr dubbelt si manga bakom som framfor, vilka maj-
ligheter finns det da? Andra forutsittningen med att det dr 10 dkare, hur forindras problemet da?

E2002:17

Hir passar det med systematiskt ordnande. Uppgiften har en begrinsning, skeppet och dockan
maste std bredvid bilen, si kombinationsméjligheterna blir inte si minga. Hur méanga sitt finns
det om vi slipper den begrinsningen?

E2012:15
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23: Detta ir ett klassiskt kombinatorikproblem, utan begrinsningar. Fér den som kan ir det alltsd en
rutinuppgift 3- 33 = 27. Men varfor?

Lét eleverna undersoka systematiskt. Gor bide tabeller och triddiagram dir strukturen framtri-

der:
Gris=G, Haj=H, Noshorning=N
Ordning: Huvud — kropp — bak

G-G-G
G-G-H
G-G-N
G-H-G
G-H-H
G-H-N
G-N-G
G-N-H
G-N-N

For hajhuvud och noshérningshuvud far vi ocksi nio méjligheter.
Med triddiagram
Vi viljer huvud — kan goras pa tre sitt, sen kropp, ocksa pa tre sitt och direfter bak pa tre sitt:

AN

Detta problem kan varieras pd méanga sitt. Lat eleverna undersoka, kombinera och dokumentera
sina kombinationer.

E2007:6
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Ndmnaren. I varje nummer finns Problemavdelningen och Kingurusidan. Lis ocksé tidigare artiklar

kring problemldsning. Nimnarenartiklar publicerade 1990-2009 finns fritt tillgingliga som pdf-
dokument pa Nimnaren pa nitet, namnaren.ncm.gu.se. Du finner dem via artikeldatabasen. Under
ArkivN finns alla publicerade Uppslag och Problemavdelningar samlade. Nimnaren p4 niitet pre-

senterar varje manad nya problem under rubriken Mdnadens problem.

Strivorna finns pa ncm.gu.se/stravorna. Dir finns aktiviteter, problem och artiklar samlade och
ordnade efter kursplanens beskrivning av matematikimnets syfte och mal.

Matematiklyftets lirportal matematiklyftet.skolverket.se. Pa lirportalen finns moduler om problem-
16sning for alla stadier. Dessa ingdr i Matematiklyftet men finns fritt tillgingliga for alla. Modu-
lerna innehaller teoritexter, underlag for lirares gemensamma fortbildning samt problem for elev-
erna. Om ni inte har och inte planerar att lisa problemlésningsmodulen inom Matematiklyftet,
finns den alltsd inda tillginglig. P4 lirportalen finns ocksa andra moduler dir problemldsning
ingir.
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