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Svar och l6sningar A
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3 C:loch3

2 E

4 C:David

5 B:2

6 C:12.10

Linjerna pa de plattorna gar inte diagonalt.

Bada djuren kommer ut, men vigarna méts inte.

Flytta myntet pa toppen och myntet som ligger
i mitten i bottenraden triangeln.

7 C

69

/2

Resonera om varfor de andra inte stimmer, for att
uppmirksamma eleverna pa hur talen ir ordnade.

8 E:Mira, Fredrik, Julia, Viktor

9 D:54

10B:2

11B:2,4,6,8

12A:99

13B: 14

Han har nu skor pé 86 fotter. 16 par ricker till 32 fotter.

|el

Flytta kloss 1 it viinster och kloss 2 uppat:

N—=>

1 nedre raden ir summan av de forsta tio talen 10-10 =100 storre in
summan i ovre raden. Sista talet maste alltsa vara 100 mindre in sista
talet i den dvre raden for att summorna ska vara lika.

Gor eleverna uppmirksamma pa att det dr enklare att se pa detta in
att addera talen och rikna ut skillnaden.

For att nd vaning 8 har Martin gitt 6 vaningar. Alltsd bor han pa vaning
2 och Klara pa vaning 14. Eller, fran vining 8 ir det ytterligare
6 vaningar kvar.
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14 E: 30 Byt stegvis ut 10 bilar mot 6 bussar: 40 bilar + 6 bussar = 46 fordon -—‘
30 bilar + 12 bussar = 42 fordon.
Kontrollera att det gir pa fem turer, eller, att talet 42 kan delas upp i fem
termer som ska vara 10 och 6 (eller 5 och 3, dvs de antal vi kan rikna
med. Delar av bilar och bussar ir inte tinkbart). 10410+ 10+ 6 + 6 =42.

15C:3 For tva ar sen var Tore 11 ar och Tommy alltsd 4 dr. Nu ir Tommy 6 ar
och om 3 arir han 9.

16 D: sekunder pa en vecka
Uppmirksamma eleverna pa att de inte behover utféra berikningen.

17 D: Berlin Arbeta stegvis och uteslut. Andreas kommer inte fran Berlin, Paris eller
Rom. Han maste komma frin Dubrovnik. Robert kommer inte fran
Berlin eller Paris och inte heller inte frin Dubrovnik. Han kommer
frdn Rom. Marko kommer inte fran Paris, Rom eller Dubrovnik.
Han ir alltsa fran Berlin.
Problemet kan hanteras i en tabell med stider it ett hill och
pojkarnas namn t ett. Markera vad ni har kommit fram till.

Paris Dubrovnik | Rom Berlin
Andreas | nej ja nej nej
Stefan
Robert nej nej ja nej
Marko nej nej nej ja

Har man "ja” i en position s maste dvriga i samma rad samt dvriga i
samma kolumn vara "nej”. Har man tre "nej” i en rad eller en kolumn

RSN

s maste den fjirde vara en "ja”.

18B: 6 Alla vita eller alla gr3, 2 sitt. Tre grd och en vit eller tre vita och en gr3,
2 sitt. Tva vita och tvé gri, samma firg diagonalt eller samma firg intill
varandra, 2 sitt.
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Arbeta vidare med Ecolier 2010

Nu ir tivlingsdelen av Kingurun avslutad, men vi hoppas att problemen ska kunna vara underlag for
manga intressanta diskussioner. I samband med genomging passar det bra att lita eleverna resonera
sig fram till [osningarna i grupp. Lat alla forst fa mojlighet att 1osa problemen pa egen hand om de inte
hann det i samband med tivlingen.

Vi ger hir forst nagra forslag till arbete med problemen generellt och direfter nagra forslag utifran
problemets innehall.

— Diskutera gruppernas losningar i klassen och jamfor idéer och angreppssitt. Lat ocksa eleverna
fa granska kamraternas 1osningar: Har de tagit hansyn till alla forutsittningar? Ar de tydliga?
Ar resonemanget korrekt? Fungerar losningsmetoden pé andra, liknande problem?

Att analysera och diskutera varandras 16sningar ir bra, men det kriver forstas att man arbetar lang-
siktigt si att eleverna viinjer sig vid att bade ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta emot kritik.
Om de redan frin borjan far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och
uppskattad form av arbete med problem.

— Diskutera vilken information i problemet som ir nédvindig och vad som kan indras utan att
problemet forindras.

— I samband med diskussion av problemen kommer ett antal termer att aktualiseras. Gi igenom
dem. Lit eleverna anvinda och sjilva fa definiera olika begrepp och aterkom till dem i olika sam-
manhang. Négra exempel fran drets Ecolier: diagonal, kvadrat, triangel, cirkel, symmetrisk, symme-
trilinje, spegling, rotation, rad och kolumn, summa, multiplikation. For definitioner hinvisar vi till
Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz, 2008)

— Nigra fragor att dterkomma till nir problemet ir lost:
Kontrollera att Isningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
Paminner problemet om nigot annat problem vi 16st tidigare?
Vilka kunskaper hade vi nytta av niir vi loste problemet?
Vilka nya fragor kan problemet vicka?
Lirde vi oss ndgot nytt av problemet?

— Ga ocksa igenom de felaktiga svarsalternativen och resonera om varfor dessa inte ir riktiga.
Lét eleverna gora férindringar i uppgiften sd att de andra alternativen blir riktiga. Utmaningen
kan vara att gora si sma forindringar som mojligt.

— Auvsluta med att lata eleverna konstruera egna liknande problem. Det ir ett sitt att se om de har
forstatt det som varit centralt i problemet.

Rumsuppfattning och geometri

Som vanligt handlar flera problem om geometri. Det ir naturligtvis allra littast att ldsa dem konkret,
men syftet med problemen ir inte att hitta det korrekta svaret i forsta hand. Det konkreta arbetet
ska hjilpa eleverna att fa forstaelse. Dirfor dr det ocksa viktigt att samtala om det konkreta arbetet
och lyfta fram de samband som ska illustreras. Under tivlingen har eleverna lést problemen utan
hjilpmedel. I efterarbetet kan eleverna jimféra hur de tinkt, dvs deras forestillning, med en konkret
representation. Att tolka en tredimensionell bild exempelvis ir inte litt och mdnga maste fi manga
mojligheter att jimfora bild och verklighet for att utveckla den forméagan.
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I nigra problem ir det formagan att forestilla sig och vrida vinda och flytta figurer i huvudet som
utmanas.

1 I problem 1 méiste man kunna se att plattan kan vridas at olika héll och att den malade diago-
nalen da ocksd vrids. I samband med arbetet passar det att arbeta med begreppet diagonal.
Undersok diagonaler i olika manghdrningar. Hur manga finns det i trianglar, fyrhorningar, fem-
horningar, .2 Diskutera varfor det inte kan finnas ndgon diagonal i en triangel. Undersok fyrhor-
ningar av olika slag. I vilka av dem delar diagonalerna figuren symmetriskt. Vad far det for foljd for
storleken pa delarna? Undersok storleken konkret genom att vika och klippa. Resonera ocksa om
varfor tva bitar ir lika stora.

Lit eleverna ligga storre och andra monster med plattorna och rita av dem.

2 Problem 2 handlar om att kunna forestillasig hur vigarna gir under den svarta markeringen. Under-
sok vilka konsekvenser de andra alternativen far, tex att katten ir instingd och musen kommer 4t
mijolken (alternativ A). En elev kan med ord beskriva vilken situation han vill uppna. Kamraten far
avgora vilken bild som ska anviindas.

Undersok var pa bilden de olika utsnitten finns. D4 behdver man ocksd kunna vrida bilden.
Lat eleverna forst fa forsoka att gora det i huvudet och kontrollera sen eventuellt med utklippta
bitar. Ar det nigot av alternativen som inte finns pa bilden?

Jimfor bitarna med gatukorsningar i elevernas nirmiljo, utanfor skolan tex.

Lt elever konstruera olika banor med bitarna. Kan de bygga en rundbana, som léparbanan pé en
idrottsplan? Gor andra skisser pa banor och 1t eleverna bygga dessa. Variera bitarna och hitta pa
egna kartor.

5 Aven problem 5 handlar om en mental operation. Aven om man utfér problemet konkret maste
man ha en idé om hur mynten ska flyttas. Vilka andra figurer kan man skapa med de sex mynten?
Forsok att gora en parallellogram. Ligg till ett antal mynt och skapa olika kinda former. Diskutera
hur antalet mynt paverkar vilka former som ir majliga att skapa.

Problem 5 kan losas med flyttning av 2 mynt pa "andra sitt” in det som foreslas i 1dsningarna, dvs
andra mynt kan flyttas. Jimfor dessa losningar. Undersok symmetrier i figuren.

3 Symmetri behandlas ocksa i problem 3. Resonera om varfor linjerna 2 och 4 inte ir symmetrilinjer.
Lit eleverna ersitta kiingururna med andra figurer sd att iven dessa linjer skulle ha varit symmetri-
linjer.

Undersok symmetrier i verkligheten, i naturen och pé byggnader och i olika geometriska figurer.

10 Probleml0 kiinner kanske minga igen fran spel de spelat pé fritiden. Lit eleverna beritta om hur de
l6ser dessa och vilka utmaningar de finner i dem.

Lit dem beskriva losningen pa problem 10 med ord, utan att numrera eller mirka klossarna.

Eleverna kan sikert konstruera liknande pussel till varandra, kanske av olika storlek. En uppgift
kan vara att konstruera ett pussel dir man inte kan ligga in nigon ytterligare bit, fastin det finns
tillrickligt med tomma positioner.

Detta problem férekommer i olika varianter i flera tivlingsklasser i ar: I alla handlar det om hur vi ska
fa rum med ytterligare en likadan kloss:
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Hur ska klossarna flyttas?

11 Aven problem 11 handlar om att i huvudet utféra en operation pa en form. I det hir fallet att klippa
upp en kvadrat. For méinga elever kanske tolkningen av bilden ir det stora problemet. Gor dérfor
ett konkret exempel och jaimfor bild med verklighet. Identifiera de vikta sidorna och 1t eleverna
visa pa den konkreta modellen vilka bitar som ir vita pa bilden. Diskutera hur man vet att det ir
undersidan och hur man ska tolka bildens upp- och nedvikningar.

4 Problem 4 handlar om mitningens princip. Ordna barnens fétter i storleksordning. Vilken lingd
har sandlddan? Diskutera mellan vilka matt den troligen ligger. Hur langa ir respektive barns
fotter?

Diskutera olika lingdenheter och betydelsen av att vi har ett standardiserat mattsystem. Gor elev-
erna uppmirksamma pd att en liten mattenhet ger ett storre mitetal, att den som behover flest steg
for en striicka har kortast steg (eller fotter, beroende pa hur man miter).

Ta giirna fram en stegmiitare och visa att man pa sidana maste mata in sin egen steglingd for att
man ska kunna mita den avlagda strickan. Om man ldnar en annans mitare och sjilv tar lingre
steg, har man da gatt lingre eller kortare stricka in den som miitaren anger?

Tal

Manga problem som férkommer i Kingurun handlar om heltalen. Elevernas formaga att riikna borjar
med de positiva heltalen och dir byggs den grundliggande talforstaelsen upp. Det ir viktigt att elev-
erna har sikerhet i de positiva heltalens egenskaper och berikningar med dem, innan nya talomra-
den infors. Resonera med eleverna om de positiva heltalen. Lit dem fundera pa "Vilket iir det storsta
talet?” och motivera sina svar. Anvind en tallinje som stéd. Behandla de olika riknesittens innebord,
girnaisamband med problem 16, dir berikningen inte efterfragas. I samband med multiplikation kan
begrepp som faktor, multipel av, delbarhet, primtal, primtalsfaktorisering behandlas.

7 I problem 7 finns en del av en tabell éver alla tal frin 1 till 100. Lit eleverna gora en likadan tabell
dir alla heltalen fran 1till 100 syns. Ta giirna kopior av deras tabell s de kan rita och markera i den
flera ginger. Den hir tabellen kan vara utgingspunkt for arbetet under ménga lektioner.

— Hur manga rader och kolumner far den? Vilket samband finns mellan talen i en kolumn? Hur
kan vi beskriva sambandet med ord, med aritmetiskt uttryck (tex 1+1-5,1+2-5,1+3"5,..), med
ett generellt uttryck? Generella uttryck kan inledningsvis skrivas med ord, sé att eleverna bygger
upp sin forstaelse for att symboluttrycken ir forenklingar av uttryckssitt. Hir har vi ett exempel pa
en aritmetisk talfoljd, differensen mellan tva pa varandra foljande tal ir konstant. Beskriv samban-
den mellan talen i en rad i tabellen pé liknande sitt. Vilken dr summan av talen i forsta raden? Lat
eleverna fundera pa hur de kan berikna summan av talen i de 6vriga raderna genom att anvinda
sambandet mellan talen i en kolumn.

— Vilken dr summan av alla talen i tabellen, dvs vad ir 1+ 2 + 3+ ...+ 100? Resonera om olika siitt att
berikna denna summa. Ett sitt att se hur denna och liknande summor kan beriknas ir att borja
med firre termer och illustrera det med en bild. Lit eleverna berikna1,1+2,14+2+3,1+2+3+4,
osv. Dessa summor kallas triangeltal eftersom talen kan stillas upp som en triangel.
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—Betrakta forst kolumnen lingst till hoger. Vad kan eleverna siga om de talen? Lit eleverna bekanta

sig med uttrycken delbar med 5 och multipel av 5. Hur ir det med talen i de dvriga kolumnerna?

Utga frin det forsta talet i kolumnen (1, 2, 3 eller 4) och resonera om vilka tal som ir delbara med
eller multiplar av det talet. Varfor blir det varje, vartannat, vart tredje respektive vart fjirde tal?

— Kan man gora en tabell med ett annat antal kolumner? Vilka samband finns mellan antal kolum-
ner och rader om tabellens alla rutor méste vara ifyllda? Resonera kring frigorna under punkt 1 och
2, dvs se pi sambanden mellan talen i raderna och kolumnerna och undersok delbarhet.

— Arbeta med en hundraruta, dvs en tabell med talen 1 till 100. Lit eleverna forst stryka dver alla
tal som dr delbara med 2, férutom talet 2. Resonera gemensamt fram till en definition av udda och
jaimna tal: ett tal som ir delbart med 2 dr jamnt och de som inte ir delbara med 2 ir udda. Vad ir
gemensamt for alla tal som finns kvar i rutan, forutom 2? Fortsitt nu med att stryka alla tal som dr
delbara med 3, férutom talet 3. Fortsitt sen med de resterande udda talen, men stryk inte det forsta.
Beritta for eleverna att de tal som finns kvar kallas primtal och att de har en gemensam egenskap.
L4t eleverna formulera med ord vad som utmirker ett primtal. Tala om for dem att talet 1inte dr ett
primtal.

— Lit eleverna sen arbeta med de tal som inte dr primtal och skriva dem som produkter av primtal,
primtalsfaktorisering. Borja med taleni tvians tabell, 4=2-2,6=3-2,8=4-2=2-2-2 osv.

— Om eleverna ir relativt sikra pa multiplikation kan man ocksa gora ovanstiende pa omvint sitt.
L4t eleverna undersoka talen 1-100 och skriva dem som produkter pa si manga sitt som mdoijligt.
D4 visar det sig att vissa tal endast kan skrivas som en produkt, nimligen talet sjilv - 1. Vilka tal har
manga olika produkter, vilka har fa? Lat eleverna undersoka produkterna och se efter olika sam-
band. Hir finns det mycket att uppticka, t ex att talet 12 har manga delare, 2, 3, 4 och 6. Detta ir
troligen en forklaring till att 12 varit bas i olika mattsystem och fortfarande ir det, tex nir vi riknar

tid.

12 I det fortsatta arbetet kan man gi vidare med problem 12.
— Hur méanga rader och kolumner bestar den tabellen av?
— Vilket samband finns det mellan de tva elementen i en kolumn?
— Vilken summa har en rad?
— Skriv upp den tredje raden om samma samband giller.
— Vilken blir sista talet i den raden.
Jimfor dven med ett liknande problem, Junior 3 i drets tivlingsomging. Andra limpliga problem
att ta upp fran drets dvriga tivlingsklasser kan vara Benjamin 12, Benjamin 19, GyCadet 8.

9 Iproblem 9 har tusenfotingen Ingemar 100 fotter. Lt eleverna gora en skiss dver Ingemar och hans
fotter. Hur ménga par fotter har Ingemar? Hur manga par skor hade han innan han handlade och
hur ménga ytterligare par skor behdver Ingemar kopa for att alla fotterna ska ha skor? Lit Ingemar
ha 1000 fétter och be eleverna konstruera liknande problem at varandra.

13 Lat eleverna rita hoghuset i problem 13. Vilken vining skulle Martin ha hunnit till om de andra
svarsalternativen var korrekta? Vilken vaning bor Martin respektive Klara pd om Martin har hunnit
en tredjedels vig eller en fjirdedels viig nir han var pd vaning 8. Lit eleverna konstruera liknande
problem at varandra. Jimf{or dven Benjamin 3.

14 T problem 14 handlar det om att kombinera tal och att se pa relationen mellan antalet bilar och
antalet bussar. Problemet begrinsas av det handlar om féremél i verkligheten, vi kan bara han-
tera positiva heltal. Lat eleverna undersika vilka méjliga antal fordon som kan forslas pd 1, 2, 3, etc
fullastade turer. Hur manga bilar kan dka med om vi har lastat pd en buss?

Gor tex en tabell 6ver de olika mojligheterna for firjeturerna , antal bilar och antal bussar
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Antal bilar | Antal bussar | Antal bilar | Antal bussar | Antal bilar | Antal bussar

Farjetur 1

Farjetur 2

Farjetur 3

Farjetur 4

Farjetur 5

Forindra relationen till att firjan kan ta 10 bilar eller 5 bussar. Hur férindras problemet? Detta
problem illustrerar det som kallas diofantiska ekvationer, och gir att 16sa med hjilp av ekvation.

Problemldsningsstrategier
[ ndgra problem ir det frimst en generell problemldsningsforméga som efterfragas. Att tolka proble-
met, plocka ut visentlig information, finna en passande metod och bedéma resultatet.

S8och17

Problem 8 och 17 handlar bida om att halla reda pd information och systematisera. I manga fall ir
det bra att rita nigon form av bild. Uppmuntra eleverna att férenkla sina bilder och bara ta med det
som ir visentligt. For en del elever ir dessa problem svira pga att de ir textrika. De behover hjilp
med hur texten ska angripas. Arbeta gemensamt med problemet, gi igenom ord och uttryck och
se till att alla forstar vad som stir. G sedan igenom texten steg for steg och diskutera vilken infor-
mation som ir av betydelse och hur den ir relaterad till tidigare information. Jimfor olika sitt att
bokfora och halla ordning,

Om eleverna far hjilp att utveckla en metod att angripa textproblem kan det hjilpa dem att viga for-
soka och inte direkt hoppa dver uppgifter med mycket text. Vir erfarenhet ir inda att 16sningsfrek-
vensen pa dessa problem ir relativt hog, prova dirfor girna problem som varit i andra tivlingsklasser,

bla Benjamin 3 och 10, 2009; Ecolier 3,13 och Benjamin 19, 2009. Arbeta ocksd med de andra tivlings-
klasserna 2010, tex Benjamin 21.

18 I problemI8 handlar det om att finna alla sitt och ocksa att veta att alla sitt dr funna. Dirfor maste
det behandlas systematiskt. Underssk motsvarande problem med tva rutor och tre rutor. Jimfor
med Benjamin 13, 2010, som iir ett liknande problem med 5 rutor, fast rutorna dir ir kronblad pa en
blomma. P4 vilket siitt forindras problemet om vi betraktar de fyra kvadraterna i problemexemplet
som olika?

Detta iir ett kombinatoriskt problem. Exempel pa problem inom detta omrade iir:
Hilsa pa varandra: Hur manga handskakningar blir det om alla hilsar pa alla vid en fest?
Kopa glass: Hur ménga olika glassar kan man kombinera med fyra smaker om man far ta tvd kulor?

Mossor och halsdukar (Milou 4, 2010). P hur manga olika sitt kan man kli sig i mossa och halsduk
om man har tvd mossor och tva halsdukar? Det kan forstas varieras med byxor och troja, skor och
strumpor etc.

Kopa pizza (Benjamin 17, 2010). Hur manga olika pizzor kan man f4 om det finns fyra olika tillbe-
hor om man kan vilja ett eller tvd, och om pizzorna finns i tre olika storlekar?

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 5



Kangurutavlingen 2010 — Ecolier “O
AN
Gor flera exempel pi kombinatoriska problem och 1it eleverna uppticka vad som ir gemensamt.

Borja med fa mojligheter, ett litet antal gister pa festen etc. Gor det konkret, illustrera pa olika sitt

och gor en tabell. Oka sedan antalet och jimfor. Om det ir ett litet antal objekt kan man finna en

16sning genom ett systematiskt tillvigagingssitt. Blir antalet for stort méste man finna en mer generell

metod. Att utveckla forstaelse for dessa metoder sé att de kan anvindas som verktyg vid liknande
fragestillningar dr det langsiktiga malet. For att nd dit behover eleverna manga exempel dir de kan losa
problemet konkret och ha dverblick dver alla mojligheter. Utifran sidana erfarenheter kan de senare

generalisera.
[ Strivorna 4E finns aktiviteterna Bondgdrden och Nallarna.
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Ndmnaren. I varje nummer finns Problemavdelningen och Kingurusidan. Lis ocksa tidigare artik-
lar kring problemlosning. Nimnarenartiklar publicerade 19902007 finns fritt tillgingliga som
pdf-dokument pa Nimnaren pa nitet, namnaren.ncm.gu.se. Du finner dem via artikeldatabasen.
Under ArkivN finns alla publicerade Uppslag och Problemavdelningar samlade. Nimnaren pa
nitet presenterar varje manad nya problem under rubriken Mdnadens problem.

Strivorna finns pa ncm.gu.se/stravorna. Dir finns aktiviteter, problem och artiklar samlade och
ordnade efter kursplanens mal.
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