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Kangurun — Matematikens Hopp
Student 2009

Svar och l6sningar

1. E

2:A

100

Antal bla fiskar: 1% av 200 ir 2.

Antal gula fiskar 4r 200-2=198.

For att ha 2% bla fiskar maste antalet gula vara 98. Alltsd maste man avligsna 100 gula

fiskar.

V21

Genom att veta ungefir vad kvadratroten ur de forsta naturliga talen dr, kan man inse
att v/2 — /1 storst. For att bevisa det algebraiskt kan féljande metod fungera:
Forling uttrycken sé att konjugatregeln kan tillimpas. Da fas féljande tal

1 1 1 1 1
V2+ VT VB4 V2 VA+ V3 Vi 4+ VA VE+ V5

FEftersom summan i nimnaren blir storre och storre s blir kvoterna mindre och
mindre, alltsa dr v/2 — /1 storst.
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3:B

4:D

5:C

6:D

7:D

8D

9. E

10:B

1 2

n’+n=n(n+1)ir en produkt av tva pa varandra foljande tal vilket ir jimnt. Det enda
jamna primtalet dr 2 och det fas da n ir 1, dvs det finns 1 sddant heltal.

18072
2008 nior f6ljs av siffran 2. Summan av dessa nior ir 2008-9 =18072.

17

Kalla de tre 6vriga talen for a, b och ¢ (med ¢ mittemot hornet markerat med 1). Da giller
1+5+a=1+a+b=5+a+c=1+5+b=a+b+c=5+b+c

Forsta likheten ger b=5. Sista likheten ger a=5. Andra likheten ger ¢=1. Summan av
de fem talen dr 17.

Alternativt, symmetriskil ger att horntalen ir 1,5, 5,5, 1.

7

Liz har nio strumpor varav tre trasiga. Det simsta alternativet ir att Liz har en trasig
socka i varje firg och att hon har plockat upp sex sockor, en trasig och en hel i varje
firg. Den sjunde sockan ger da garanterat ett helt par.

CellerD
[ 6versta raden anvinds A och B, i andra raden C och D, i tredje raden B och A. I fjirde
raden C och D och det dr mojligt att den skuggade rutan har nigon av dessa.

13

Konstruktionen ger att A APQ ir kongruent med A ABC, ABRS ir kongruent med
ABAC och att ACUT ir kongruent med A CAB. Dra genom A en linje parallell med
CB, genom B en linje parallell med CA och genom C en linje parallell med AB. Det
uppkommer da 9 trianglar som alla ir kongruenta med A ABC. Hela hexagonen bestar
av 13 trianglar vardera med area 1.

(1- 3y
Radien i den stora cirkeln 4r 1. Diagonalen i kvadraten 4r /2. Radien i den lilla cirkeln
arr. Daar 14+ 7++/2r=+/2. Forenkling ger att r=(1-+/2)2.

1001

Still kingururna i en lang rad, da star det forst 8 morka och sedan en ljus, en mork, en
ljus, osv. Den sista i raden ir en ljus kiinguru. Det ger att antalet ljusa kingurur dr 1001.
Den kinguru som har nr 1001 bland de ljusa har nr 2009 bland bidde morka och ljusa.
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1I: B

213 D K {‘ \

Kalla de évriga tvd hornen for C respektive D och
punkterna dir bollen triffar kanterna for J K, och L.
Da ir A ABJ likformig med AKCJ i forhallande 2:1
(K mittpunkt pa CD). L J
Det ger att BJ dr 2 och JCir 2.

Pythagoras sats ger att AJ dr @ och JK ir @

Den sammanlagda lingden ir 24/13.

A B

12:B 9

Borja exempelvis med det dversta skiktet och placera ut tre svarta kuber s att de
blockerar samtliga rader i bada riktningarna. Vilj i nista skikt tre kuber som blockerar
riktningar som inte ir blockerade, samma for det tredje skiktet, det ger totalt 9 kuber.
[ figuren till hoger representerar l:orna det dversta skiktet,
2:orna andra skiktet osv. 1 213

31112
21311

1I3:D 13

Anta att den mannen som stér forst ir sanningssigare, da ir den andra lognare, vilket
ger en motsigelse. Alltsa ir den férsta mannen en 1ognare. D4 ir den andra mannen en
sanningssigare, nista en lognare osv. Det ger 13 [ognare i kon.

14: C 64

15: B

Vi kan dela upp det i tvé fall, forsta siffran dr en tvaa eller ir inte en tvaa.

1) Om forsta siffran ir tva, sd dr dven siffran pa plats 3,5,7 och 9 en tvaa.
P4 de andra fem platserna har vi tvd mojligheter, nimligen 1 eller 3,
multiplikationsprincipen ger 2°=32 tal.

2) Om forsta siffran inte dr tva, si forekommer den pa plats 2, 4, 6, 8 och 10.
P4 de andra fem platserna har vi tvd mojligheter, nimligen 1 eller 3,
multiplikationsprincipen ger 2°=32 tal.

Sammanlagt finns 64 tal som uppfyller villkoret.

6+
Cirkelns periferi delar varje triangelsida i tre lika stora delar, vardera med lingd 1. Varje
cirkelbage motsvarar vinkeln 60°. Det ger den sammanlagda omkretsen 6 + 7.

16:B g(x—2)=-f(x)

Graf g ir forst en forskjutning av graf f tva steg t viinster och direfter en spegling i

x-axeln, det g(x —2) = -f(x).
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17:D 25

Vi soker det minsta mojliga antal som loste alla fyra problemen. Vi askidliggor grafiskt
for varje problem antalet elever som har lost det korrekt respektive fel. For att fa

minsta antal maste de som loser nistkommande problem fel finnas bland dem som har
lost de foregdende problemen korrekt. De elever som har l6st problemet fel finns i den

grda rutan.
P 90 10
P2 15 75 10
P3| 15 20 55 | 10 |
pal 15 20 30 25 10 |

Minsta mojliga antal fas nir de gria rutorna inte innehaller nigra gemensamma elever,

alltsa 25.

18: D 55

Beteckna talen i de tomma rutorna som figuren visar.

Da giller foljande:

ate=c+47 a|b|c

a+d=63+g

Ledvis addition ger d| e |47

2a+e+d=110+c+g

Menc+g=d+e f |63 ¢

2a=110

a=>55

19: D 4 min 48 sek
P4 8 min har A sprungit § varv. D maste B ha sprungit 2 varv pa samma tid. Det ger att
Lvarv tar 2! min = 4 min 48 sek for B.

20:E5
Om tva heltal har samma slutsiffra har dven talens kvadrater denna slutsiffra. Betrakta
slutsiffran i de 10 forsta kvadrattalen, det ger 1-4+9-6+5-6+9-4+1-0=5. Vi har
201 siddana sekvenser, varannan med slutsiffran 5, varannan med slutsiffran -5. Alltsa
har hela summan slutsiffran 5.
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21:B 9 -“ \
L4t minsta antal problem som behovs vara n. D4 kan vi fa foljande losningsstatistik,
dir varje par anger antal mojliga kombinationer av ritt l6sta och felaktigt 16sta
uppgifter:
(n+,0-) 1 tivlande
(n-1)+0-),(n-1)+1-) 2 tivlande
(n-2)+,0-),(n-2)+,1-),(n-2)+2-) 3 tivlande

(1+,0-),(1+,1-), .. (I1+,(n-1)-) n tivlande
(0+,0-),(0+1-),..,(0+,(n-1)-),(O+n-) n+1tivlande
Totalt deltog 55 elever. Det ger 1+ 2 +...+(n+1)=55

(n+2)(n+1)
2

=55 = n+2)(n+1)=110=11-10=n=9

22: A8 +2v/2
Eftersom JN ir en bisektris si ir Z MIN = ZKJN = 45°. Markera punkten P pa sidan
JK sd att ZJPN ir rit. D4 ir triangeln JPN likbent. Lit JP = PN = x. Beteckna punkten
dir den streckade linjen fran N skir KL med Q och punkten dir den streckade linjen
frén N skir ML med R. D4 ir triangeln MNR likformig med triangel NKQ. Det ger

gz ! = 92V2 Dair LM=2v2 4+ 8
€T

23:C33
Borja med att rikna modulus 3, da farvil, -1,0,1,-1,0,.., 1,-1,0, dvs, 33st "1”, 33 st
”-1” och 33st "0”. Pastaende (3) ger att alla tal delbara med 3, dvs 33 st "0” méste vara i
varsin grupp. Det ger 33 grupper. Ligg i 31 av grupperna en ”1” och i den 32:a gruppen
tva stycken ”1”. T den 33:e gruppen liggs alla -1.

24:B 1
a,=la=2a ,=a +(a, ) torn>0ger
,=a,+a’=1+4=5=-2
a,=a+a,’=,2+(-2)’=6=-1
a,=a,+a;’=-2+(-1)*=-1
a=a,+a,;=-1+(-1)*=0
a,=a,+a;’=-1+0=-1
a,=a.+a;"=0+(-1)°=1
as=a,+a’=-1+1°=0
a,=a,+a,’=,1+0=1
a,=a,+a,"=0+1=1
a,=a,+a,=1+1"=2
a,=a,+a, = 1+2?=5=-2

Efter tio steg ir vi tillbaka, det betyder att resten nir a. ., divideras med 7 ir

densamma som for a..

2009
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Arbeta vidare med Student

Flertalet av problemen anknyter till begrepp som tas upp i de nationella kurserna. Det ir dirfor viktigt
att lata problemen leva vidare och inte se tivlingstillfillet ndgot som avbryter den ordinarie undervis-
ningen. Att arbeta vidare med problemen kan innebira att man noggrant gir igenom losningsstrate-
gier och repeterar eller tar upp teori kring anviinda begrepp.

Aritmetik
Hir behandlas problem S1,S2,S3,S4,S19,S 20, S 23, S 24.

Udda och jamna tal, primtal

Mainga problem behandlar grundliggande riknefirdigheter. I S4 talas om udda tal. Det kan vara
limpligt att repetera egenskaper hos udda och jdmna tal. Utnyttja algebra genom att skriva uttryck
for ett jimnt tal, 2k, och ett udda tal 2k + 1, diir k betecknar ett heltal. Fir man ett jimnt eller udda tal
om man adderar tvd udda tal, tva jimna tal, ett udda och ett jimnt tal? Bevisa algebraiskt. Motsva-
rande om man istillet multiplicerar tvd udda tal, tva jaimna tal, ett udda och ett jimnt tal.

I samband med udda och jimna tal, ta dven upp primtal. Anknyt till uppgift S3. Repetera faktorise-
ring. Ta géirna fram uppgift S7 frain 2008 som ocksd handlar om primtal.

Potenser
I S2 jamfors differenser mellan kvadratrotter och i S20 har man kvadrater pa de 2009 forsta positiva
heltalen.

Vad kinnetecknar ett tal i kvadrat? Vilken slutsiffra kan ett tal i kvadrat ha? Vilken slutsiffra har
12422+ ...+ 2009?? Undersok slutsiffran pa potenser av heltal, t.ex. potens 3, potens 4.

Upprepa fragestillningen for dessa potenser.

Vad menas med kvadratroten ur ett tal? Repetera rikneregler med kvadratrotter. Ta upp konjugat-
regeln. Repetera potenslagarna.

Brikform

I S1forekommer procent. Andra antalet fiskar i akvariet men behall procentandelen. Andra procent-
andelen men behéll antalet fiskar. I S19 kan det vara bra att anviinda tal i brakform. Hur definieras ett
tal i brakform? Vilken betydelse har tiljaren respektive nimnaren? Repetera rikneoperationer med
tal i brakform.

Talfoljd

Vad menas med en talfoljd? Elementen i uppgift S 24 kan bara bestimmas om man kiinner de tva fore-
giende elementen. Vad kallas en sidan formel? Vad kallas en formel dir man direkt kan bestimma
elementet a ? Jimfor med uppgift J 9 (Junior uppgift 9). Ta upp aritmetisk respektive geometrisk tal-
folid och deras summor.

Delbarhet, rester och modulus

Repetera begreppen delbarhet och multipel. En utgingspunkt kan vara att diskutera uppgift J1. Fyra
av svarsalternativen ir inte en multipel av 3. Vilken rest fir man d4 vid division med 3? Ta upp positiv
respektive negativ rest. Lat a och b vara tvd heltal. Om bir en delare i a, giller att a=k-b, diir k ir heltal.
Ombinte drendelareia, giller atta=k-b+r,dir k och 7ir heltal och » betecknar resten. Vilka virden
kan r anta? Vilka rikneregler giller for rester? Infér modulusbegreppet och visa hur det underlittar
berikningar i uppgifterna S 23 och S 24.

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 1



Kdngurutavlingen 2009 - Student “

%
Geometri _.‘ N

Hir behandlas problem S8,S9,S11,S12,S15,S 22.

I geometriska problem ir det viktigt att arbeta med l6sningen och motivera tankegingen. Rita girna
tydliga figurer. Arbeta igirna genom losningarna till de geometriska problemen som finns med pa
arets Student.

Geometri och algebra
Algebra ir ett bra redskap for att 16sa geometriska problem. I en tydlig figur infors de beteckningar
som behovs. Genom att dberopa tex kiinda satser kan 16sningen vixa fram.

Losningarna i S8 och S11 bygger pa likformighet och kongruens. Jimfér i S8 vinklarna i de olika
omradena. Vilka ir lika stora och varfér? Vilken area har de évriga omridena?

Under vilken vinkel triffar bollen sidorna i uppgift S11?

Diskutera losningen till S9. Vad kan man siiga om foérhallandet mellan arean av den stora och den
lilla cirkeln. Anta att man innanfor kvadraten skuggar kvartscirkeln och den lilla cirkeln. Hur stor del
ir dd skuggad? Se dven J18.

Arbeta med lésningen av S22. Vad menas med en bisektris? Be eleverna motivera likformigheten.
Hur ling ir sidan KL.? Vilken area har rektangeln? Vilken area har triangeln JKN? Hur stora ir vink-
larna i triangeln KLM?

Operationer med former

For att {4 en forstaelse av kuberna i S12 kan det vara limpligt att arbeta konkret. Hur manga svarta
kuber méste placeras ut om kuben istillet har matten 4x4x4? Vad giller for en kub med métten
nxnxn?

Geometriska konstruktioner

[ S15 forekommer en liksidig triangel och en cirkel. Var ligger tyngdpunkten i en triangel? Bestim
tyngdpunkten for olika typer av trianglar. Repetera begreppen bisektris, hojd, median och mitt-
punktsnormal for en triangel. Vad giller for dessa fyra linjer i en liksidig triangel? Vad menas med
omskriven cirkel till en triangel? Hur konstruerar man den? Vad menas med en inskriven cirkel till
en triangel? Hur konstruerar man den? Vilken radie har den inskrivna cirkeln till en liksidig triangel?
Vilken radie har den omskrivna cirkeln till en liksidig triangel? Hur stor del av den liksidiga triangeln
ir tickt av cirkeln i S15?

Algebra

Hir behandlas S5,S16,S18 och S 21.

Maénga av problemen kan man 16sa med hjilp av svarsalternativen utan att anviinda algebra, t ex genom
att prova sig fram. Lat dirfor eleverna arbeta med problemen utan svarsalternativ och visa hur algebra
leder fram till entydiga losningar.

Ekvationer
ArbetaiS5,S18 och S 21 med ekvationer.

Diskutera formen pd kroppen och koppla till geometrii S5.

Diskutera med eleverna om det finns en entydig l6sning i S18.

Resonera om S 21. Ha samma forutsittningar men indra antalet elever. Hur ir antalet “minsta pro-
blem” kopplat till antal elever?
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Funktioner -"

S16 behandlar funktioner och grafer. Diskutera férskjutning av grafer, nollstillen och grafer som ir
konkava uppat respektive konkava nerit, funktioner som ir avtagande respektive vixande. Hur ligger
graferna gentemot varandra fér de dvriga svarsalternativen? Rita graferna om de andra svarsalternati-
ven skulle vara korrekta.

Logik

Hir behandlas problem S13och S17.

I S13 ska man resonera om sanningssigare och lognare. Hur skall man dndra i frigestillningen for att fa
de andra svarsalternativen?

Resonera kring problemet i S17. Vilket ir det storsta méjliga antal tivlande som kan ha lost alla fyra
problemen? Hur ménga har inte 16st ndgra problem? Hur manga kan ha 15st ett problem?

Kombinatorik

Hir behandlas problem S6,S7 och S14.

I S6 plockar Liz strumpor ur en lada. Hur ménga maste hon ta upp for att vara siker pa att f3 ett par
av samma firg? Hur stor ir sannolikheten att fa ett par av samma firg om hon tar upp tvé strumpor pa
mafa? Diskutera med aterliggning och utan dterliggning.

I S7 ska ett rutnit fyllas med bokstiver. Ett sitt att hitta mojliga bokstiver for den skuggade rutan
ir att fylla i rutniitet. Ett annat siitt dr att resonera om det antal mojligheter som finns for rutorna.
Vilka rutor kan bara fyllas med en bestimd bokstav? I vilka rutor har vi fler in en méjlighet? P4 hur
manga olika sitt kan man fylla rutnitet? Jimfor iven CGy 7.

Diskutera med eleverna hur man léser S14. Vilka siffror kan sté bredvid varandra? Vad menas med
multiplikationsprincipen? Maste det 10-siffriga talet bestd av alla tre siffrorna?
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