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200-9 =1800

Om eleverna inte redan kan multiplicera med 200 kan losningen forklaras via

100-9 =9-100 = 900. 200-9 ir alltsd dubbelt sa mycket, 1800.

Vi kan ocksa utesluta de andra alternativen 2009, 11, 191 och 209, som alla ir udda tal.

I cirkeln och kvadraten, men inte i triangeln.

Hir handlar det bide om att benimna de tre geometriska formerna och att kunna se
att kingurun ir i bdde cirkeln och kvadraten.

Problemet kan illustreras konkret eller med en bild och eleverna kan undersska en
form i taget.

6

Losningen kan illustreras konkret och med bild. Lt eleverna beskriva operationerna
med ord och symboler, sa att sambandet mellan den konkreta handlingen, den
sprakliga beskrivningen och det tecknade uttrycket blir tydligt. ¢ = 8,8 — 2 =6.

32

Att kunna tolka sddana hir bilder ir férvanansviirt svart for manga. Bygg bordet med
klossar om det behovs och visa hur bordsskivan kan beriknas som 45 eller 5-4.
Diskutera hur manga ben som finns och hur manga klossar varje ben har. Det ir
kanske inte uppenbart for alla att hornklossen inte ska riknas tva génger.

Uttrycket 4-5 + 4-3 aktualiserar ocksa prioriteringsreglerna och kan fungera som en
braillustration till dem.

3
23 kan bara fas pa ett sitt: 3-6 + 5. Hir har man nytta av att kinna igen 24 som ett tal i
sexans tabell.

De tvé bilderna ir varandras motsatser, vit ruta motsvaras av gra.
Jamfor rad for rad (eller ruta for ruta), anteckna monstret med bokstiver eller klipp
ur och prova.

18:53

Det spelar ingen roll nir avbrotten sker, vilket kanske inte dr helt sjilvklart for
eleverna. Den sammanlagda tiden dr 90 min + 8 min + 5min = 103 min. 103 min=1h
43 min.

17:10 dr ett klockslag men talar ju ocksd om hur lang tid pa dygnet som forflutit.
Dirfor kan man addera 17 h 10 min och 1h 43 min, vilket ger 18 h 53 min, 18:53

Visa losningen bade med hjilp av en klocka och som en addition, si att eleverna ser
sambandet.

2

Talet 7 kan bara delas upp pa tre olika tal pa ett sitt: 1+ 2+ 4

Lt eleverna undersoka alla mojligheter och resonera om hur vi kan vara sikra pa att
detta ir enda mojliga 16sningen.
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9:D 40 -“

Hir maste eleverna tinka sig rutorna och inse att hela chokladkakan 4r 8 -5 rutor.
Visa konkret och 14t eleverna beritta hur hela kakan ser ut, med 8 rader med 51 varje.
Var tydlig med att en rad (at endera hallet) kan ses som en enhet som upprepas,

10:C 46dm
Mellan tva mittpunkter ir det lika lingt som frén kant till kant p4 en platta om de
ligger kant mot kant. Alltsa 5 plattlingder och 4 plattbredder. Varfor bara 4 bredder?
5-6dm +4-4dm =46 dm. Jimfor med 10-3dm + 8-2dm.

ILA 6
Los uppgiften konkret med klossar eller markorer av nagot slag och gor en tabell dver
hur antalet kar. Resonera om att det fran borjan ir 6 pojkar fler och att flickorna
nirmar sig pojkarnas antal med 11 veckan, alltsé tar det 6 veckor tills de blir lika
manga.

122A 6
Rita husraden eller markera med motsvarande tal tex

25, 26, 27, Ann28, 29, 30

% o) ) ) )

Vi vet att det ska finnas 27 hus pa ena sidan om Anns och 13 pa andra sidan, dvs totalt
27 +1+13 = 41 hus. Nir vi vet att det finns 41 hus pa gatan kan vi hitta mitten, 21.

Mellan hus nummer 21 och hus nr 28 finns det 6 hus, likasi mellan hus 21 och hus 14.
Om Ann bor i hus 14 eller 28 vet vi ju inte, det beror pé fran vilket hall vi riknar.

13:B 6
Rita rektangeln och sitt ut matten 8 resp 4 cm. Ombkretsen blir 24 cm. Eftersom en
kvadrat ir en rektangel med lika linga sidor maste varje sida vara 6 cm.
2-(844) =24, 2! = 6.Jimf6r den aritmetiska [6sningen med resonemanget sa
att eleverna ser att det dr samma 19sning uttryck pa olika sitt.

14:B 90
Korna har tillsammans 120 ben. 120 ben ricker till 60 kycklingar.
30 -4 =120, 2% = 60, 60 + 30 = 90
Om vi riknar ut antalet kycklingar genom att dividera 120 med 2 anviinder vi
tankeformen innehallsdivision.
Ett annat sitt att resonera: Eftersom kycklingarna har hilften s manga ben var méste
de vara dubbelt s& minga som korna om antalet ben ska vara detsamma.
Visa sambandet konkret eller med bild.

15:E  Problemet kan lsas konkret med dominobrickor eller med urklippta bilder av

sddana. Man kan ocksa resonera om hur prickarna ir ordnade och jimfora med
alternativen. Det som dr avgorande ir riktningen pa de tva och de tre prickarna.
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16:D 4
Det enklaste ir att
illustrera med ett
triddiagram.

Fran den roda finns tre mojligheter: till den vita, till den bl och till den gula.
)R-V
2)R-B
3)R-G

1) Fran den vita fortsitter biet till den bli eller den gula, vilket ger tvd mojligheter
R-V-B-G och R-V-G-B

2) Fran den bla fortsitter det till den vita och sen den gula: R-B-V-G (det kan inte
besoka den gula precis fére den vita)

3) fran den gula fortsitter biet till den bla: R-G-B-V

Man kan ocks4 stilla upp systematiskt:
R: V-B-G

V-G-B

B-G-V gar e]

B-V-G

G-B

G-V gérej

17.B 24
Still upp en tabell och arbeta baklinges.
96 ir summan av 60 och ett okint tal: 96 — 60 = 36. 60 ir antalet kort dr 2008, och 36
ir antalet 2007. 60 dr summan av 36 och ett okint tal: 60 — 36 = 24. 24 ir antalet kort
ar 2006
Nir borjade Adam samla kort?

1I8:A 5
Hir finns det flera strategier att anvinda. Resonera: Vi vet att det blir en sko i
storlek 45 och en i storlek 36 dver. Vi vet alltsd att alla skostorlekar ligger inom detta
intervall. For att fa s& f personer som mojligt utgar vi fran att sd manga som mojligt
har tvé storlekars skillnad: 36 + 38, 38 + 40, 40 + 42,42 + 44 och 44 + 45 eller
45 + 43,43 + 42,41 + 39,39 + 37 och 37 + 36. Atminstone en person har bara ett
nummers skillnad (eftersom vi far ver ett jamnt och ett udda skonummer). Vi klarar
att para ihop detta med 5 personer, vilket ir det minsta alternativet.
Skriv upp skostorlekarna pa tva rader och para ihop:

36 37 38 39 40 4l 42 43 44 45

36 37 38 39 40 4l 42 43 44 45

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 4



Kangurutavlingen 2009 “O

5‘\

(¥

Arbeta vidare med Ecolier

Vi hoppas att arbetet med lésningarna givit upphov till mdnga bra diskussioner och ocksa intressanta
fragor. Kanske har ni tillsammans utvecklat fragestillningarna och gatt vidare med liknande problem.

I samband med det gemensamma arbetet kan det vara limpligt att uppmirksamma terminologin
och passa pa att lyfta fram vad de olika termerna innebir. Lat ocksé eleverna sjilva £ definiera olika
begrepp. For definitioner hinvisar vi till den nyutkomna Matematiktermer for skolan (Kiselman &
Mouwitz, 2008).

Vi har i detta dokument samlat nigra forslag pd hur man kan arbeta vidare med problemen. Dela
ocksd girna med dig av era egna idéer, som du kan skicka till kanguru@ncm.gu.se eller pa papper till
Kingurun, NCM Goéteborgs universitet, Box 160, 40530 Goteborg,

Minga problem aterkommer i olika skepnader ar fran ar. Bland de gamla problemen finns ocksd
forslag till hur de kan utvecklas. Alla gamla problem och dessa forslag finns tillgingliga pa Kinguru-
sidan pa ncm.gu.se och dr helt fria att anviinda.

Tal

Nagra problem handlar om grundliggande talkunskaper: E1 E3, E5 E8 E12.

Udda och jamnt

E1behandlar udda och jimna tal. Vilka tal i4r udda och vilka ir jimna? Vad far det for
konsekvenser? Om inte eleverna redan undersokt vad som generellt giller vid addition
av udda och jimna tal kan de gora det. Visa girna konkret varfor tva udda tal alltid kan
liggas samman till ett jamnt. Betona att jimna tal ir multiplar av 2. Hoppa pé tallinjen.
Denna bakgrund kan man bygga vidare pé for att utveckla elevernas forstaelse for vilka
entalssiffror som blir resultatet av olika multiplikationer. Sddan talkunskap ir virdefull
tex nir man ska prova tals delbarhet.

Hiilften och dubbelt
Problem kring hilften och dubbelt forekommer ofta i Kingurun, s ocksd i ar i E3. Ofta
har eleverna bra kiinsla for detta, men det behover inda diskuteras s att eventuella
missuppfattningar kommer fram och kan atgirdas. Ett ndgot svarare problem ir:
Kalle har hilften sd ménga clementiner som Lena. Tillsammans har de 21 st, hur manga
har var och en?

Borja pa 1 och dubblera successivt: 1,2, 4,8, 16,32, 64 ..... Den talféljden kommer
eleverna att mota minga ganger. Lt eleverna skriva talen som produkter av 2, och
diskutera hur skrivsittet skulle kunna férenklas. Det kan vara ett limpligt ssammanhang
for att introducera potensskrivning. Inte for att eleverna nu maste kunna det, utan for
att de i ett sammanhang som de ir engagerade i ser anvindningen. Nista ging de ser det
skrivsittet kanske de kinner igen det. Det ir bra att f4 mota procedurer, konventioner
och begrepp innan man méste kunna dem.
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Borja pa 1 och halvera successivt 1, 21316 Jimfor dubbleringen och halveringen.

1 1
Vilket svar skulle vi fa om vi adderade alla dessa delar: B + 1 + ] + 16 +.?

Arbeta girna konkret med tartbitar och brikstavar inledningsvis och illustrera pa
tallinje.

Det finns en del gamla multiplikationsalgoritmer som bygger pa dubblering, tex
egyptisk multiplikation och den ryske bondens metod. Exempel 23 - 64

1-64 = 64

2-64 = 128

4-64 = 256

8-64 = 512
16-64 =104 23=16+4+2+1, sa23-64=1024+256+128 +64=1472

Lit eleverna prova denna metod for att multiplicera olika tal.

Antal tal emellan
Problem 12 handlar om att rikna hur manga tal som finns emellan tva tal. Det kan vara
besvirligt om man vill utféra en subtraktion (eller rikna upp). Ofta blir [dsningen
mycket konkret, med fingerrikning, dven av personer som helt behirskar subtraktion,
dven vuxna. Gor flera exempel, t ex hur méanga sidor har jag list om jag borjade péa 245
och slutar (lingst ner) pa 287? Resonera om vilka sidor som kan tas bort, som inte ingar i
mingden. [ rets Cadet, C3, finns ett motsvarande problem med endast udda tal.

Tals uppdelning
E5 och E8 handlar om hur tal kan delas upp pa olika sitt. For att 16sa problem som E5 ér
det forstds bra att ha sikra tabellkunskaper, s att man snabbt kan kinna igen 23 som ett
tal nira 24 som finns i sexans tabell. Gor flera exempel med tirningar. Sidana kunskaper
ir ocksa viktiga for att kunna gora dverslag, nir man behover hitta tal som ir enkla att
hantera. Lit ocksa eleverna arbeta med att gora dverslag och visa hur de kan anvinda
sina tabellkunskaper. Diskutera skillnaden mellan 6verslag och exakta berikningar. Nir
anviinds vilken metod? (Se tex McIntosch, Férstd och anvinda tal).

E 8 handlar om att dela upp talet 7 som en summa av tre olika tal. Hade det i stillet varit
6 notter hade vi fatt 1+ 2 +3 och 10 hade gett 1+ 2+ 3 + 4. Vilka tal kan vi dela upp pa
detta sitt? Undersok triangeltalen, de ir grundliggande och eleverna kommer att mota
dem i olika sammanhang framéver. Se ocksa B11.

Arbeta med att skriva tal som summor av olika ensiffriga tal, som summor av tre olika
ensiffriga tal. Vilket ir det storsta tal vi kan skriva som en summa av tre ensiffriga tal?

Problem 9 ir mycket utvecklingsbart bide inom aritmetik och geometri. Det illustrerar
ocksa sambandet mellan multiplikation och area och aktualiserar betydelsen av att
kunna uppfatta multiplikation som en area och inte bara som upprepad addition
Fortsitt att dela chokladkakan efter ssamma monster, kortsidan till brodern och
langsidan till systern. Hur manga bitar far de var? Hur stor del av kakan far de?
Undersok ocksa hur det blir om man borjar bryta efter langsidan. Prova olika storlekar
pé kakor. Hur ska kakan se ut for att delning ska bli s rittvis som mojligt? Kan man fa
en helt rittvis delning?
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Tidsberikningar

E7 handlar om att berikna tid. Vi vet att denna typ av uppgifter ofta uppfattas som
svara, dven om berikningarna for de allra flesta skulle vara oproblematiska. Kanske dr
det osikerheten om hur mycket klockan ir nir den ir tex 17:30 som gor att eleverna tror
att uppgiften ir svar. Kanske kan det vara att de vet att det dr ndgot speciellt med 60
minuter som skapar osikerhet?

Det enklaste sittet att berikna tid ir att konkret "se pa urtavlan” och rikna uppat. S&
gor formodligen de flesta av oss, dven om vi kan utféra berikningarna pa andra sitt.

Att klockslag dr ett matt pa hur ling tid av dygnet som forflutit ir inte uppenbart for
alla. Detta forklarar att vi kan berikna tidsdifferenser. Eftersom vi har 60 minuter

pa en timme fungerar inte vart vanliga decimala system med vixling frin ental till
tiondelar, eftersom minuterna inte uttrycks som tiondelar och hundradelar av timmen.
Denna avvikelse fran vart vanliga sitt att rikna kan vara en utmirkt utgdngspunkt

for att diskutera och utveckla forstielse for positionssystemet och for vixling och
minnessiffror i vara standardalgoritmer.

Rumsuppfattning och geometri
Problem 2 handlar bide om att kunna identifiera geometriska former och om att tolka
beskrivningen pa ett korrekt sitt. Vad betyder bdde och varken?

Flytta kiingurun till olika platser och lit eleverna beskriva var den dr. Gor ocksé
beskrivningar och lit eleverna placera ut kingurun. Utveckla girna uppgiften med
fler figurer och gor den mer komplex. Lit eleverna gora egna liknande uppgifter, att
formulera problemet kriver minst lika mycket som att 1sa det.

Ngra grundliggande samband
E10 rér mitning av strickor. Ett liknande problem fanns 2007, B16. Centralt i dessa
problem ir mittpunkten.

Som vanligt handlar ndgra problem om enkla formers area och omkrets, E13. Vi
behover ha vissa grundliggande faktakunskaper, tex att en rektangel ir en fyrhérning
dir alla vinklar dr rita, och alltsd motstiende sidor parallella (vilket ocksa innebir att en
kvadrat dr en rektangel). Lat eleverna arbeta med att definiera de geometriska figurer
de kinner till. Uppmuntra dem att vara s precisa och utforliga som mojligt. Still fragor
som hjilper eleverna att se de avgorande skillnaderna och likheterna mellan olika
former, tex varfor dr inte detta en rektangel?

Tvd- och tredimensionella konstruktioner
Att kunna uppfatta de tre dimensionerna i en tvidimensionell bild, som i E4, ir
forvanansvirt svart for manga elever i dessa aldrar. Det ir en formaga som maste
bygga pa konkreta erfarenheter och utvecklas med hjilp av samtal och att eleverna
uppmirksammas pa hur djupet vi kan se i verkligheten éverfors till platta bilder.
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Att kunna bedoma hur manga klossar som finns i ett bygge ir en viktig grund for
volymbegreppet. Hjilp eleverna att utveckla pabyggbara strategier for att berikna

antalet, sd att de systematiserar sina berikningar radvis och kolumnvis. Att rikna antalet

pa ett ostrukturerat vis leder inte till forstaelse for de grundliggande formlerna for area

och volym. Den maste bygga pa konkret erfarenhet av att systematiskt rikna antalet.

Lét eleverna bygga olika kroppar med kuber och rita dem fran olika hall. Prata om vad
man ser och hur det ser ut. En modell som kan anviindas ir att bygga med olikfirgade
kuber, tex multilink, och sen rita bygget fran fyra hall: framifran, bakifran, fran vinster
och fran hoger. Varje bygge beskrivs alltsa av fyra ritningar. Eleverna kan arbeta i par och
sen byta ritningar med ett par kamrater, som fér i uppgift att bygga efter ritningarna.
Arets Milou 12 handlar om att bygga efter en speciell sorts ritning, se exemplet:

Y

Att rita tredimensionellt ir inte litt och eleverna behover fa ledning och stod for det.
Anvind girna ett isometriskt prickpapper, som finns att himta pa ncm.gu.se/node/2281.

Lat eleverna rita av nigot i omgivningen fran ett annat perspektiv in de kan se, tex
huset ovanifran. Anvind tidningsbilder och ldt dem rita motivet s som det skulle
sett ut fran ett annat héll. (Se Namnaren 2,1996. Matematiken i bilden eller bilden i
matematiken och B18,2008)

Problem med klossbyggen har funnits i Kingurun varje ar, i flera olika klasser. I &r finns
ett trevligt problem i Student, S9. Det ir anvindbart for elever i alla rskurser, iven om
arbetsformerna kan skilja sig at.

Vridningar, rumsuppfatining
Det ir viktigt att eleverna far tinka sig att figurer vrids, E15. Att utfora operationerna
konkret loser problemet, men ldsningen i sig ir inte det visentliga. Det konkreta arbetet
ska leda till att eleverna kan géra motsvarande operation mentalt.

Hur dndras riktningen pa de ingende delarna nir vi vrider ett foremal? Téarningar ir
limpliga som exempel eftersom de ir vilkinda och littillgingliga. Gor egna exempel,
rita figurer och bilder it ett annat hall. Hur ser miniriknarens knappar ut om vi ser den
fran andra hallet? Hur ser bokstiverna ut om vi ser dem fran andra hallet?

Arbeta med bade vridningar och speglingar och jimfor. Lt eleverna £ uppleva
skillnaden pa en spegelbild och ett fotografi — i spegeln ser hoger hand ut att vara
vinster och eftersom de flesta av oss har ett asymmetriskt utseende ser vi inte likadana
ut i spegel som pa ett foto. Se ocksd Milou 5 och J 3, 2008.
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Problemlosningsstrategier 1
Flera av problemen aktualiserar anvindbara problemlosningsstrategier, tex E14, E16,
E17 och E18. En strategi ir att rita en bild. Manga ganger blir dock bilden onddigt
utvecklad och tar alltfor mycket kraft fran problemldsningen. Bilden ska vara tillrickligt

tydlig for att vara till hjilp, men inte si detaljerad att de viisentliga strukturerna skyms.
(Se Hagland, Rita en bild i Nimnaren 3, 2007)

Problem 16 16ser man kanske bist med ett triddiagram. Med hjilp av triddiagram kan
man illustrera kombinatoriska problem. Ett vanligt forekommande problem handlar om
att kombinera olika smaker i en glass-strut:

I kiosken kan man kopa glass i kulor. Det finns tre smaker: vanilj, choklad och jordgubb.
Hur ménga olika glassar kan fd om man koper tva kulor? Tre kulor? Variera antalet
smaker och antalet kulor. Undersok vilken skillnad det blir om vi tar hinsyn till
ordningen och betraktar jordgubb + vanilj som en annan glass in vanilj + jordgubb.

Se ocksa C11, 2004, som ocksa handlar om att kopa glass.

En bra problemlosningsmetod ir ocksé att gora en tabell. I en tabell fir man ordning pa
sina tal. Tabeller kan anviindas for olika typer av problem, inte bara dir det handlar om
att finna monster. Sikert har nagon elev gjort en tabell for att l6sa E17. Den kan man
utga fran. Junior 9 ir en motsvarande uppgift.
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