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Forord

Mycket har hidnt i skolans virld sedan vi gav ut Matematikverkstad —
en handledning for att bygga, anvinda och utveckla matematikverkstd-
der &r 2005. Lgr 11, med en ny kursplan i matematik, har sjosatts och
intresset for att arbeta laborativt har 6kat stort under senare ar. Inom
MNT-satsningen har det varit majligt att anséka om medel fran Skol-
verket fér att utveckla matematikundervisningen. Under 2009-2011
inkom 3888 anstkningar och ungefir hilften av dem innehdll sok-
orden "laborativ matematik” och / eller "matematikverkstad”.  utva-
deringen Laborativ matematik, konkretiserande undervisning och mate-
matikverkstdder,som genomférdes externt pd uppdrag av Skolverket,
visade resultatet att det finns ett starkt engagemang hos lirarna och
ett stort behov av kompetensutveckling kring ett laborativt arbets-
sitt. Vi kan bara instimma och hoppas att var revidering av Mate-
matikverkstadsboken kan vara ett bidrag som underlittar f6r lirares
mojligheter att utveckla det laborativa arbetssittet.

Vi har pé uppdrag av Skolverket ocksa tagit fram kunskapséver-
sikten Laborativ matematikundervisning — vad vet vi? Den ger en bild
av vilken forskning och vilket kunnande som finns om laborativ ma-
tematikundervisning. Sammanfattningsvis kan siigas att effekten av
laborativt arbete beror pa hur ldraren planerar och genomfér aktivi-
teterna. Det ricker inte med att bara plocka fram laborativa matema-
tikmaterial eftersom det inte finns ndgon matematik i sjalva materi-
alet. En forskare beskrev att forstéelsen inte med automatik vandrar
fran elevens fingertoppar upp genom armen och till huvudet. Det
ir lararens uppgift att lyfta fram matematiken, s att den blir syn-
liggjord och méjlig fér eleverna att uppfatta och férsta. Innehéllet
i Matematikverkstadsboken har ytterligare stirkts av det kunnande
som redovisas i kunskapséversikten.

Det finns en risk med laborativa aktiviteter. Om de bara blir ett
kul avbrott pd matematiklektionerna utan tydligt syfte och koppling
till den ordinarie undervisningen, utnyttjas inte dess fulla potential.
De kan bli enstaka "happenings”, utan att eleverna far majlighet att
uppticka matematiken i aktiviteterna. Det kan bli mer av att "gora”
dn av att "forstd”. Vi vill att laborativ matematikundervisning ska bi-
dra till att eleverna far ett 6kat intresse — och ett férdjupat och bred-
dat kunnande - i matematik.
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Matematikverkstad

Vad dr nytt i denna upplaga?

Denna upplaga har fatt en ny undertitel - En handledning for laborativ
matematikundervisning. Anledningen #r att ldrare som vi mott anser
att boken ger ett betydligt bredare stéd fér matematikundervisning
in enbart f6r att bygga, anviinda och utveckla matematikverkstider.

Boken har naturligtvis uppdaterats utifran Lgr11 och de stérsta
forandringarna giller begrepp, uttrycksformer, férmégor och elevers
dokumentation. Dispositionen i boken har till viss del dndrats och
nagra avsnitt har blivit ersatta.

I kapitlet Begrepp och uttrycksformer har helt nya texter tagits fram.
Begrepp betraktas som matematikens byggstenar och 6verallt beto-
nas vikten av att varje elev fir méjlighet att utveckla sin begrepps-
forstaelse. Men vad menas egentligen med ett matematiskt begrepp?
Vad behéver undervisningen ta upp for att eleverna ska ges férutsitt-
ningar att utveckla sin férmaga att anvinda och analysera matema-
tiska begrepp och samband mellan dem? Ja, det 4r ngra av de frage-
stillningar som behandlas och en begreppstavla presenteras som stéd
infor undervisningen av olika begrepp. En sirskild férdjupning gors
ocksa i uttrycksformer, dir betydelsen av att eleverna far arbeta med
manga olika uttrycksformer lyfts fram och laborativa aktiviteter pa
sa sitt blir integrerade i den ordinarie undervisningen.

Ytterligare ett nyskrivet kapitel dgnas &t formdgor. En genomgang
gors av olika matematiska formégor och vad de innebir. Exempel ges
pa hur en och samma laborativa aktivitet kan ge elever méjlighet att
vidareutveckla flera férmagor.

Texter om elevers dokumentation har omarbetats och fatt stérre ut-
rymme. Ett tiotal férslag visas pa hur eleverna sjilva kan dokumen-
tera. Det ger dem tillfille att utveckla sitt sprak och att fa syn pa sitt
eget lirande. Vi ser elevers dokumentation som en kritisk faktor; nér
de laborativa materialen r bortplockade finns inget kvar som visar
vilket lirande som skett. I samband med att eleverna dokumenterar
sitt arbete finns ytterligare tillfallen for ldraren att lyfta fram mate-
matiken i aktiviteterna och det kan ocksa bidra till att lirarna far ett
rikare underlag vid analys och bedémning av elevernas kunnande.

Det finns webbhinvisningar till kompletterande material, men
inga webbesok behéver goras for att man ska kunna tillgodogora sig
bokens innehall. Till boken finns dven en studiecirkel som bestér av
ett antal triffar med utforliga och handfasta forslag pa upplaggning,
se ncm.gu.se/mv-handledning.

Vivill ocksa rikta ett sirskilt tack till Ola Helenius, Anette Jahnke,
Lars Mouwitz och Kerstin Olofsson som med stort kunnande och en-
gagemang hjilpt oss att reda ut begreppen i de nyskrivna texterna.

Elisabeth Rystedt & Lena Trygg
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Inledning

Matte cir kul néir man fattar och trakigt ndr man inte férstdr. Ja, sa uttrycker manga elever
sin syn pa matematik. Laborativa aktiviteter i en matematikverkstad kan skapa forsta-
else och leda till att matematikens olika sidor upptacks och synliggérs.

Den hir handledningen &r tinkt som en resurs for ldrare som ar in-
tresserade av att bygga upp en matematikverkstad pé den egna skolan
och som vill vidareutveckla ett laborativt arbetssétt i matematikun-
dervisningen. P4 Nationellt centrum for matematikutbildning, NCM,
tréffar vi lirare som bes6ker var matematikverkstad. Ménga blir in-
spirerade till att gora ndgot liknande pé sin skola och ofta terkom-
mer ungefir samma frigor om matematikverkstider — vad, varfér
och hur?
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Matematikverkstad

Handledningen bygger pa beprovad erfarenhet och genomgéngar av
relevant forskningslitteratur. I planeringsarbetet genomférdes ocksa
en undersokning av vilket stdd lirare vill ha nér de ska bygga upp en
matematikverkstad. Lirarnas 6nskemal har fatt stort utrymme och
handledningens upplidggning utgér fran fragor och svar, samlade un-
der féljande huvudrubriker:

Uppbyggnadsarbete

Laborativa material

Begrepp och uttrycksformer
Férmagor

Laborativt arbetssitt i matematik
Lirobok och elevers dokumentation

Handledningen riktar sig i forsta hand till lirare som undervisar i
forskoleklass, grundskola och motsvarande skolformer, men en stor
del av innehallet kan ocksa vara anvindbart i gymnasieskolan och
vuxenutbildningen.

Handledningen ar knuten till NCM:s webbplats, ncm.gu.se/mv.
Dir finns bland mycket annat virdefull information om inredning,
material, aktiviteter, linkar till aktiva matematikverkstider och en
studiecirkelhandledning.

Vi har valt att inte specifikt ta upp matematikmaterial kopplat till
Frébel, Montessori etc eftersom det finns vil beskrivet i annan litte-
ratur. Arbete med miniriknare, mobiltelefoner, interaktiva skrivtav-
lor, datorer, surfplattor och annan media har naturligtvis ocksa en
viktig roll inom matematikundervisningen men behandlas inte hér.
I verkstaden ar det ldmpligt att &ven samla material avsett fér mate-
matikundervisning utomhus. Matematikverkstaden ger ocksé goda
forutsittningar foér temaarbete och dmnesintegrering. P4 webbsidan
ncm.gu.se/slojd ges exempel pd samverkan mellan matematik och sl6jd.

Vi vill redan i inledningen podngtera att detta ir en handledning
for uppbyggnad av matematikverkstider och en utveckling av ett
laborativt arbetssitt, inte en exempelsamling med forslag pé akti-
viteter. De exempel som ges ska i forsta hand ses som illustrationer
vilka belyser texten.

Vid vardagliga diskussioner om arbete i en matematikverkstad
forekommer ord och begrepp som inte alltid ar helt sjalvklara. Ett
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Inledning

exempel dr materiel — material som tidigare definierats pa tva skilda
sitt. Numera kan material dven betyda materiel. I Nationalencyklo-
pedins ordbok férklaras materiel som utrustning fér verksamheten
medan material betyder bade rédmne for bearbetning och materiel.
Hir har vi valt att anvinda material synonymt med materiel.

Begreppen arbetssitt och arbetsformer hélls ibland &tskilda, men
var erfarenhet dr att nir larare idag diskuterar arbetssitt s& inbegrips
dven arbetsformer. I de kommande kapitlen innefattar dirfér arbets-
sitt ocksd arbetsformer.

Ett begrepp som ofta dterkommer i den féljande texten ir labo-
rativa aktiviteter och diarfér kan det vara intressant att titta lite nir-
mare pa de ingdende ordens historiska ursprung. Laboration innebér
forsok eller experiment som ofta gors i undervisningssyfte och or-
det dr beslaktat med det latinska 'laborare’ som betyder arbeta. Som
kuriosa kan en jamforelse goras med det engelska "labour’ som har
samma ursprung och éversitts med arbete. Aktivitet ir en verksam-
het som kriver aktivt deltagande och ordet kommer fran det latinska
'activus’ som betyder praktiskt verksam.

Efter detta etymologiska nedslag kan laborativa aktiviteter i verk-
staden definieras som verksamheter dir elever arbetar praktiskt med
forsok och experiment, vilka har ett specifikt syfte for undervis-
ningen i matematik.

En matematikverkstad kan se ut pA manga sitt, men oavsett dess yttre
form ska den locka fram elevers nyfikenhet, fantasi och kreativi-
tet och ge dem positiva upplevelser och erfarenheter av matematik.
Elevernas lirande ar centralt och aktiviteterna ska leda fram till ett
vidgat och férdjupat kunnande i matematik. En verkstad ar till for
alla elever - savil de som behéver extra utmaningar som de i behov
av sarskilt stod.

Den optimala matematikverkstaden ér till det yttre en stérre, in-
spirerande inredd och med laborativa matematikmaterial vilfylld
lokal vars innehall stindigt utvecklas av lirare och elever. Pa en del
skolorfinnsbarafoérutsittningar for "enskrubbikéllaren”, ettavskilt
utrymmei en storre studiehall, en del av ett klassrum eller ett vilor-
ganiserat skdp och det mesta dr naturligtvis bittre dn inget. Ibland
kan verkstaden frimst fungera som materialrum, vilket komplette-
rarklassrumochmatematiksalar. Vagnarochstérremobilamaterial-
lador dr andra alternativ som férkommer. Om du vill veta hur
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Matematikverkstad

matematikverkstider runt om i landet ser ut kan du gé till webbsi-
dan ncm.gu.se/aktiva_mv.

En skola har valt Sigma som namn pa sin matematikverkstad. Sigma — dar man lar sig ma-
tematik. P& en annan skola har verkstaden fatt namnet Origo. Andra bendmningar pa en
matematikverkstad kan vara matematikrum, matematek, mattesmedja, mattestuga, matte-
labb eller idéverkstad.

Att en matematikverkstad dr uppbyggd ger inga garantier for att det
sker en utveckling av elevers lirande i matematik. Om den i forsta
hand ses som ett utrymme med en mingd "kul grejer” utnyttjas inte
dess fulla potential. Avgérande ir att bade ldrare och elever dr med-
vetna om syftet med arbetet i verkstaden och att matematikinne-
hallet 4r i fokus — precis som inom all matematikundervisning.

Attarbeta laborativt kan ocksé betraktas som ett férhallningssitt
till undervisning i matematik. Det innebir, enligt vart sitt att se, att
amnesdidaktiskt medvetnaldrare uppméarksammar de delaristyrdo-
kumenten som vinner pé ett laborativt arbetssitt. Ménga av de idéer
som beskrivs i denna handledning kan darfér med férdel ocksa till-
lampas i andra lokaler 4n verkstaden.

Det brukar sigas att "repetition ar all inldrnings moder” men traves-
teringen "variation ir all inldrnings moder” passar bittre i en mate-
matikverkstad. Ett laborativt arbetssitt kan vara ett sitt bland flera
for att vidga synen pd matematikdmnet. Genom att anvinda flera ar-
betssitt ges fler méjligheter till olika sitt att 1dra och fler elever kan
uppticka matematikens spdnnande sidor.

Den storsta utvecklingspotentialen i svensk matematikutbildning finns hos vara barn och
ungdomar. Deras nyfikenhet, arbetsvilja och framtidsdrémmar ar de viktigaste drivkrafterna
i allt utvecklingsarbete.

Matematikdelegationen
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Inledning

Argument for laborativt arbetssatt

Det ir enkelt att hitta argument for att elever ska f3 méta ett labora-
tivt arbetssitt pa sina matematiklektioner.

Undervisning i enlighet med ldro- och kursplan. Det finns starkt
stod for ett laborativt arbetssitt i styrdokumenten.

Oka intresse for — och kunnande i — matematik. Bade nationella
och internationella undersékningar visar att svenska elever inte
nér upp till dnskvirda nivder i imnet matematik.

Skapa variation i undervisningen. For att frimja elevers
begreppsutveckling behéver de f4 méta samma matematiska
begrepp genom olika uttrycksformer, som exempelvis med
hjilp av laborativa material, bilder, ord, omvérldssituationer och
symboler.

Vidga synen pa matematik. Studier visar att den svenska mate-
matikundervisningen i hogre grad 4n i andra linder bestar av
att rikna uppgifter i liroboken. Det leder till att alltfér manga
elever uppfattar matematik enbart som siffror och bokstiver i
en lirobok. Fler elever behéver £ uppticka matematikens span-
nande och fascinerande sidor.

Individualisera — bdde extra stod och extra utmaningar. Det ér
oftast enkelt att variera svarighetsgraden pa laborativa aktivite-
ter. Ett exempel dr nir alla elever arbetar med samma aktivitet,
men inom olika talomréden.

Locka fram nyfikenhet och kreativitet. Beprévad erfarenhet visar
att laborativa material i sig kan vicka intresse och att aktivite-
ter kan leda till att elever sjilva bérjar fundera 6ver fragor som
Varfor blir det s&? Stimmer det alltid? Vad hinder om ...? etc.

Stodja sprakutveckling. Alla elever gynnas av att deras sprak blir
rikare och alltmer nyanserat. I en matematikverkstad dir mate-
rial exponeras synligt och dtkomligt, finns goda méjligheter
att gora kopplingar mellan informellt vardagssprak och formell
matematisk terminologi.

Inspirera till lokal skolutveckling. I en matematikverkstad kan
larares kunnande och material samlas. Matematikverkstaden
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Matematikverkstad

kan utgéra ett nav for kollegialt ldrande i syfte att elever ska
uppfatta skolans matematikundervisning som relevant, lirorik,
engagerande och spinnande.

Av tradition har matematikimnet manga ganger fatt tidsmissigt bra
schemapositioner men tyvirr schemalagts sent avseende lektionssa-
lar. Féljden har blivit att matematiklektioner inte sillan genomfors i
lokaler avsedda for andra &mnen eller annan verksamhet. Matema-
tikverkstaden ger mojlighet att synliggdéra matematikimnet i skolan.

Initiativ till att bygga en matematikverkstad tas ofta av engagerade
lirare i samrad med kollegor och skolledare. Nir uppbyggnadsarbetet
ar slutfért erbjuds sedan all 6vrig personal som ska anvinda verksta-
den méjlighet att vidareutveckla sitt kunnande om arbetssitt, akti-
viteter och material. Mnga skolor organiserar detta internt genom
att verkstadsansvariga lirare far riktade uppdrag av skolledare att
ansvara for ndgon form av kompetensutveckling och blir kompense-
rade for arbetet. Andra skolor viljer att borja med att genomféra en
studiecirkel, tex Matematikverkstad — ett laborativt arbetssditt for att
fa en gemensam kunskapsgrund och forst direfter bérja bygga upp
verkstaden. Oavsett vilket sitt som viljs, visar erfarenhet att det ér
lampligt att sirskilja arbetet med uppbyggnad av verkstad och kom-
petensutveckling tillsammans med kollegor — annars kan arbetsbor-
dan bli alltfér stor.

Att i ett tidigt skede formulera en gemensam vision fér skolans
matematikverkstad har flera férdelar. Syftet med visionen ir att peka
ut en riktning och ge en bild av hur det langsiktiga mélet ser ut. En
vision verkar som regel ouppnéelig, eftersom hinsyn inte behéver tas
till tex ekonomi, organisatoriska eller praktiska svirigheter. Men ge-
nom att formulera en vision kan mélet bli tydligare och om det even-
tuellt finns olika uppfattningar kan de uppmirksammas och disku-
teras sd att det finns en gemensam bild av det kommande arbetet.
Visionen kan sedan brytas ner i allt mindre och mer konkreta delar
och ligga till grund fér arbetet med att bestimma syfte och mél for
verkstaden. Istéllet f6r Vision kan det mer verklighetsnira uttrycket
Forvéintade resultat och effekter anvindas.

I denna handledning beskrivs inledningsvis det praktiska arbetet
med att inreda och utrusta verkstaden. Laborativa material diskute-
ras och hur de kan fungera som stéd och stimulans f6r elevers lirande.
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Inledning

Direfter gors en genomgéng av vad som menas med matematiska be-
grepp och hur de kan representeras med hjilp av olika uttrycksfor-
mer. En begreppstavla har tagits fram f6r att ge stéd f6r undervisning
om matematiska begrepp. Ett kapitel tar upp férmégor och exempel
ges pa hur elever kan 3 majlighet att utveckla flera skilda kompe-
tenser utifrdn en och samma laborativa aktivitet. I ett annat kapitel
pévisas det stéd som finns fér laborativa arbetssitt i styrdokumenten
och hur undervisningen kan struktureras och praktiskt 1iggas upp sa
att eleverna fir moijlighet att uppfatta matematiken i aktiviteterna.
Avslutningsvis finns ett kapitel med forslag pé hur eleverna kan do-
kumentera och utvirdera sitt lirande utifrén det laborativa arbetet.

Ibland anvinds uttrycket hands on—minds off nir matematikverksts-
der diskuteras. Att det i verkstaden rader febril aktivitet under trev-
liga former behdver inte betyda att eleverna verkligen lir sig mate-
matik. Aktiviteter och laborationer uppfattas ofta som "en kul grej”.
Det kan med andra ord vara enkelt att skapa tillfallen fér hands on-
arbete, men risken finns att det stannar vid aktiviteter dir det kun-
nande som ska utvecklas dsidositts: minds off. Det kan bli mer av att
gora dn av att férstd och ldra. Liraren maste vara medveten om denna
risk, uppmirksamma de &tervindsgrinder som kan uppstd och
istillet genomfoéra en matematikundervisning med fokus pd maél
och innehall: minds on.

Laborativa material dr ingen mirakelkur i sig utan liraren maste
gora medvetna, didaktiska val utifran fragor om

vad som ska liras — vilket matematikkunnande eleverna ska
utveckla

varfor det ska lidras — i vilket sammanhang aktiviteten ingar

hur det ska laras — pa vilka sitt eleverna ska arbeta for att
utveckla forstdelse.

Det laborativa arbetet ska fungera som en link mellan det konkreta
och abstrakta, men det sker inte med automatik. Eleverna behover
bade stdéd och utmaningar fér att uppticka matematiken i laborativa
aktiviteter s att kunnandet kan generaliseras och anvindas i andra
situationer. Det dr ldrarens uppgift att hjilpa eleverna att stirka dessa
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samband. Ett svért, men spidnnande uppdrag! Vi hoppas att denna
handledning kan bidra till att arbetet i en matematikverkstad blir:
Hands on — minds on!
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Uppbyggnadsarbete

Entusiasm och engagemang dr, som i s manga andra sammanhang, férutsattningar for ar-
bete med ochien matematikverkstad. Att bygga, anvanda och utveckla en matematikverk-
stad dr en omfattande och ibland stressig uppgift, men ocksa mycket inspirerande och en
kélla till stor gladje och kollegial yrkesutveckling. Var alltid négra stycken som hjalps at - ha
roligt tillsammans!

Skilj pé det arbete som hor till uppbyggnad av matematikverkstaden
och det fortldpande arbete som sedan behévs fér drift och utveckling.
Det &r absolut nodvindigt att skolledare frén borjan ar delaktiga, de
ska bade stétta och driva pd, kortsiktigt och inte minst pa 1dng sikt.
En projektgrupp bér — for att inte siga maste — ansvara fér uppbyg-
gandet, men ska ocksa se till att 6vriga kollegor har insyn och majlig-
het att paverka arbetet. Gruppen kan utifrdn den gemensamt formu-
lerade visionen, se sid 6, skriva en projektplan 6ver uppbyggnadsarbe-
tet for att klargéra uppliggning och ansvarsférdelning. Férvintning-
arna anpassas da till verkligheten och missférstdnd kan undvikas.

To teach effectively a teacher must develop a feeling for his subject; he cannot make his stu-
dents sense its vitality if he does not sense it himself. He cannot share his enthusiasm when
he has no enthusiasm to share.

George Pdlya
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Projektplan

Mal ska vara

Syfte. Varfor gor vi det hir? Vad ska verkstaden anvindas till,
vilka ska anvinda den och hur ska den anvindas? Exempel finns
under rubriken Fortsatt verksamhet pa sid 12.

Mal. Niéir ska matematikverkstaden vara firdig for att borja
anvindas? Vad menar vi hir med "firdig”? Glém inte att stilla
frdgan om malen #r realistiska. Vildefinierade méal underlittar
samarbetet, 6kar motivationen och projektet far ett tydligt slut.
Alla vet nir det dr dags att 18ta projektet ingd i den ordinarie
verksamheten.

milstolpar for att forverkliga en vision realistiska

en naturlig fol
maétbara
tidsbestdamda

jd av visionen meningsfulla

forstaeliga

hanterbara

tydliga, dvs det ska ga att svara
ja eller nej da de utvérderas

10

Avgrdnsningar. Att gbra avgriansningar ir kanske det svaraste.
Lika viktigt som att veta vad som ska goras, lika viktigt dr det
att vara 6verens om vad som inte ska goras inom projektets
ram. Ett exempel: I samband med uppbyggnad av en verkstad
efterfrdgas kompetensutveckling av de lirare som ska anvinda
den. De personer som bygger upp matematikverkstaden bér
inte samtidigt — inom ramen fér uppbyggandet — bedriva kom-
petensutveckling for sina kollegor. Detta bor ske antingen
parallellt i ett eget projekt eller nér verkstaden tas i bruk. Det
sistnimnda rekommenderas.

Resurstillgang. Hur mycket pengar ir avsatta till matematikverk-
stadens uppbyggnad? Nir finns tillgdng till lokal? Hur mycket
tid finns for var och en? Andra resurser? Gor en inventering av
inredning och material som redan finns pé skolan och som kan
placeras i verkstaden. Vem ska géra vad och ansvara fér vad?
Hur kan projektgruppens kompetens anvindas pa basta sitt?
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Projektledare. Behdvs en projektledare eller gar det bra anda?
Erfarenhet visar att det dr en férdel nir en person ar ytterst
ansvarig for att det som ska géras verkligen blir gjort.

Skolledning. Vad férvintas av ledningen? Vad kan skolledningen
forvinta sig av projektgruppen? Ska skolledare vara med i grup-
pen? Om inte, bestdm i det inledande arbetet nir avstdimningar
ska goras.

Delaktighet. Hur och nir ska kollegor informeras och bli delak-
tiga? Vad férvintas av dem? Vad kan kollegorna férvinta sig av
projektgruppen?

Nyckelpersoner. Finns viktiga personer eller miljoer som kan
vara en tillgdng f6r projektet? Det kan vara ndgon pa en annan
skola med erfarenhet av motsvarande arbete eller en stédperson
fran hogskolan. Vilka 6vriga personer, férutom projektgrup-
pens medlemmar, ska vara inblandade? Finns det ndgon som
kan orsaka bekymmer?

Tidsplan. Planera bestimda métestider. Det ér alltid enklare att
stilla in ett méte som inte dr nddvindigt 4n att snabbt hitta en

tid som passar alla. Bestdm &ven i detta sammanhang vem som

ska gora vad, nir det ska gbras och nir det ska vara klart.

Dokumentation. Vilken form av dokumentation behovs? For-
utom minnesanteckningar frin méten bor det finnas en bilaga
med en dtgirds- och beslutsforteckning. Har gruppen behov av
annan dokumentation, tex for information som sprids via sko-
lans webbplats?

Kritiska punkter. Vilka ir projektets svaga punkter? Gor en lista
pa det som skulle kunna hinda men som inte far intraffa. Fun-
dera sedan pa hur dessa eventuella kritiska punkter ska kunna
undvikas eller hanteras om de dnd& uppstér. Exempel skulle
kunna vara férildraledigheter, byte av skolledning, férsvagad
ekonomi eller svrigheter med att frigéra tid fér lararna.

Utvéirdering. Vad ska utvirderas och nir? Varfor och fér vem gors

utvirderingen? Hur ska den genomforas och av vem eller vilka?
Hur ska resultatet &terkopplas och féljas upp?
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Fortsatt verksamhet

Ansvar

12

Diskutera tidigt hur matematikverkstaden ska anvindas och vilka
regler som ska gilla. Hir 4r ndgra exempel:

Alla klasser fir bestamda verkstadstider varje vecka. Ovriga
tider dr bokningsbara.

Arbets- eller lirarlag planerar bokning av matematikverkstaden
for en period i taget utifrdn behov och resurser.

Matematikverkstaden bemannas med lirare som tar emot grup-
per av elever efter 6verenskommelse med klass- eller imnes-
larare.

Matematikverkstaden nyttjas frimst som materialrum och
kompletterar material som finns i klassrum eller matematik-
salar. I de fall material ska finnas till utldning stills krav pa
fungerande rutiner.

Négra salar fr omfattande utrustning och matematikverk-
staden anvinds fér mer specifika andamal.

Sma skolor kan g ett steg lingre. Undersck om det med god
schemaliggning och samarbete finns méjlighet att all matema-
tikundervisning kan forlaggas till matematikverkstaden. Om
inte, kan det kanske fungera om det istillet for en verkstad gérs
i ordning tva vilutrustade matematiksalar som har en del mate-
rial gemensamt.

Bestdm vem som ansvarar for vad. Att alla ska ansvara for allt 4r ett
ineffektivt sitt att fordela arbete. Skilj pa arbete fér att underhélla
och utveckla verkstadens innehall och den matematikundervisning
som sker dir. Nagra exempel:

Inom skolan finns idag olika former av karridrtjinster for tex
utvecklingsuppdrag och mentorskap fér nyutbildade lirare.
Kanske kan ansvar for utveckling av skolans matematikverk-
stad ingd i en s3dan tjinst.
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En ldrare ansvarar fér ordning och praktiskt arbete. En annan
larare ser till att framgangsrika aktiviteter dokumenteras och
sprids till kollegor inom och mellan skolor.

Ett ldrarlag delar pé arbetet efter vars och ens intresse och
6nskemal: en person ansvarar for litteratur, en fér inkop, en for
praktisk tillverkning, en ser till att f6rbrukningsmaterial fylls
pa, en héller sig a jour med aktuella kurser, konferenser etc.

Annan personal tar hand om praktiskt arbete med inkép och
ordning medan lirare skéter det pedagogiska arbetet.

Elever gors delaktiga. De kan f8 egna ansvarsomraden, utprova
nya idéer, komma med forslag och synpunkter samt hjilpa till
med tillverkning av material. P4 en skola utannonserades bland
eleverna vaktmistartjinster i matematikverkstaden. I annon-
sen framgick arbetsuppgifterna tydligt och att 16nen bestod

av att "vaktmaistarna” fick en egen reserverad tid varje vecka

i verkstaden. Lirarna blev glatt 6verraskade av det stora antal
ansdkningar som kom in och 18ste det genom att dela upp lis-
aret i perioder s att flera vaktmistargrupper kunde {3 "anstll-
ning”.

Féraldrar bjuds in till exempelvis kvillar med matematik. Lat
dem bidra med idéer som kan utveckla matematikverkstaden
och dess anviandning, hjilpa till med materialtillverkning,
anskaffning av material mm.

Nir lirare far fragan om vilket stéd de énskar dr det vanligaste sva-
ret: Vi behéver tid! Tid for diskussion med kollegor om planering och
till den praktiska uppbyggnaden. Tid ocksa for att hitta, skaffa, or-
ganisera och sitta sig in i hur olika material fungerar. Tid f6r att ar-
beta fram uppgifter och aktiviteter: att prova, dokumentera och ut-
virdera.

Tid for ett speciellt indamal, tex att bygga upp en matematikverk-
stad, kan ibland ordnas genom prioritering och omférdelning av de
resurser som finns. Konferenstid kan avsittas och kompetensutveck-
lingsdagar utnyttjas. Ett annat sitt dr att omfordela arbetsuppgifter
inom arbetslaget. Tillf4lliga resurser kan ibland frigéras fér uppbyggnad
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av en matematikverkstad. P4 kort sikt, tex under en begrinsad upp-
byggnadsperiod, kan vikarier vara en 16sning pa tidsproblemet. P&
lang sikt dr det inte hallbart att enbart lita till extra resurser.
Erfarenhet pavisar betydelsen av att de ldrare som bygger och ut-
vecklar matematikverkstaden f&r utrymme till det i sin tjinst.

Idéer om lokalens utformning kan man f& genom att besoka redan
fungerande matematikverkstider. Via sokning p& ordet matema-
tikverkstad pa nitet gar det ocksa att gora virtuella besdk och se hur
verkstidder pa andra skolor ser ut. P4 NCM:s matematikverkstadssi-
dor finns en karta med kontaktuppgifter till matematikverkstider
i Sverige.

Ett allmint rad 4r att ha en lokal som ger gott om svéingrum. Aven
om det ibland kan finnas forutsittningar for undervisning i mindre
grupper bér det finnas mojlighet for hela klasser att vara i verksta-
den samtidigt. Vilken inredning som behdvs beror naturligtvis pa
hur lokalen ser ut, vad som redan finns och hur verkstaden ska an-
vindas. En genomtinkt firg- och ljussittning bidrar till en positiv
och kreativ arbetsmiljo.

Méblering som ger stora arbetsytor och rejila forvaringsutrym-
men ir en férutsittning for att matematikverkstaden ska fungera pa
bista sitt. Moblerna bor vara flexibla, de ska l4tt kunna flyttas om
beroende pa dandamaél. Fundera igenom om det 4r en fordel att bor-
den ir hopfillbara eller av klaffmodell och om stolarna ska vara sta-
pelbara. Eftersom antalet elever ofta varierar kan det vara bra med
en grunduppsittning mobler som kan kompletteras med tex pallar.
Hurtsar med hjul medfér flexibilitet. Skép eller hyllor kan placeras
sd att de avskdrmar en lugn vré.

Med god tillgang till material 4r det nodvindigt med forvarings-
utrymmen i form av skdp och lddor. Om allt material dr synligt
kan det ge ett oroligt intryck och det finns elever som da far svart
att koncentrera sig. Det gar att gora innehéllet 6verskadligt trots
att allt inte dr synligt. I s kallade grytsk&p ryms mycket material,
dven sddant som ir skrymmande. Koksskap av 18g modell kombi-
nerat med biankskivor ger bade férvaringsutrymmen och praktiska
arbetsytor i lamplig arbetshéjd. Viggfasta skép ldmnar fritt golvut-
rymme i mitten av rummet. Linkar till inredningsféretag finns pa
ncm.gu.se/mv_inredning.
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Uppbyggnadsarbete

Férutom skap och 13dor behover det finnas hyllor, anslagstavlor och
minst en magnetisk whiteboard. En interaktiv skrivtavla kan sikert
komma till god nytta. Bécker placeras lattillgangligt for att locka till
lasning. Nagra hyllplan, tex i form av tidskriftshyllor, kan reserveras
for exponering av intressanta bocker. Anslagstavlor goér det méiligt
att uppmirksamma aktuella hindelser, nytt material, elevarbeten,
spannande bilder i form av vykort och affischer etc — det ska ofta
hindandgot pd viaggarna. Inspirationsmaterial ska vara bide estetiskt
tilltalande och intressevickande. Finns tillgdng till vatten och avlopp
ger det ytterligare méjligheter i undervisningen.

Det dr nodvindigt att var sak har sin plats. Idéer om hur material
kan organiseras pa hyllor, i skép och 18dor ges i kapitlet Laborativa
material. Att mirka upp allt material och dess plats r tidskrivande
men underlittar for alla att halla ordning.
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Matematikverkstad

Vad kostar det?

Jamfort med utrustning fér flera andra skolimnen medfér en mate-
matikverkstad forhallandevis 13ga kostnader. Mycket material 4r bil-
ligt och ibland till och med gratis, som kapsyler, tomkartonger, tind-
stickor, reklammaterial, tairningar och kortlekar. Samtidigt finns det
ettrikt utbud av pedagogiska material pA marknaden, s kostnaderna
kan variera starkt beroende pa vilka inkdp som gérs och hur mycket
material som finns sedan tidigare. Lokalhyra och personal med spe-
ciellt ansvar f6r verksamheten star i regel for de stérsta kostnaderna.
Ska matematikverkstaden innehélla omfattande teknisk utrustning
som datorer, datorprojektor, interaktiv skrivtavla, dokumentkamera
och avancerade riknare stiger kostnaderna naturligtvis snabbt.
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Laborativa material ska fungera som stéd och stimulans i undervisning och for inlar-
ning av grundldggande matematiska begrepp och idéer. Att vélja, kdpa in, tillverka
och strukturera laborativa material upptar en stor del av arbetet med en matematik-
verkstad. Att sedan ldra kdnna och anvanda material andamalsenligt och effektivt ar
en an stdrre utmaning.

Vilken 4r bakgrunden?

Material har alltid anvénts for att halla ordning p& antal och som red-
skap f6r berdkningar. Tidigt brukades tex inbrinda marken pa djur-
ben eller knutar pd snéren for att illustrera antal. Berdkningar utfér-
des med stéd av handens fingrar eller med hjilp av féremal.

Konkret material for underlittande av rikneoperationer har en
lang historia &ven om det inte alltid varit helt accepterat. Exempelvis
var abakus, riknebord med riknepenningar och kulram tidigt i bruk
men anvindningen av dem férsvann successivt nér skriftliga rakne-
metoder vixte fram. Konkret material tringdes undan nir sifferrak-
ning gjorde sitt intdg och boktryckarkonsten utvecklades.
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Johan Amos Comenius framhéll redan pa 1600-talet betydelsen av
att anvinda olika sinnen och inte enbart ord i undervisningen. I bo-
ken Didactica Magna — stora undervisningsldran betonade han att
all undervisning inledningsvis bér utgoras av saklig 8sk8dning, tex
iform av konkreta féremal. Forst darefter bor orden tillkomma och
ge ytterligare forklaring.

Den gyllene regeln for lirare: allt skall s& mycket som majligt
visas fram infér sinnena.
Comenius

De tv& huvudprinciperna i Didactica Magna ir konkret undervis-
ning och samtalet som arbetssitt. Bdda har relevans for arbete i en
matematikverkstad.

J. A. Comenius (1592 -1670)
Tjeckisk pedagog och teolog som bla verkade for en gemensam undervisning for alla
samhallsklasser och for saval pojkar som flickor.

"Inget minneskunskapsplugg”

Anna Kruse beskriver i borjan av 1900-talet i sin bok Askddnings-
matematik hur material och stoff, snarare 4n lirares férklaringar och
struktureringar, skaleda eleven till matematiska upptickter dir kon-
kretionen ska bidra till forstéelse.

Stoffet skall laggas sa tillgingligt, att barnen 14tt kunna gripa
det, s3 att de f8 en kinsla av att de sjilva gora upptickterna. De
skola aldrig i matematiken f& ngot fardigt. Den fér ej vara na-
got minneskunskapsplugg. Ja, jag gr s langt, att jag skulle vilja
sidga: Barnen skola aldrig f& ndgon regel for hur de skola géra. De
skola ej ha nagra férklaringar, allt ska vara sa klart och &skadligt,
att det for dem blir en erfarenhetskunskap, som dérfor stannar
i minnet, som skapar sin egen regel och dirfér ej behover for-
klaras. - Man brukar tala om att barnen skola inlira det eller
det och sedan indva det. Jag skulle vilja siga, att de skola i ordets
egentliga bemirkelse inse matematiken och sedan indva den.

Kruse
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Anna Kruse (1861-1931)

Ldrarinna och senare férestandarinna for Brummerska skolan i Stockholm. Hennes bok
Askédningsmatematik betraktas som ett klassiskt arbete om matematikundervisning.
Boken finns dven i nytryck fran ar 2010.

Under 1900-talet bidrog flera faktorer till att laborativa material blev
allt vanligare i matematikundervisningen. En av anledningarna var
att tidigare férestillningar om lirande utmanades och vikten av f6r-
stéelse lyftes fram. Elever beh6ver géra manga olika erfarenheter som
senare ligger till grund for lirande p& en mer abstrakt niva.

Vad ir laborativa material?

I den matematikdidaktiska litteraturen finns inte laborativa mate-
matikmaterial entydigt definierade, men ett vanligt sitt dr att dela
in dem i tvd huvudgrupper:

o wvardagliga féremdl vilka finns som verktyg eller fé6remal i var-
dagen, arbetslivet och naturen

° pedagogiska material som ir speciellt tillverkade — kommersiellt
eller av lirare och elever - for matematikundervisningen.

Att skilja pé vardagliga féremal och pedagogiska material kan forst

tyckas enkelt, men snart uppstar frigan var grinsen egentligen gér
mellan dem. Se pé uppriakningen av féljande material:
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Geostrip och multilink ar produktnamn for hopsattbara plastremsor respektive byggbara

kuber.

20

Det ir inte alldeles sjilvklart vad som hor till vilken huvudgrupp.
Vardagliga féremal som stenar far en pedagogisk funktion nir de
anvinds for att visa hur oregelbundna kroppar kan volymbestim-
mas. Elever sinker ned en sten i ett vattenfyllt kirl, samlar upp och
miter den mingd vatten som rinner 6ver, jimfér med den ursprung-
liga mingden vatten och kanske dessutom gér omvandlingar mellan
ml och cm?,

Ett pedagogiskt material kan hanteras som ett vardagligt féremal,
tex om en kubikdecimetermodell fylls med vatten och far fungera
som blomkanna. Det som avgér i vilken grupp ett material placeras
ar hur och i vilket syfte det anvinds. Materialet far sin mening i det
sammanhang dir det brukas.

I denna handledning férekommer laborativa material som sam-
lande uttryck for bade vardagliga foremal och pedagogiska material.
Vi har ocksa valt att utéka med spel som #r limpliga i en matema-
tikverkstad.

Det finns ménga skal till att arbeta laborativt i matematikunder-
visningen, men det bor poidngteras att laborativa material i sig inte
utvecklar elevers kunnande. Gunnar Nilsson har i sin avhandling
Att diga pi funnit att arbete med laborationer har en potential for att
skapa forstaelse och nya insikter, men for att s& ska ske maste vissa
villkor vara uppfyllda. I likhet med flera andra forskare har han
kommit fram till att lirarens roll 4r central och att det har stor be-
tydelse pa vilket sitt ldraren leder laborationen, stéller utmanande
fragor och pekar pé kritiska punkter. Andra villkor ir att det finns
utrymme f6r att prova olika 16sningar och att det fors en diskussion
mellan dem som arbetar laborativt.
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Material ir i sig inte konkretiserande — det ir i undervisningen som
de fér en inneboérd. P4 kommande sidor diskuteras hur arbete med
laborativa material kan ges mening och underlitta for elever att nd
forstéelse.

Mekanisk anvandning

Det hinder att elever hanterar laborativa material pa ett mekaniskt
sitt, med bara ytligt lirande som f6ljd och utan méjlighet att genera-
lisera. Detta kan bero pa hur konstruktdren viljer att visa ett mate-
matiskt begrepp. Elever kanske inte uppfattar materialet pd samma
sitt och dirfér behover liraren lyfta fram och problematisera elev-
ernas varierande tolkningar och alternativa sitt att uppfatta bade
material och begrepp.

Ibland saluférs ett laborativt material med huvudsaklig betoning
pa att det ska géra matematikundervisningen rolig. Larare bor da
fundera 6ver syftet med produkten och granska férsiljningsargu-
menten. Det bér pdpekas att det inte enbart 4r kommersiella mate-
rial som kan leda till att eleverna sysselsitter sig utan att ha tankarna
med sig. Det giller alla material och aktiviteter. Om en elev viger ett
antal féremal utan att nirmare fundera 6ver hur de kidnns i handen
eller reflektera 6ver att sma féremal faktiskt kan viga mer dn storre,
lar det knappast leda till nya insikter.

Sambandet mellan elevens laborativa arbete och lirande i mate-
matik dr ibland svagt. Fér att elever ska fa god kvalitet pa sitt kun-
nande maste aktiviteterna viljas med omsorg och féljas upp med de-
ras egen dokumentation samt tankevickande samtal s att begrepps-
forstéelsen utmanas och utvecklas.

Elevers mojligheter att nd olika nivaer i sitt lirande stér i relation
till lirarens &mneskunskaper och erfarenheter av aktuella material.
Det dr med andra ord visentligt att lirare far tillfalle att pé olika sitt
utveckla sitt eget kunnande. Detta kan ske genom internt erfaren-
hetsutbyte pa skolan, nir ldrarna tillsammans testar material, pro-
var dem i olika elevgrupper, foljer upp, reflekterar, diskuterar och
ger férslag pa vidareutveckling, likasd nir larare far forutsittningar
att delta i olika former av kompetensutveckling med externa hand-
ledare och foreldsare.
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Maénga lirare efterfrigar férslag pa bra material, men det ir inte
helt enkelt att svara pd vad som &r bra, mindre bra eller rent av da-
ligt. En del material kan anses vara battre diarfér att de kan fylla
flera funktioner och vidareutvecklas eller kompletteras. Exempel-
vis finns byggbara kuber som kan vara till nytta for snart sagt alla
matematikomraden som behandlasi grundskolan. Lirare och elever
som arbetar med kuberna ofta och reflekterar éver anvindningen ser
undan fér undan nya méjligheter med dem.

Andra produkter dr enbart lampade for ett specifikt indamél och
kan ddindgon mening betraktas som mindre bra pd grund av begrin-
sad anvindbarhet. A andra sidan kan ett material vara utmirkt, trots
ett smalt anvindningsomréde, om det underlittar férstaelsen av ett
kritiskt moment i matematiklirandet.

Att utgd frdn samma material for att belysa olika innehéll kan un-
derlitta for elever att gora kopplingar mellan begrepp. Ett exempel
pa detta dr Tdnjbar tallinje som askadligt kan visa brak och procent
samt sambanden mellan dem.

Tdnjbar tallinje finns som en aktivitet
under Stradvorna, ncm.gu.se/stravorna.

Vissa material lockar till aktivitet
tack vare att de dr skona att taioch
har en tilltalande form eller glada
farger. Detta gor att eleverna spon-
tant provar material — kanske helt
utan tanke pa matematik. Liraren
bor dé stilla fragor som lederin och
gor eleven medveten om matema-
tikinnehallet.
Den fysiska kvaliteten r bety-
delsefull. Ett bra material ska tala
att hanteras av manga elever under lang tid, det ska halla utan att se
slitet och trakigt ut och vid behov enkelt kunna rengoras.

Granskas hela utbudet av laborativa material gér det dven att finna
produkter som snarare laser elever vid vissa férestillningar dn funge-
rar som ett stod fér fortsatt begreppsbyggnad. Ett material kan vara
ett andamalsenligt verktyg for elevers lirande, men ocksd en ater-
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vandsgrand for deras fortsatta forstielse. Detta kan tex intraffa vid
arbete med cuisenairestavar dir syftet dr att eleverna ska fa férstéelse
for matningens idé genom att se relationer mellan stavarnas lingder.
Om eleverna fokuserar enbart pd sambandet mellan firg och lingd,
som att vit=1,r6d =2 osv reduceras uppgiften istillet till triviala rik-
nedvningar i addition.

Det som avgér i vilken man ett material dr bra, r alltsa hur det an-
viands i forhéllande till vad som ska liras.

Det finns gott om bade fardigproducerade spel att kopa och idéer om
spel som elever och lirare kan gora sjilva och sedan utveckla - bada
kategorierna har en given plats i verkstaden.

Det tycks finnas en vanlig, och kanske forenklad, forestillning
om att spel 4r roliga och darfér bra att spela, men det finns mer att
himta i spel 4n att enbart se dem som en guldkant pd matematik-
lektionerna.

Det tar tid att tillverka och forbereda spel, och det tar tid att spela
dem. Dessutom kan det vara svart att organisera sd det gar att ha kon-
troll éver vad som hinder och vilket lirande som sker. Dérfér bér spel
viljas med omsorg utifan syftet med varje enskilt spel.

Gillian Hatch har under tre ar studerat vad som hinder d elever
spelar spel med inriktning mot algebra:

Genom att spela spel kan nya, och ibland ganska svara, begrepp
introduceras for eleverna pé ett sitt som ir roligt och som ut-
manar tankarna. Spel uppmuntrar eleverna till samarbete nir
de soker efter 16sningar och ofta arbetar de 6ver sin vanliga niva
tack vare den avslappnade atomsfiren da spel spelas.

Hatch, var dversittning

I What kind of game is algebra? beskriver Hatch férdelarna med att
lata eleverna spela algebraspel. Vissa resultat var sjilvklara, medan
andra mirktes forst efter hand. Ett spel kan generera stora mingder
fardighetstraning och ge algebraiska symboler mening. Ett bra spel
bidrar till begreppsutveckling och att eleverna drar slutsatser och ge-
neraliserar. Spel kan utnyttjas fér att introducera idéer och begrepp
som kan vara svira att komma &t pd annat sitt.
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Ett spel kan f3 elever att prata matematik, diskutera och se nyttan
med tex huvudrikning. Spel avsléjar oftast inte hur ett problem
ska 16sas, vilket gér att de manga gdnger kan spelas pa flera nivaer.

Det ar accepterat bland elever att de lir sig reglerna efter hand.
Spel spelas ofta i en omgivning dir det finns hjilp att fa och det un-
derlittar ocksa att spelpjiserna dr konkreta féremal. Spel tillater en
elev att "gébmma sig” bakom exempelvis spelregler tills han kinner
sig siker p& det matematiska innehallet.

Givetvis finns det mdnga andra aktiviteter som kan leda till de
fordelar som finns beskrivna ovan, men négra tycks vara unika fér
just algebraspel.

Hur och nir laborativa material kan bidra till forstaelse dr frigor som
behover stillas vid lektionsplanering.

Hur? handlar om att kdnna till ett materials mojligheter sd att det
kan anvindas for helt skilda indamaél och aktiviteter. Aven mate-
rial som vid férsta anblicken kan tyckas starkt begrinsade gar oftast
att bruka pa fler sitt om nagon férutsittning dndras. Ett spel kan
tex ge stérre inlirningseffekt om deltagarna spelar i par och hela
tiden maste diskutera nista steg. Med ett meterhjul ska naturligtvis
strickor mitas upp, men aktiviteterna som siddana kan se mycket
olika ut. Manga aktivitetsidéer gir att omsitta med flera sorters ma-
terial. Nagra exempel p& material och aktiviteter:

Elever sitter rygg mot rygg. En bygger i hemlighet en figur, kam-
raten ska genom att félja den muntliga beskrivningen bygga en
kopia. Material som kan anvindas ir tangram, byggbara kuber,
lego, mangfirgade stickor, mosaik och logiska block. I en sidan
aktivitet behéver eleverna utbyta information och de ges méj-

lighet att kommunicera om och med matematik.

Bestdmma brdk genom att jdmfora. Satt en bestimd del i materialet
till 1 eller en areaenhet. Jamfér de olika delarna. Vilka ar stérre?
Vilka dr mindre? Hur ménga génger storre eller mindre? Detta
fungerar med cuisenairestavar, geobride, tangram, mosaik och
flera andra material. I denna och nista aktivitet ges férutsitt-
ningar for att eleverna ska bli fértrogna med grundliggande mate-
matiska begrepp. Eleverna far tillfalle att éva upp sin férmaéga att
anvinda olika brakbegrepp och att se samband mellan dem.
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Owa procent utan rutor. Tag en handfull byggbara kuber, mosaik,
mangfirgade stickor, pirlor, knappar eller leksaksdjur. Om
dessa motsvarar 75%, hur manga ytterligare maste plockas fram
for att det ska bli 100%? Hur manga procent dr réda? I den har
Svningen fér eleverna arbeta med begreppet procent. De kan
ocksa visa sin formaga att vilja och anvinda lampliga matema-
tiska metoder fér att berikna hur ménga som fattas till 100 %
och hur stor andel som har olika farger.

Dela saker. Resultatet kan bli patagligt olika om det dr pengar,
bananer eller ballonger som ska delas mellan flera personer. I
de hir situationerna kan eleverna utveckla sin férméaga att féra
matematiska resonemang genom att motivera och argumen-

tera varfor resultaten kan bli s8 varierande beroende pa vad som
delas.

Positionssystemet kan askadliggoras med vitt skilda material.
Négra exempel ar snickor eller kottar i olika storlekar eller av
olika art, egenhiéndigt gjorda lerfigurer, buntade glasspinnar,
kapsyler samlade i olika stora burkar, tiobasmaterial och abakus.
Eleven kan ges mojlighet att trina sin formaga att representera
tal med hjilp av konkreta foremal, via bilder och informella
symboler for att sedan komma 6ver till formella symboler som
siffror. Liraren kan dven gora kopplingar till historiska sam-
manhang och till hur symboler fér tal har utvecklats i olika kul-
turer.

En lirare som dr vil fértrogen med ett material kan littare fanga till-
fallen i flykten och utoka anvindningsomradet.

En pizzaskdrare kan fungera som ett litet mdithjul.
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Nistan alla — barn som vuxna - som férsta gdngen kommer i kon-
takt med ett nytt material bérjar underséka det. Det vrids och viinds,
provas och frigor dyker upp: Vad hédnder om ..? Kan man ...? Gdr det
att ..? Lat ett eller ett par av de forsta tillfillena i verkstaden gé till
elevernas egna undersékningar. Detsamma giller nir ett nytt ma-
terial introduceras. Att se hur elever tar sig an ett fér dem nytt ma-
terial kan vara ett bra sitt att avgéra om de forstatt ett matematiskt
innehall eller om de bara har lirt sig att hantera det tidigare anvinda
materialet rutinmaissigt.

Ndir? beror till stor del pé de val som gors av arbetssitt. Ett material
ska utnyttjas nir det kan fungera som stdd eller bidra till begrepps-
utveckling och férstéelse. Elever befinner sig pa varierande kognitiva
nivaer. De ldr pé skilda sitt och i olika takt. Darfér bor anvindnings-
sitt och tidpunkt for tillgéng till material variera.

Négra elever har redan sd god forstaelse av det aktuella begreppet
att ett material inte fyller ndgon funktion. Dessa elever kan da istil-
let anvinda samma material for firdighetstrining eller f6r ytterli-
gare undersdkningar.

Andra elever behover ett taktilt material i borjan av begrepps-
utvecklingen, for att senare fa ett visuellt st6d och till sist befésta
begreppet utan hjilpmedel. M&nga lirare har berittat om elever som
reser sig upp fran sin plats for att g8 och himta ett material men vin-
der pa vigen. Eleven har kommit till egen insikt om att stodet inte
langre behdovs.

Att siga att ett material ska anvindas pa ett visst sitt, en viss tid
och lika for alla dr oftast felaktigt. Av den anledningen bér inte la-
borativt arbete enbart begrinsas till schemabundna tillfillen i ma-
tematikverkstaden. Det finns inget som séger att det r just pa tis-
dagslektionerna som material behévs. Darfor dr det nodvindigt att
det ocksa finns laborativa material i klassrum och matematiksalar.

Av organisatoriska skil kan det vara s8 att det bara finns ett visst
tillfille i veckan avsatt f6r varje klass i verkstaden. D3 bor aktivite-
terna viljas sd att samtliga elever kan arbeta med dem samtidigt men
péfleranivder. Arbetet kan ocksa liggas upp som stationssystem, vil-
ket innebir en annan utformning av lektionen. Férslag ges pd s 90-91.

Att tanka pa

26

Douglas H Clements och Sue McMillen ger i artikeln Rethinking con-
crete manipulatives sin syn pa hur och nir laborativa material kan
anvindas. Punkterna nedan, fritt 6versatta, kan fungera som under-
lag vid diskussioner och stillningstagande till vilka material som ska
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anskaffas till matematikverkstaden och vilka material som ldmpar
sig fér den 6vriga matematikundervisningen.

Oka elevers anvindande av laborativa material. De flesta elever
utnyttjar inte laborativa material s3 ofta som de borde. Genom-
tinkt anvindning kan férbéttra férstaelse inom nistan varje
omrade. Korta pass med material kar inte ldrandet i ndgon
storre omfattning. Det behévs inskolningstid fér att elever ska
uppfatta laborativa material som redskap for matematiskt tan-
kande.

Inse att elever skiljer sig dt och behover anvinda material pa olika
sdtt. Manga elever arbetar bist om de far vilja det laborativa
material som passar dem eller kanske bara arbeta med hjilp

av papper och penna. Elever behéver ha tillgdng till laborativa
material olika linge.

Uppmuntra elever att ta hjdlp av laborativa material for att losa
problem och sedan reflektera over losningarna. Erfarenheter av
olika slag hjilper elever att bygga upp och befista férstaelse. Be
eleverna forklara varje steg i sina 16sningar och att undersdka de
fel som eventuellt har uppstatt.

Skaffa egen ldrarerfarenhet av material. Elevers instéllning till
matematik forbittras d& de arbetar med laborativa material,
speciellt om liraren 4r vil medveten om dess potential.

Vilj laborativa material for att elever ska anvinda dem. Lirares
demonstrationer ir virdefulla, men material 4r i férsta hand till
for eleverna.

Vilj laborativa material som tilldter eleverna att ta tillvara sina
informella metoder. Material ska inte hindra eller begrinsa elev-
ernas arbete utan ska leda till att eleverna finner det menings-
fullt att utforska matematiska idéer.

Var forsiktig med att vilja forkonstruerade laborativa material.
Fér yngre elever kan det tex vara bittre med kuber som kan sit-
tas samman och tas isir dn med firdiga tiostavar och hundra-
plattor.

Vilj material som kan fylla flera syften. En del material, som
spelmarkérer eller tvafirgade kort, kan fungera som stéd for
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ramsrikning, platsvirde, aritmetik, ménster och ménga andra
omraden. Denna allsidighet gor att eleverna kan hitta flera
anvindningsomraden for ett material.

N ett omrdde introduceras, vilj ett enda laborativt material istdl-
let for flera olika. En idé kan presenteras med hjilp av ett flertal
laborativa material men elever kan dra férdel av att inlednings-
vis hantera ett som ir kint. De behéver inte férst dgna tid 3t att
bekanta sig med materialet. Ska da alltid bara ett material tas

i ansprék? Nej, elever finner olika material meningsfulla. Att
gemensamt reflektera dver och diskutera samma begrepp med
hjilp av flera olika material hjilper eleverna att gora den mate-
matiska idén tydlig, to abstract the essence.

Lirare brukar ofta uppticka att det redan finns ménga material pd
skolan - fast oorganiserade och pa olika platser. Det dr darfér bra att
starta med en inventering. Vad finns i klassrum, grupprum, arbets-
rum, materialrum, killare, vind, skolbibliotek och andra lokaler?
Manga lirare har 6nskemal om nist intill obegrinsade mingder
material i verkstaden. Det finns flera férdelar med god tillgdng pa
material — det ricker till alla, dr 14tt att variera, var och en kan f4 ar-
betamed ett material som passar dem etc —samtidigt dr det viktigt att
peka pé nackdelar. Det spelar ingen roll hur mycket en skola satsar pa
laborativa material om inte ldrarna har goda kunskaper om lidrande i
matematik. Det dr bittre med firre material som alla kan anvéinda én
manga som bara blir liggandes i skdp och lddor. Uppmirksamma de
behov av laborativa material som finns och som allt eftersom uppstar.
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Listor till stod

En matematikverkstad ar fylld av material av skilda slag. P& ncm.gu.se/
mv_material finns listor dver kontorsmaterial, forbrukningsmaterial
och laborativa material. Listorna kan ge dverblick, fungera som dis-
kussionsunderlag och ligga till grund fér egna sammanstillningar.
Fér att méjliggora en god férvaltning av de ekonomiska resurserna
bor det fran borjan goras klart om avsatta medel ska disponeras for
all sorts utrustning eller om de i férsta hand ska ticka inkép av la-
borativa material.

P4 de flesta skolor med en matematikverkstad bedrivs indé st6rsta
delen av matematikundervisningen i andra klassrum och matema-
tiksalar. Darfor dr det viktigt att skolans lirare diskuterar igenom
vilka material som ska finnasi de olika rummen. Vad har vi plats for?
Hur mycket kan vi vid behov ldna frdan verkstaden? Ska det finnas en
mindre depd ndira klassrummen eftersom vi har lang viig till verkstaden?
En lista att utgé frén vid dessa diskussioner finns ocksa p& webben.

Det finns ett nist intill obegrinsat utbud av pedagogiska material
och det tillkommer bdde nya produkter och forséljningsstillen. En
handfull av de stérre svenska foretagen dr kinda av ménga lirare,
men det finns andra mindre féretag som inte &r lika vilbekanta. P3
webbsidorna p& ncm.gu.se/mv_foretag finns lankar till bide svenska
och utlindska féretag. Flera foretag skickar varje r sinanya kataloger
till alla skolor, men eftersom alla inte gér det kan det vara bra att ga
igenom listan och bestilla de kataloger som saknas. Agna tid &t att
bldddra i dem da de inte bara visar material utan dven kan ge uppslag
till undervisningsinnehall. Eftersom féretagen har egna webbplatser
ir det smidigt att soka, jamféra och bestilla material.

Vardagliga féremal och verktyg ar oftast billigast och enklast att
képa i livsmedelsaffirer, varuhus och detaljhandeln.

En delldromedelsforetag har permanenta utstillningar dir labora-
tiva material presenteras. Manga stiller ut sina material vid tex kon-
ferenser, biennaler, biennetter och missor. Det finns ocksi media-
centraler, eller motsvarande, som har en éppen verksamhet dit lirare
kan komma fér att bland annat ta del av utstillningar med lirobdcker
och laborativa material. Ett urval av laborativa material finns 4ven i
NCM:s matematikverkstad.
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Manga som bérjar bygga en matematikverkstad tycker, oavsett tidi-
gare erfarenheter, att arbetet forst kinns rorigt och odverskadligt.
Att hir ge en struktur som passar for alla verkstiader dr svart eftersom
forutsittningarna varierar fran skola till skola. Féljande punkter kan
ses som exempel pa sitt att bringa ordning:

Att utveckla formdgor. Det som ska styra och prigla matema-
tikundervisningen ir liroplanen. Genom undervisningen ska
eleven ges férutsittningar att utveckla ett antal beskrivna
formagor i matematik. Syfte och Centralt innehdll kan arrang-
eras i en matris dir exempel pa laborativa material och aktivi-
teter skrivs in och knyts till kursplanen. Dirmed fértydligas
syftet med arbetet. Att varje ruta ir ifylld 4r ingen garanti for
att undervisningen &r heltickande, men det kan ge en finger-
visning om vilket innehll som behéver uppmiarksammas och
konkretiseras. Bdde grundskolans och gymnasieskolans kurspla-
ner finns sammanférda i Strivorna och det finns mer att 14sa pa
ncm.gu.se/stravorna. Dir finns dven en matris som kan skrivas ut
och kopieras till skrivvinligt A3-format for att ge plats for egna
anteckningar.

Rubriker fran Centralt innehdll. For att organisera allt mate-
rial i skdp och lador har ménga verkstadsbyggare valt att gora
en indelning frdn kursplanens dmnesinnehall: taluppfattning,
algebra, geometri, sannolikhet och statistik, samband och for-
indring samt problemldsning.
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Planeringsunderlag. Tankekartan som beskrivs pa sid 102-105
sitter in aktiviteter och material i ett didaktiskt sammanhang,
Det finns lirare som fyller i en tankekarta och sparar den till-
sammans med underlag f6r aktiviteten i en parm eller ligger

ut den pa skolans intranit. Tankekartorna kan sedan fylla flera
funktioner: kom-i-hdg till ett annat tillfille, idéspridning kolle-
gor och skolor emellan samt konkretisering av undervisningsin-
nehéll som blir tillgingligt f6r elever och foréldrar.

Det dr mojligt att diskutera var ett material eller en aktivitet hor
hemma - sévil den teoretiska kopplingen till kursplanen som den
fysiska placeringen p& hyllor och i skdp — nistan hur linge som helst.
Manga produkter och aktiviteter passar pa flera stillen. Tirningar
kan anvindas till taluppfattning och sannolikhet. Material fér att
mita kan brukas till bide taluppfattning och geometri. Talmonster
startar ofta i aritmetik men kan fortsitta éver till algebra, ibland via
geometriska ménster. Exemplen kan goras ménga. Man maste helt
enkelt till slut bestimma sig f6r hur strukturen i den egna verksta-
den ska se ut, men ocksa vara beredd pa att den sikert kommer att
revideras. Det dr ingen nackdel, férutom att det tar tid, eftersom en
verkstad ska leva och utvecklas.

Ett praktiskt bekymmer 4r ocksé att alla material inte 4r av samma
storlek och form. Darfér kan det vara svart att hitta en perfekt struk-
tur som stimmer med de férvaringsméjligheter som finns i lokalen.

Nir grundstrukturen i verkstaden ir bestimd ska alla material ord-
nas sa dverskadligt som méjligt. Nagon form av 13dsystem behovs
dven for de material som ska finnas p8 hyllorna.

Ett vil beprévat och kostnadsfritt sitt dr att anvinda locken

till kopieringspapperskartonger. Tar de slut pa skolan finns det
sikert kontor i nirheten som girna delar med sig. Eftersom
locken ir lite storre 4n A4-format passar det bra att laminera
underlaget till en aktivitet och ligga det i locket tillsammans
med det material som behovs. Lockets front marks med aktivi-
tetens namn. En nackdel med locken #r att de inte 4r stapelbara,
men det kan 18sas genom att hyllplan sitts tétt. I de fall 13dans
inneh3ll enbart bestar av ett laminerat ark och tunt material,
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kan 18ga kartonger vara ett mer utrymmessnalt alternativ. Kar-
tongerna kan férvaras i tex postsorteringsfack.

Mirk dven hyllkanten. Det blir mycket enklare att hdlla ordning — och att se vad som fattas!

 Ett stapelbart och billigt komplement #r plastburkar i alla tink-
bara storlekar och férger. Fraga tex i affarer som siljer 16sgodis
om skolan kan fa de tomma nistan kubformade plastburkarna.

¢ Champinjonlador frin mataffirens gronsaksavdelning ir ytter-
ligare ett stapelbart alternativ. Dessa 18dor 4r storre 4n kartong-
locken och plastburkarna.

* Det finns ocksd ménga snygga och praktiska lddor och
kartonger att képa. Négra forslag visas pa

ncm.gu.se /mv_inredningsforetag.

* Férutom lador och kartonger kan material och aktiviteter
exponeras pa andra sitt. Tavellister och krokar dr bra exempel.

* Glém inte bort att utnyttja taket for att hinga upp saker, men
undvik 6verexponering.
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Maénga viljer att 4ven samla ldrarlitteratur och lirares idéer och upp-
slagi matematikverkstaden. [ uppmairkta tidskriftssamlare laggs lek-
tionsbeskrivningar, aktiviteter, problemuppgifter, férslag, utvirde-
ringar, broschyrer, kompendier etc s3 att de fungerar som idébank
for samtliga kollegor.

Larare som bérjar uppticka hur stort utbudet av aktiviteter ir in-
ser snart att det handlar mer om att vilja och utesluta in att forsoka
skaffa s& mycket som mojligt. Har féljer forslag och i férekommande
fall finns lankar och annan information pa ncm.gu.se /mv_aktiviteter:

I ldrobicker och sirskilt i ldrarhandledningarna, finns manga
bra idéer, aktiviteter och uppslag fér en matematikverkstad.
Det finns dven mingder av inspirationsbicker som bade innehél-
ler aktiviteter och uppslag till egna lektionsidéer.

Maénga av de aktiviteter som finns under Strdvorna fungerar
mycket vil i en matematikverkstad. Flertalet av dem ger férslag
pa hur laborativa material kan anvindas i arbetet med i princip
alla olika matematiska innehéll som finns i kursplanen.

Uppslaget i Ndmnaren bestar av en praktisk lektionsidé som
laggs ut i fulltext pA Namnarens webbplats.
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Ndmnarens Problemavdelning innehéller manga problem som
det gar att arbeta laborativt med. Aven dessa laggs ut i fulltext.

Kdngurun — Matematikens hopp! Tredje torsdagen i mars varje
ar genomfors denna internationella matematiktivling. Svenska
arrangorer &r NCM och Kungliga Vetenskapsakademien. Syftet
ir att stimulera intresset fér matematik. Elever ska inte bara
arbeta med problemen denna dag, utan dess méjligheter kom-
mer undervisningen till gladje dven efterat, tex genom 18sning
och diskussion i grupper och klasser. Mer information, tidigare
ars uppgifter och férslag pa hur man kan arbeta vidare finns pa
Kingurusidan.

Lankar till andra tivlingar som kan ge uppslag till aktiviteter
finns ocksé pa Kangurusidan.

Adventskalendrar med matematikinneh4ll ges ut av tex
Nimnaren, den danska tidskriften Matematik och den norska
samarbetsorganisationen pa www.matematikk.org.

PRIM-gruppen har stillt ssmman ett antal matematikuppgif-
ter i en Uppgiftsbok som kan laddas ner fran nitet. Syftet 4r att
eleverna ska f arbeta med uppgifter vars svar kriver lite lingre
redogérelser och resonemang. Uppgifterna limpar sig for arbete
i grupp, kan ha flera 16sningar som #r korrekta och manga
ganger ir laborativa material bade en tillgdng och en forutsitt-
ning.

Mattegommor ir det svenska namnet pa laborativa aktiviteter
fran Mathematics problem solving task center i Australien. Lis
ocksd om Mattegdmmor pa Sveriges matematiklirarforenings
webbplats, www.smal-matte.com.
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| matematikundervisningen ar elevernas begreppsutveckling i fokus. Det innebér att
eleverna maste f3 tillgang till matematikens uttrycksformer for att kunna kommuni-
cera i, med och om matematik. | detta kapitel gors en genomgang av begrepp och
uttrycksformer. En begreppstavla presenteras, vilken kan fungera som stod fér under-
visning om ett aktuellt matematiskt begrepp.

"Alla” som undervisar i matematik talar om vikten av att arbeta med
begrepp och att eleverna ska & god begreppsforstaelse. I Lgr 11 skrivs
det fram att undervisningen i matematik ska ge eleverna férutsitt-
ningar att utveckla sin férmaga att anvinda och analysera matema-
tiska begrepp och samband mellan begrepp. Men vad menas egent-
ligen med begrepp?

Slar vi upp begrepp i en etymologisk ordbok framgar det att or-
det ursprungligen kommer frén det fornsvenska begripa, som i sin
tur kan hirledas fran det 13gtyska 'begripen’ med betydelsen gripa
(med tanken). I Nationalencyklopedin forklaras begrepp med "det
abstrakta innehéllet hos en spraklig term”.

Redan inledningsvis bor det uppmirksammas att ett matematiskt
begrepp inte dr f6r evigt definitivt, exakt, absolut och klart avgrinsat
- tvirtom kan det férdndras och utvecklas 6ver tid i takt med att ma-
tematiken och dess anvindning utvecklas. Ett exempel pa detta ger
Cecilia Kilhamn i sin avhandling nér hon beskriver de férindringar
som det begrepp vi idag bendmner negativa tal har gatt igenom:

Historisk utveckling av negativa tal i viisterldndsk matematik
1500-talet: Inget erkdnnande av negativa tal.

1600-talet: Erkdnnande av negativa tal som 16sningar till ekva-
tioner.
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Begrepp -
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Slutet av 1600-talet och bérjan av 1700-talet: Negativa tal
anvindes men med reservationer.

1700-talet: Fri anvindning av negativa tal och de forekom i
bocker dven om de inte var matematiskt definierade. Det fanns
dven matematiker som forde debatter mot negativa tal.

1800-talet: Forsdk gjordes for att ge en matematisk grund till
negativa tal.

Slutet av 1800-talet: Formell matematisk definition av negativa
tal.

Aven om negativa tal successivt accepterades nir det handlade om be-
rakningar, tog det indd manskligheten flera d&rhundraden atterkénna
dem som tal med egna egenskaper. I bérjan av 1800-talet existerade
inte negativa tal i det dagliga livet. Affarsmin och banker bokférde
med hjilp av debet och kredit och undvek pa s8 sitt negativa tal.

En 18sning fér att definiera negativa tal blev att omdefiniera be-
greppet tal. En utveckling av ett begrepp kan allts8 leda till att dven
andra begrepp vidareutvecklas.

matematikens byggstenar

Begrepp dr minskliga tankekonstruktioner och kan betraktas som
matematikens byggstenar. Ett matematiskt begrepp kan vara ett ma-
tematiskt objekt som tex en kvadrat, en process som tex subtraktion
eller en egenskap som tex volym.

Med exempelvis begreppet area avses det abstrakta innehall vi
ligger i benimningen area eller med andra ord - vad vi menar med
area. Nir vi arbetar med begrepp i skolan behéver flera delar beaktas:

Begreppen representeras med hjdlp av olika uttrycksformer. Det
kan ske med laborativa material, ord, bilder, omvirldssituationer
och symboler.

Begreppens egenskaper. I det hir ssmmanhanget betraktas egenska-
per synonymt med vilka kinnetecken eller vilken beskaffenhet
ett begrepp har. En egenskap hos addition &r att det inte spelar
nagon roll i vilken ordning man adderar. Egenskaper hos ett
matematiskt begrepp kan anges i definitionen. Egenskapen att
arean av en yta inte dndras om ytan roteras kan tex ingdien
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grundliggande definition av begreppet area. De matematiska
begreppens egenskaper kan ocksa faststillas genom att man
genomfor ett bevis, tex visar att varje triangel i den euklidiska
geometrin har vinkelsumman 180°.

Relationer till andra begrepp. Varje matematiskt begrepp ankny-
ter till andra begrepp. Det finns exempelvis en relation mellan
begreppet kvadrat och begreppet area: varje kvadrat har en area.
Diremot finns ingen lika uppenbar relation mellan kvadrat och
subtraktion: man kan tex inte subtrahera en kvadrat fran en
annan kvadrat. Det gér ddremot att subtrahera arean pd en min-
dre kvadrat fr3n arean p4 en storre kvadrat for att £3 fram skill-
naden mellan storleken pd kvadraterna. Begreppet area ir inte
begrinsat till att handla om kvadrater utan har mening fér savil
regelbundna som oregelbundna former.

Definition. I en definition férséker man s& exakt som mojligt att
precisera vad som utmirker det aktuella begreppet, s8 att det
ocksé gar att sirskilja frén andra begrepp.

Under rubriken Vad dir en begreppstavla? pa sid 41 ges ett konkret ex-
empel pa hur lirare kan fa st6d i sin lektionsplanering for att ovan-
stdende delar av begreppet tas upp i undervisningen.

Eftersom varje begrepp ir en tankekonstruktion behover de ndgon
form av "etiketter” for att vi ska kunna kommunicera med och om
dem. Vi méste dirfor representera begreppet med hjilp av olika ut-
trycksformer som tex laborativa material, ord, bilder, omvirldssitua-
tioner och symboler.

I Lgr11 anvinds benimningen "uttrycksformer” men i kommen-
tarmaterialet till kursplanen i matematik férekommer bade "ut-
trycksformer” och "representationsformer”. I gymnasiets liroplan,
Lgy 11, finns "uttrycksformer” en gng i den gemensamma syftestex-
ten for matematikimnet, medan benimningen "representationer”
forekommer under rubrikerna Centralt innehéll och Kunskapskrav.
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Diskussioner fors bland matematikdidaktiker huruvida benimning-
arna uttrycksformer och representationer ir synonyma eller om de
stér for olika foreteelser. I det senare fallet finns lite olika tolkningar
varav en ir att representationen star fér ndgot, tex ett matematiskt
begrepp, medan uttrycksformen anger formen, dvs hur matemati-
ken kommuniceras. Ett konkret exempel pa detta 4r nir en person
ritar flera olika trianglar som alla far representera begreppet triangel,
men dir uttrycksformen i samtliga fall 4r en bild.

I Nimnarenartikeln Matematiska uttrycksformer ochrepresentatio-
ner menar forfattarna att de bada orden ofta far std f6r samma sak,
men i artikeln tas de upp och férklaras separat. Liksom i det tidigare
exemplet hoér uttrycksformen samman med i vilka former som re-
presentationer uttrycks, men i artikeln fér de d4ven in med vilka me-
dier som detta sker. Exempel ges p& hur bildlig representation kan
uttryckas med hjilp av en graf pé papper, med grafritande riknare,
pa interaktiv skrivtavla etc. Artikeln sammanfattas med att repre-
sentationer och uttrycksformer naturligt gdrinivarandra och att det
manga ganger ir enklast att tinka pa dem som ett begrepp med bade
innehall och form. Artikelférfattarna anser att oavsett synsitt sa ar
det vdsentliga att representationer och uttrycksformer &r till for att
vi ska f& mojlighet att tinka pd, anvinda och kommunicera matema-
tiska begrepp pa olika sitt.

Representationer

Representationer ersdtter ndgot och stdr i stdllet fér ndgot annat. Sjdlva ordet representa-
tion kommer av det latinska repraesenta’tio’ som betyder "dskddliggorande framstallning
eller exempel”. En viktig egenskap hos en representation dr att den gor det representerade
indirekt ndrvarande for anvandaren. Nationalencyklopedin

| den engelsksprakiga litteraturen refererar termen representation till bdde process och
produkt.”... in other words, to the act of capturing a mathematical concept or relation-
ship in some form and to the form itself.” NCTM

38

Olikheter i synsitt kan ocksd uppfattas som att kurs- och &mnespla-
ner ir texter som ir 6ppna fér tolkningar. Det kan ses som ett tecken
pa att vi, inom matematikutbildning i stort, inte har ndgon tillrack-
ligt entydig terminologi eller vedertaget sprakbruk och att det dr en
stindigt pagdende process att fylla orden med mening.
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Forstd och anvdanda olika uttrycksformer

Lirande i matematik kan beskrivas som en kumulativ process dar
man stegvis fér tillgdng till allt fler och mer avancerade uttrycks-
former. Att kunna uttrycka sig pa flera sitt ir ett tecken pa god be-
greppsférmaga. "Den som kan anvinda flera olika sitt att beskriva
samma begrepp har en rikare begreppsbild och dirmed en mer funk-
tionell begreppskunskap”, konstateras i Algebra for alla.

For att 3 stod i sin begreppsutveckling behéver eleverna ges méj-
lighet att méta ett och samma matematiska begrepp med hjilp av
flera olika uttrycksformer. Begreppet kan dirigenom bli mer kon-
kret, tillgangligt f6r reflektion, hjilpa eleverna att f& éverblick och
att strukturera sitt tinkande. Darfor ricker det inte att enbart rikna
med siffror och bokstiver i en lirobok utan eleverna maste fa arbeta
med fler uttrycksformer som att

underséka med laborativa material, "penna och papper” eller
digitala hjilpmedel

med ord (vardagliga ord och matematiska termer) tala och
skriva matematik

anvinda bildsprék, med allt ifrdn egna informella skisser till
professionellt framtagna illustrationer

exemplifiera med hjilp av verkliga och fiktiva situationer i nir-
miljé och omvirld

beskriva sina tankegdngar med hjilp av, for kunskapsnivin
lampligt, matematiskt symbolsprak.

Vi har omarbetat uppdelningen pa fem uttrycksformer utifran Ric-
hard Leshs klassiska schematiska bild &ver representationer och de-
ras kopplingar till varandra.

Vardagliga ord
O d glg

L aborativa material Matematiska termer

Bild

Situationer Matematiska symboler
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Vihar valt att sitta rubriken Ord pé en av uttrycksformerna dir bade
informellt vardagssprak och formella matematiska termer inklude-
ras. Badde Ord och Symboler kan férekomma i savil tal som skrift.

Man kan ocksa vilja andra sitt for uppdelning, som exempelvis
i fysiska, bildliga eller grafiska, verbala, numeriska och symboliska
uttrycksformer.

Interna och externa representationer

I kunskapséversikten Laborativ matematikundervisning — vad vet vi?
refereras till forskarna Gerald Goldin och Nina Shteingold som delar
upp representationer i tva kategorier:

interna representationer ir elevens eget vardagliga sprak, visuella
bilder, informella figurer och symboler etc

externa representationer utgar frdn matematikens konventio-
nella symbolsprak som tex sittet att notera i positionssystem,
formell algebraisk notation eller hur tallinje och koordinatsys-
tem anvinds.

Samspelet mellan interna och externa representationer ses som fun-
damentalt fér effektivt matematiklidrande. Eleverna ska férst £f3 méj-
lighet att utveckla indamalsenliga interna representationer som de
sedan ansluter till de externa representationerna. Goldin och Shte-
ingold anser att elevers begrinsningar for att férstd matematik ibland
kan bero pé att deras inre system av representationer bara ir delvis
utvecklat och kan darfor medféra hinder, svarigheter och missupp-
fattningar. Genom att 6ka fokus pa interaktionen mellan interna och
externa representationer finns det méjlighet att fler elever lyckas
med skolmatematiken. I praktiken, menar de, innebir det att ma-
tematiska idéer introduceras genom att undervisningen borjar i det
konkreta och sedan gar vidare till allt mer abstrakta representationer.

Oversatta och vélja mellan uttrycksformer

40

Elever behéver utveckla sin férmaga att dversitta och vilja mellan
olika uttrycksformer. Det innebir forstéelse for uttrycksformernas
inbordes forhllande, att ha kinnedom om deras styrkor och svag-
heter samt att kunna vilja lamplig uttrycksform beroende pa situa-
tion och syfte.
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Nir elever aktivt engagerasiatt uppfatta sambanden mellan olika ut-
trycksformer, stirker det den matematiska forstaelsen av begreppet,
men det ir inte givet att eleven pd egen hand kan éversitta mellan
olika uttrycksformer som t ex mellan laborativa aktiviteter och mate-
matiska symboler. Genom att se pa vilka sitt som eleven represente-
rar ett aktuellt begrepp kan liraren fa virdefull inblick i elevens tin-
kande. Detta ger stéd for liraren att, dir s3 behovs, bygga broar mel-
lan elevens informella och matematikens formella uttrycksformer.

Undervisningen i skolan har en tendens att reducera begrepp till att
vara en matematisk term och man belyser inte alltid inneborden i
begreppen. Hur kan man da som ldrare tinka infér planering av un-
dervisning kring ett aktuellt matematisk begrepp?

En begreppstavla kan fungera som en tanke- eller arbetsmodell
vilken ger stéd for att olika delar av ett begrepp beaktas: egenskaper
hos begreppet, hur samma begrepp kan representeras med hjilp av
olika uttrycksformer, relationer som finns till andra begrepp samt
hur begreppet kan definieras.

Egenskaper hos Hur begreppet kan
begreppet representeras

Begreppet:

Relationer till Definition av
andra begrepp begreppet

Begreppstavla som kan ligga till grund for den didaktiska lektionsplaneringen.
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Under lasningen av féljande fyra sidor kan det vara bra att samtidigt
ha ett finger vid den ifyllda begreppstavlan pa sid 46.

Vi tinker oss ett arbetslag som ska undervisa om begreppet area.
Négon vecka fore introduktionen far eleverna skriva ner vad de tin-
ker pé nir de hor ordet "area”. Se till exempel Ellips sid 121. Elevernas
svar fungerar som en férdiagnos dir lirarna far reda pé vilket kun-
nande som finns hos eleverna. Utifrdn Centralt innehall i kurspla-
nen bestdimmer lirarna vilka egenskaper hos begreppet area som i
forsta hand ska belysas. Detta skrivs in vid Egenskaper hos begreppet.

Lirarna 4r ména om att eleverna ska bli medvetna om Hur begrep-
pet kan representeras med hjilp av olika uttrycksformer och de fun-
derar 6ver hur begreppet area kan representeras. De kommer i sin
diskussion fram till féljande:

Laborativa material. Eleverna ska med hjilp av fargade papper,
markorer, tangram, multilinkklossar, pepparkaksdeg, geobriden
och andra material forma olika omrdden vars areor sedan jim-
fors, uppskattas, mits och beriknas.

Ord. Hir handlar det om bade elevernas vardagliga ord och kor-
rekta matematiska termer. Lirarna vill skilja mellan den mate-
matiska termen "area” och hur det ibland kommer till uttryck
som "yta” i mnga elevers vardagliga sprakbruk.

YTA. En yta dr ett tvadimensionellt geometriskt objekt. Utanfér matematiken anvands ordet
ocksa om utsidan av ndgot, det ytterskikt som begransar ett féremal mot omgivningen.
En sddan yta kan vara slat, len, skrovlig, mjuk, grov, jdmn, ojdmn etc.

42

Matematiktermer for skolan

Av erfarenhet vet ldrarna att en del elever siger ordet "yta” d&
de egentligen avser den matematiska termen "area”. Det kan ha
sin forklaring 1 att yta tidigare var bendmning for area. [ 1iro-
bocker till och med 1960-talet anvindes yta synonymt med area
och det lever fortfarande kvar i manga vardagliga sammanhang.
Ett exempel dr bostadsannonser som ibland uppger ligenhets-
ytan - inte ligenhetsarean. Lirarna vill ta tillfallet i akt for att
stodja elevernas sprakutveckling och tdnker uppmirksamma
eleverna pa betydelsen av bade yta och area och skillnader dar-
emellan.
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Bild. Eleverna far i uppgift att rita egna figurer som de ska farg-
lagga for att illustrera att area ir "storleken pé den yta som técks
av firgen”. Lirarna kommer att uppmuntra eleverna att rita
béde regelbundna och oregelbundna figurer sd att de far ménga
olika erfarenheter av begreppet area.

Elevtankar

Féljande utspelade sig pa en lektion i 8k 9. En elev 16ser uppgif-
ter som:

Berikna arean av en rektangel dir sidornas
laingder 4r 5 cm och 3 cm.

Fleven skriver i sitt hifte:
A=5-3=15cm? Svar: 15 cm?

Efter ndgraliknande uppgifter, som enligt facit &r ritt utriknade,
far eleven frdgan om hon vet vad hon riknar ut.

—  Arean, sd klart, svarar eleven.
P4 foljdfragan
- Kan duvisa mig i en figur var arean finns?

ritar eleven en rektangel och pekar snabbt pa forst den ena, se-

dan den andra sidan. P4 frdgan om inte area kan vara ndgot annat

ocksé svarar eleven att det kan vara de andra tvé sidorna ocksa.
Pa frigan vad foljande figur kan ha f6r area svarar eleven:

—  Den figuren, den har ingen areal

En elev som saknar forstdelse for begreppet area, men som dndd
far ritt enligt facit. Den kloka liraren uppticker detta genom

att stilla fragor om area dven pd en annan figur dn en rektangel.
Ndmnarentema Uppslagsboken
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Situationer. Lirarna diskuterar med eleverna om vad som har
en area och i vilka situationer man behover jaimféra, uppskatta
eller berikna areor. Nir lirarna funderar 6ver vilka férslag de
kan tinkas f8 av eleverna, ges exempel pa hur storleken pa tva
bollplaner kan jamforas, hur man kan uppskatta arean pé ett
litet bord med hjilp av handflatan, hur mycket firg som maste
kopas for att mala viaggarna i ett rum. En ldrare foreslar ocksd
att de kan stilla den négot mer filosofiska fragan: Vad finns det
for ndgot som inte har area?

Matematiska symboler. De symboler som kommer att behandlas
ir hur area férkortas och hur arean fér kvadrat, rektangel, tri-
angel och cirkel kan beriknas med hjilp av symboler i formler.

Under rubriken Relationer till andra begrepp samlar lirarna begrepp

som kommer att tas upp i direkt anslutning till area. Vissa kan
vara vilbekanta fér eleverna medan andra kanske behover repe-
teras eller férklaras, tex lingd, bredd, bas, hojd, regelbunden
figur, oregelbunden figur, enhet, yta och storhet.

som kan jamforas. For att ytterligare befésta begreppet vill
lararna uppmirksamma eleverna pa bade vad som dr area och
vad som inte dr area. Vilka likheter och skillnader finns mel-
lan utvalda begrepp som tex mellan area och lingd, area och
ombkrets eller area och volym? Eleverna kan ge egna forslag pa
jamforelser samt diskutera likheter och skillnader. Se exempel
pa sid 125-126.

som har samband med area i ett ndgot mer utvidgat perspektiv.
Exempelvis kan begreppet ménster berdras for att det geome-
triska innehallet ska kunna generaliseras och leda vidare till
algebrabegreppet.

Genom att visa pa relationer till andra begrepp synliggérs den viv

av begrepp som matematik dr uppbyggd av. Matematiken ses som
en helhet och inte som isolerade delar utan samband med varandra.
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MONSTER ska tolkas brett inom matematik. Det handlar om att undersoka ordning, re-
gelbundenhet, strukturer och logiska samband bland exempelvis tal, former, rorelser, for-
andringar och beteenden. Ménster kan vara verkliga eller tagna ur fantasin, visuella el-
ler mentala, statiska eller dynamiska, kvalitativa eller kvantitativa, for nytta eller noje. Ge-
nom att se gemensamma monster i till synes skilda problem och 16sningar kan vi for-
malisera och utveckla metoder, vilka vi kan anvénda for att 16sa andra problem. For att
kunna "se” monster mellan skilda problem maste vi dock sldppa taget om den konkreta
situationen, bli abstrakta och vaska fram de vdsentliga aspekterna s att vi kan bli generella.

Anette Jahnke, Ndmnaren 2011:2

I Definition av begreppet uppges innebérden s precist och exakt som
mojligt. T undervisningen kan ett begrepps olika delar — egenskaper,
uttrycksformer, relationer och definition - tas uppiden ordning som
ir mest 1dmplig for eleverna. Kanske borjar man med att nysta i de-
finitionen och avslutar med en laboration dir eleverna underséker
vad som hinder med omkretsen om formen dndras pd omrdden med
areor som ir lika. Andra gdnger kanske larare viljer att g mellan de
fyra aspekterna beroende pa hur eleverna resonerar. Det kan ocksé
ses som en avslutning pa den process som ska leda fram till utékad
forstaelse for det aktuella begreppet. Ytterligare ett sitt ar att redan
inledningsvis ta upp defintionen som en slags inspiration for det hdr
dr vad vi ska forstd nér vi har arbetat med ...

Det som kan hinda nir elever anvinder en matematisk termino-
logibok &r att definitionen bestar av annu fler och 4n mer svarforsta-
eliga begrepp. Definitionen dr matematiskt korrekt, men underlit-
tar kanske inte alltid for elevers forstdelse. Lararna tinker dirfér att
tillsammans med eleverna skriva egna forklaringar med vardagligt
sprak. Att kunna vilja en lamplig definition som speglar begreppet
tillrackligt strikt f6r sammanhanget och samtidigt 4r greppbar fér
eleverna dr en central aspekt i undervisningen.

Definitionen kan dven éppna upp for en uppticktsfird genom att
annu fler begrepp tas upp, vilka ytterligare kan férdjupa och bredda
begreppet area.
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som jag ska ta upp i min undervisning

— Area dr matt pd storleken av en begrinsad yta Ord: Elevers vardagliga ord: yta

- Omraden med olika form kan ha samma area Matematisk term: area

- Omraden som har samma omkrets kan ha olika area

— Areaenheter: mm? cm?, dm? m?, km? Laborativa material:

— Area kan tex riknas ut s& hir: basen-héjden

Bild: > < O .
AREA

Situationer:
Relationer till andra begrepp Symboler:
a. Langd, bredd, bas, héjd, regelbunden figur, M w mwmm
oregelbunden figur, enheter, yta, storhet A B w M
b. Area - omkrets, area - lingd, area — volym -
N A=b-h/2
c. Ménster, algebra A=y

Definition av begreppet

Area = storleken hos en yta

Matematikverkstad

Begreppstavlan dr ett stéd for att olika aspekter av det aktuella begreppet uppmdrksammas i undervisningen.
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Begreppstavlan kan ocksé fungera som stéd for eleverna om de sjilva
far i uppdrag att analysera, som det uttrycks i Lgr 11, eller undersoka
utvalda begrepp.

Efter genomford undervisning avsitts tid fér att gemensamt folja
upp hur arbetet fallit ut, vilka lirdomar som kan dras utifran elever-
nas férstaelse och vilka férandringar och forbittringar som kan go-
ras infér undervisning med nya elevgrupper.

Begreppsutveckling innebir att successivt uppticka och lira sig vad
som ir gemensamt eller utmarkande for exempelvis en grupp objekt,
en grupp hindelser eller en grupp beteenden. Nir sma barn lir sig
vad som #r karaktéristiskt for det som kan betecknas med begrep-
pet stol eller elever lir sig kdnna igen begreppet area, ir det exempel
pa begreppsbildning.

I litteratur om begreppsutveckling dr Lev Vygotskijs tankar klas-
siska. Hans teorier handlar om begrepp i en vidare och mer generell
mening och inte om specifikt matematiska begrepp, men de dr direkt
Sverférbara i detta sammanhang. Vygotskij menar att begrepp hjil-
per till att systematisera och att hélla ordning i det sociala och ma-
teriella kaos som rader runt oss. Begrepp speglar den underliggande
teorin om hur tingen kan grupperas, hur de hinger samman, vilka
forhallanden de har till varandra och vilka gemensamma egenskaper
som finns. Att lira sig begrepp betyder att olika erfarenheter binds
samman och att man forstar principerna. Detta innebir att 1dngtids-
minnet kan utnyttjas, for férhoppningsvis befist och grundmurad
forstéelse, istillet for att korttidsminnet belastas med en mingd en-
skilda och isolerade faktauppgifter.

Lev Vygotskij (1896-1934)
Rysk sprakpsykolog. Hans teorier ar fortfarande aktuella fér bade pedagoger och psykologer.

Lirare kan stodja elevers begreppsutveckling genom att rikta upp-
mirksamhet bdde mot det som kinnetecknar och det som sirskiljer
de aktuella begreppen. Det ir extra viktigt att elever far snabb ater-
koppling nér de arbetar med begreppsbildning eftersom det ofta ar
svart att dndra en felaktig uppfattning som har blivit bef#st.

Nationellt centrum fér matematikutbildning, NCM 47



Matematikverkstad

En process

Begreppsutveckling kan ses som en pagdende process dir man allt
eftersom lir sig att urskilja och formalisera sina begrepp ju dldre och
mer erfaren man blir och desto mer undervisning man far. Begrep-
pen kan efterhand férfinas, nyanseras och ges en alltmer exakt och
precis innebérd och relateras till innu fler begrepp. Det handlar om
att forstd ett begrepp i en sddan mening att man kan anvinda det i
de sammanhang som ir rimliga. Att elever ska utveckla begreppet
dubbelt kan vid forsta tanken hora hemma i de tidiga &rskurserna:
dubbelt s& mycket som 5 dr 10, men i senare arskurser utvidgas det
till att dubbelt sd mycket som x dr lika med x + x eller 2x.

Det kan dérfor vara problematiskt att ha scheman dir eleverna,
eller lararen, fyller i att de "kan dubbelt”. Scheman kan diremot fylla
en funktion for lararen vid bokforing av vad som har behandlats un-
der lasaret eller f6r att eleverna ska fa 6verblick éver vad de ska gora
eller har arbetat med under en viss period.

Den ndrmaste utvecklingszonen
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Den niarmaste utvecklingszonen ir ett begrepp som ocksa har ut-
vecklats av Vygotskij. Det beskriver avstdndet mellan vad en elev
kan prestera pa egen hand utan hjilp och vad hon kan férstd under
en vuxens ledning eller i samarbete med kamrater. Med god vigled-
ning kan en elev 16sa problem som annars skulle vara for svara. Stédet
kan exempelvis innebira hjilp med att reda ut vad som efterfragas
eller att problemet delas upp i mindre, vilbekanta bitar. Att arbeta
med uppgifter som ligger "snidppet 6ver” den nivd man befinner sig
pa uppfattas manga gdnger som en positiv utmaning — av savil barn
som vuxna.

Det betyder att skillnaden mellan vad man kan och inte kan, inte
alltid 4r glasklar. Det kan tex handla om att l4ra sig anvinda en inter-
aktiv skrivtavla eller att redigera bilder pa datorn. Alla kan gora det
om négon ger god handledning, men det tar en viss tid innan samtliga
moment kan utféras p8 egen hand. Ménga situationer i vardagen och
skolan har samma karaktir, det gér att forstd vad som sigs och gors,
men det ir svart att sjilvstindigt hantera alla led utan hjilp. Roger
S4lj6 ser detta som en modell f6r hur kunskap bildas: Férst expone-
ras man for resonemang och handlingar i ett socialt sammanhang,
sd sméningom lir man sig att genomskada dem, blir fértrogen med
dem och till slut kan man sjilvstindigt genomfoéra dem frén borjan
till slut.
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add Utvecklings- Framtida
etens zon kompetens

Utvecklingszonen dr avstandet mellan vad eleven kan pd egen hand och vad
som eleven kan med hjdlp av ndgon mer erfaren person. (Lérande i praktiken)

Informellt — formellt sprak

Under rubriken Forstd och anvinda olika uttrycksformer togs bade
elevernas informella vardagliga sprakbruk och det formella matema-
tikspraket upp. I matematikundervisningen behover bada spriken
uppmirksammas och diskuteras. Mélet ir att eleverna ska utveckla
sitt formella matematiksprak, men det forutsitter att de har ett var-
dagligt sprak att utgd ifrn. Det 4r en styrka att obehindrat kunna
vixla mellan dem och ir ett tecken pa férstelse att bdde med var-
dagliga ord och matematiska termer kunna beskriva exempelvis ett
cirkeldiagram eller en graf.

Elever har olika bakgrund och vilka begrepp de utvecklar i sin var-
dagsmiljo varierar stort. Idag kan skolan behdva ta ett storre ansvar
- jamfért med tidigare — att ge elever tillfille att utveckla dven var-
dagliga begrepp. Om elever ska tilldgna sig formella matematiska be-
grepp kring viktenheter och enhetsbyten bér de férst skaffa sig egna
erfarenheter av att viiga ett antal foremal med hjilp av en eller flera
sorters vagar. Elever kan vara ovana vid att viga helt enkelt dirfér
att hushallsvagar inte lingre ir lika nédvindiga i vardagen, eftersom
mingden mjdl och socker numera ofta anges i deciliter och ming-
den potatis anges i antal potatisar och inte i en viktenhet. Aven om
det finns végar av olika slag i matafférer 4r det inte sikert att elev-
erna uppfattar att det dr en vag och vilken funktion den har. Ménga
ir nog inte ens medvetna om att frukt och gronsaker ibland passerar
en vag i kassan for att priset ska kunna beriknas.

I en matematikverkstad kan eleverna préva att viiga olika fé6remal
med hjilp av bdde mekaniska och digitala vagar avsedda fér skilda
andamal. Elever och lirare kan pa sd sitt skapa gemensamma refe-
rensramar och ett sprakbruk som liraren sedan kan bygga den fort-
satta undervisningen pa.

Skillnaden mellan informellt och formellt sprak kan bli uppen-
bar vid laborativt arbete. Nir tva elever arbetar tillsammans med att
ligga en figur med geometriska former av varierande storlek, fung-
erar det utmirkt att peka pé en kvadrat och siga: Ge mig den ddir fyr-

Nationellt centrum fér matematikutbildning, NCM 49



Matematikverkstad

kanten. Kamraten vet exakt vilken bit som avses, eftersom det i just
denna situation bara finns ett begrinsat antal fyrhérningar och en
av dem precis har pekats ut.

I en liknande aktivitet sitter eleverna rygg mot rygg. Den ena
eleven beskriver en figur och den andra ligger en likadan utan att se
originalet. D4 blir det problem om informationen enbart bestar av:
Bérja med att ldgga fyrkanten i mitten! Kamraten undrar: Vilken fyr-
kant? Hir maste en utférligare beskrivning ges och eleven siger: Det
dr den fyrkanten som dr stor och rak och avldng.

I nésta aktivitet fir den ena eleven bara svara ja eller nej pa de fra-
gor som stills. Om det finns ménga former att vilja bland, kan det
bli omstiandligt och tvetydigt att med vardagssprak stilla fragor nir
bitarna maste beskrivas i detalj. Det dr effektivare att anvinda ma-
tematiska termer som entydigt utesluter ett antal bitar: Ar det en
rundad form? Nej. Ar det en triangel? Nej. Ar den fyrkantig? Ja. Vid det
hir laget har eleven bérjat ringa in den efterfragade formen och far
g3 vidare med alltmer specifika fragor. Ar det en kvadrat? Nej. Ar det
en rektangel? Nej. Ar det en romb? Nej. Ar det en parallellogram? Ja. Ar
det den minsta? Ja!

Det ir en stor férdel om det laborativa arbetet kan leda fram till
att elever sjilva ser behov av och blir motiverade till att utveckla sitt
formella matematiksprak.

Elever uppfattar ord och begrepp pa olika satt
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Det ir antagligen sillan som ett begrepp ér totalt oként for alla elever
ien klass. Nagra elever kan redan ha en god férstielse, medan andra
har vagaeller mer eller mindre konsistenta férestillningar av begrep-
pet. Det kan ocksé finnas elever som goér direkt felaktiga kopplingar,
som tex nir de ska beritta vad de tinker p8 da de hor ordet "area” och
de svarar att "det dr ndgot som #r billigt” och gér en sammanbland-
ning mellan area och rea (realisation). Andraliknande exempel 4r nir
de svarar att area hor ihop med opera och de dnnu inte insett skill-
naden mellan area och aria. Sddana svar ger liraren gyllene tillfallen
att ta upp en diskussion om savil det matematiska begreppet som de
begrepp det har sammanblandats med.

En del elever kan ha uppfattningar av begreppet som kan vara kor-
rekta i vissa sammanhang, men kanske inte alltid korrekta i ett ma-
tematiskt. Att elever associerar tex volym till volymknappen pa en
mobiltelefon eller till harbalsam som péstés ge haret volym, dr f6r-
stdeligt och ocksa helt korrekt. Hir finns méjlighet att ta upp flera
aspekter av begreppet volym och att det betyder olika saker i olika
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kontexter. Direfter kan man fortsitta med att gd in pa vad begrep-
pet volym innebir i ett matematiskt sammanhang.

Sprakets betydelse

"Matematik och sprak ir 6msesidigt beroende; man behéver bade
matematiskt tinkande och spraklig férmaga for att 1osa problem”,
ir ett citat som hidmtats fran PRIM-gruppen i tidigare anvisningar
till nationella prov. Fér ménga elever dr det i férsta hand spraket som
lagger hinder i vigen for att de ska lyckas med matematik. En del
elever kommer inte ens fram till det matematiska problemet i den
benimnda uppgiften utan fastnaritexten med dess ord och begrepp.

Ebbe Méllehed har studerat hur elever i arskurserna 4-9 gatt till-
vigada de arbetat med problemlésning och han har granskat ca 10000
l6sningar. Problemen har presenterats skriftligt och inom samtliga
undersdkta arskurser visas stora brister i textforstdelse. Det dr den
faktor som paverkar problemlésningsprocessen allra mest, betydligt
mer #n rikneférmagan. Eleverna férstar inte innebdrden i texten.
Vissa ord och uttryck véllar bekymmer och ett stort antal elever har
ocksa brister i forstdelsen av matematiska begrepp. Vardagliga ut-
tryck som tur och retur tolkas felaktigt och begreppet dubbelt blir
"1 mer” eller "2 mer”. I studien redovisas hur elever férvixlar namnen
pa geometriska figurer som kvadrat, rektangel och triangel, blandar
samman omkrets och area och tolkar tex 5% som 1/5, 40% som 1/4
eller 25% som 25.

Det finns ocks8 forskning som pekar at andra hall. Exempelvis
har Torulf Palm i sin forskning om benimnda uppgifter visat att om
man dndrar texten i en uppgift s att dess kontext blir mer autentisk
sd kan elevers l6sningsfrekvens dka. Detta trots att texten ofta blir
avsevirt lingre och sprakligt mer komplicerad. Det kan allts 4 ena
sidan vara nodvindigt att forstd den ingdende matematiken, bland
annat dess termer, fér att kunna férstd sammanhanget i en uppgift.
Men 3 andra sidan kan sammanhanget ge ett stod sa att férstéelsen
for ingdende matematiska begrepp stirks.

Sprékets betydelse for lirandet tas upp av Siljo i Léarande i prak-
tiken och han beskriver sambandet s& hir: Att utvecklas och att lira
innebir att sprakliga distinktioner forvirvas sd att nya hittills okdnda
foreteelser — som tex fotboll, cellbiologi och sannolikhetskalkyler —
kan forstés pa ett alltmer differentierat och nyanserat sitt.

Vygotskij betraktar sprak och tinkande som titt sammanlin-
kade och menar att den kognitiva utvecklingen hos barn hinger nira
ihop med deras férmaga att anvinda spraket. Barns upplevelser och
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Fyra verb
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mojlighet att skaffa erfarenheter spelar dessutom en viktig roll for
deras sprakliga utveckling.

Det finns alltsd goda skl till att &ven fokusera pa spraket i mate-
matikundervisningen och att det skulle gynna elevers lirande i
matematik. Vid laborativt arbete kan diskussioner kring ord och be-
grepp uppsté spontant bland eleverna da de sjilva uppticker att de
behdover ha tillgang till ett stérre ordforrad. Inte minst blir detta up-
penbart d& de ska dokumentera och utvirdera sitt larande. Vad heter
.2 Vad betyder ..? Hur kan man forklara ...? Finns det ndgot annat ord
for..? Varfor heter det ...? I en verkstad finns ocksd konkret material
latt tillgangligt for elever och larare som vill visualisera begrepp som
ir féremal for diskussion.

Denna bok riktar sig i férsta hand till lirare i grundskolan, men det
finns flera intressanta formuleringar kring begreppsutveckling i f6r-
skolan som vi anser vara allmingiltiga och oberoende av barns, elevers
eller vuxnas élder. I férskolans ldroplan finns fyra verb i méalbeskriv-
ningen som pé ett tydligt sitt beskriver vad det innebér att arbeta
med begreppsutveckling: Férskolan ska striva efter att varje barn ...
utvecklar sin formaga att urskilja, uttrycka, underséka och anvinda
matematiska begrepp.

I Forskola i utveckling beskrivs hur lirare kan arbeta f6r att sma
barn successivt ska kunna forma abstrakta begrepp fér antal. Arbets-
gangen kan vara att barn i samspel med sin omgivning far konkreta
erfarenheter av att uppmirksamma och urskilja likheter och olikhe-
ter mellan méngder. De uppmuntras att koppla samman sina erfaren-
heter med de sprakliga uttrycken fér mingd, som "tva” och "tre”. Nir
barn sitter ord pa eller pd andra sitt uttrycker sina matematiska erfa-
renheter fran lek, fantasi, temaarbete och vardagssituationer pabér-
jar de utveckling av matematiska begrepp. Vidare pépekas att dven
den omvinda arbetsgdngen, nir abstrakta begrepp konkretiseras, bi-
drar ocksé den till begreppsutveckling.
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Formdagor har en framtrddande roll i styrdokument fran forskola till gymnasieskola. |
det hér kapitlet beskrivs kunnande i matematik utifran dtta formagor och hur alla kan
komma till uttryck i en och samma laborativa aktivitet.

I internationellt kursplanearbete har det under senare ar blivit allt
vanligare att beskriva elevers kunnande i matematik med hjilp av
kompetenser eller fé6rmagor. Bendmningarna kompetenser och fér-
magor kan ges nagot skilda innebérder, men ska i var text uppfattas
som synonyma.

Svenska Akademiens ordlista
Kompetens — tillracklig skicklighet, behorighet
Férmdga - duglighet

Férmagorna delas upp i olika antal och bendmns pa varierande sitt
beroende pé i vilka ramverk och kursplaner de férekommer. Anled-
ningen ir att férmagorna i matematik inte 4r absoluta och dirfor har
forfattare valt att géra skiftande indelningar fér att beskriva kun-
nande i matematik. Principen dr dock alltid densamma; att ge en hel-
hetsbild av vad matematiskt kunnande innebér. En férdel med detta
sitt att karaktérisera kunnande #r att det fungerar oavsett &mnes-
omrade i matematik och oberoende av elevernas &lder.

I svenska styrdokument lyfts férmagorna fram fran férskola till
gymnasieskola. I Lpf6 98 beskrivs vilka férmégor som forskolan ska
striva efter att varje barn utvecklar nir det giller matematik och i
savil Lgr11 som Lgy 11 uttrycks explicit vilka férmégor i matema-
tik som eleverna ska ges férutsittningar att utveckla. I Lpf6 98 finns
dessa formagor i matematik uppriknade under tre punkter, i Lgr11
och Lgy 11 under fem respektive sju punkter.
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Har aterges "begreppsformagan”, som den uttrycks i de tre laroplanerna:

Lpfd 98 rev 2010

Forskolan ska strava efter att varje barn
utvecklar sin férmdga att urskilja, uttrycka, undersdka och anvanda matematiska
begrepp och samband mellan begrepp.

Lgr 11
Genom undervisningen i dmnet matematik ska eleverna sammanfattningsvis ges
forutsattningar att utveckla sin férmaga att

anvénda och analysera matematiska begrepp och samband mellan begrepp.

Lgy 11
Undervisningen i damnet matematik ska ge eleverna forutsattningar att utveckla formaga
att
anvénda och beskriva innebdrden av matematiska begrepp samt samband mellan
begreppen.

I den danska KOM-rapporten, Kompetencer og matematikleering, defi-
nieras tta kompetenser som elever och studenter ska fd mojlighet att
utveckla frén grundskola till hégskola. Rapporten fanns med bland
bakgrundsmaterialen nir Lgr11 arbetades fram.

Att fraga och svara i, med Att anvinda sprdk och

och om matematik redskap i matematik

Tankegéngs-
kompetens

Symbol- och
formalism-
kompetens

k
— >k
> —

Kommuni-
Modellerings-
kompetens

kations-
kompetens
Resonemangs-
kompetens

Problemlésnings-

)

Hjilpmedels-
kompetens

I KOM-rapporten finns de dtta kompetensernaillustreradeien blomform
for att visa att de varken dr hierarkiska eller helt skilda fran varandra.
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Vi har valt att i férsta hand utgd frain KOM-rapporten eftersom den
ger klargorande beskrivningar av de kompetenser som, enligt forfat-
tarna, ingdr i matematisk verksamhet. Vi aterger en kortfattad och
starkt begrinsad presentation av huvudinnehéllet i respektive kom-
petens. Urvalet har gjorts med tanke pa vad som har relevans fér ar-
bete i en matematikverkstad och intresserade ldsare hinvisas till ur-
sprungstexten eller till andra skrifter som behandlar férmagor.

Observeraatt det inte finns ndgon hierarki mellan kompetenserna
och att de ofta éverlappar varandra.

Kompetenser i aktiviteten Rika tarningar

I syfte att visa hur de olika kompetenserna kan utvecklas vid labora-
tiv matematikundervisning har vi valt att exemplifiera dem utifran
aktiviteten Rika tdrningar. Genomgéngen visar att eleverna kan ges
forutsittningar att, i olika hég grad, utveckla samtliga kompetenser
i en och samma aktivitet. Inledningsvis beskrivs aktiviteten:

Material

Tre standardtérningar till
varje elevpar och tre stora
skumgummitirningar for
lararens demonstration.

Gor sd hdr
Placera uppenbart
slumpmissigt de tre
stora tirningarna
ovanpa varandra.

Vrid "tornet” och visa
eleverna att de kan se de
flesta sidoytorna, men
att det finns fem som &r
dolda; en i botten pa den
Oversta tdrningen samt
Sversta och understa
sidoytan pé de tvd andra
tirningarna.
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Vardagligt sprak

Vardagligt sprak,

men forkortat

Visa att du genom att bara titta pa tornet kan siga vad summan
av antalet prickar pa de fem dolda sidoytorna ir.

Be en elev att kontrollera genom att addera de dolda sidoytornas
prickar.

Dela ut tre tirningar till varje elevpar och be dem att sjilva
bygga nya tirningstorn.

G4 runt i klassrummet och sig hégt hur manga prickar som &r
dolda i respektive tirningstorn.

L4t varje elevpar kontrollrikna.

Fraga eleverna hur det dr moijligt att s snabbt kunna ange

antalet dolda prickar. Ge dem tid att sjilva testa och prova. Om

négra elever kor fast, frdga om de vill ha en ledtrad. Eleverna

kanske vill forsoka ytterligare en stund, i annat fall kan de f&

forslag pd hur de kan komma vidare:

— Fundera 6ver hur tirningen ir konstruerad.

- Vad hinder om ni ldgger ihop summan av prickarna p& mot-
stdende sidor?

- Prova med att bara anviinda tva tirningar.

Nir eleverna har forstdtt hur de kan gé tillviga, far ndgra bérja
att med vardagsord beskriva hur de har tinkt. Lararen stédjer
eleverna i hur det kan 6versittas till alltmer abstrakta represen-
tationer. G4 igenom varje steg och bokfér s att alla kan félja hur
formeln vixer fram i sma3 etapper:

"Ta antalet tdrningar och gangra det med sju. Ta sedan bort antalet
prickar pa toppen.”

"Ta antalet térningar- 7 och sedan minus antalet prickar pa toppen.”

Egna ritade symboler

Egna bokstavssymboler  t-7 och sedan minus p t=anttarningar

p = ant prickar pa toppen

Matematiska symboler — n-7—m n =ant tarningar

Formel
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m = ant prickar pa toppen
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Nir vi provat denna aktivitet med lirare dr det manga som spontant
sidger att den ir fullt mojlig att genomfora tillsammans med eleverna
i &rskurs 2 eller 3 - d4ven om krav pa fullstindig férstdelse naturligt-
visinte kan stillas. Man kan tom pépeka att "det hir behéver ni inte
kunna pé egen hand nu, men nir ni blir dldre kommer ni att kunna
gora berikningar med hjilp av formler”. Nagra lirare menade att det
kan kittla yngre elevers intresse att fa en inblick i vad algebraiska
symboler och formler innebir.

En”magisk” variant for de yngsta eleverna

Aktiviteten trinar sjukamrater, d vs hur talet 7 kan delasuppi tva de-
lar pa olika sitt. Eleverna far omedelbar feedback da de kan kontrol-
lerasitt svar genom att vinda pa tarningen och rikna antalet prickar.

Presentera problemet med endast en tirning.

Du kan siga att du har fitt "en magisk kraft” och kan se genom
bordsskivor.

L4t en elev sl tirningen pa ett bord medan du tillfalligt tittar
bort.

Titta under bordsskivan och visa att du direkt kan tala om anta-
let prickar pa tirningens undersida.

Gor det flera ganger och 13t eleverna kontrollera att det stam-
mer.

Be eleverna undersoka om de kan avsléja tricket.
Lat dem sedan beritta f6r sina kamrater.

I nista steg kan de arbeta parvis, slé en tirning varannan géng
och sjilva siga hur manga prickar som ér dolda.

I den gemensamma uppféljningen redovisar eleverna alla kom-
binationer av talet 7 och resultatet skrivs upp: 1 +6,2+5,3+4

etc

En utforlig beskrivning av aktiviteten finns i Ndamnarenartikeln Rika
tarningar.
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Begreppskompetens

Begreppskompetens — eller tankegangskompetens som den heter i
KOM-rapporten - innefattar att:

kinna till, férstd och hantera givna matematiska begrepp (se
kapitlet Begrepp och uttrycksformer)

utifrdn ett begrepps egenskaper kunna lyfta det till en alltmer
abstrakt niva

forsta vad generalisering innebir och att sjilv kunna géra gene-
raliseringar s3 att en storre grupp av objekt omfattas.

Med konkret menas sddant som kan uppfattas med vara fem sinnen,
sadant vi kan se, ta p3, flytta med mera, medan abstrakt ir sddant som
vi bara kan uppfatta med vara tankar och fantasier. I det hir sasmman-
hanget dr féremal och hanterandet av féremal exempel pa konkret,
medan matematiska begrepp, samband och hur vi tinker med hjilp
av dem exempel pa abstrakt. Generaliseringar — i betydelsen att 6ka
rickvidd eller omfattning hos ett pastdende — kan géras bade utifrdn
konkret material och abstrakt tinkande.

Elevers egna iakttagelser och resultat knyts ofta till konkreta
och specifika situationer. I rapporten understryks att liraren maste
kunna leda elevernas lirande vidare, si att de kan abstrahera och
uppfatta generella ssmmanhang nir det handlar om matematiska
resultat.

Exempel pad begreppskompetens i Rika tdrningar:

I aktiviteten tar eleverna steg fran en konkret och specifik situation
till ett abstrakt och generellt matematiskt sammanhang. Nir yngre
elever endast anvinder en tirning kan lirarens analys se ut sa hir:

Specifik Generell
Konkret  Det drtre pd ena sidan av den Lagger man ihop talen mitt
blda tarningen. Allt (summan) emot varandra pa den har bla

ska bli sju. D& maste det varafyra tarningen blir svaret alltid sju.
pa den andra sidan.

Abstrakt 7=3+4 Summan av motstaende sidor &r
7=3+_ alltid sju pa denna typ av
3+_=7 tdrning.
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Nir dldre elever anvinder tre tirningar kan det beskrivas:

Specifik Generell

Konkret  Det finns tre tarningar. Jag tar tre  Ant tarningar ganger 7 och sen
gangersju.Sentarjagbortdefyra minus prickarna pa toppen.
prickarna pa toppen.

Abstrakt  (3-7)-4 n—m

Representationskompetens
Enligt KOM-rapporten innebir denna kompetens att kunna
forstd och anvinda olika slags representationer

Sversitta och vilja mellan representationer beroende pa situa-
tion och syfte.

En del av kompetensen ir att kunna uppfatta inbordes kopplingar
mellan olika representationer och ha kinnedom om deras styrkor
och svagheter. I Skolinspektionens rapport Matematikutbildningens
mal ochundervisningens dindamdlsenlighet definieras representations-
kompetens som férméga att ersitta en matematisk foreteelse med en
annan. Se dven Vad dr uttrycksformer? pé sid 37-41.

Exempel pd representationskompetens i Rika tdrningar:
Elever kan i en verklig situation uttrycka sambandet

med hjilp av tirningarna

med vardagligt och matematiskt sprak

genom att rita av tdrningarna och prickarna

med siffror och symboler i en formel.
De kan ocksa se f6r- och nackdelar med de olika representationerna.
Ar det ett litet antal tdrningar gar det bra att anvinda dem men &r
antalet tirningar stort dr formeln mycket effektivare, eftersom det

garattfa fram antalet dolda prickar utan att behéva rikna dem - oav-
sett antalet tdrningar.
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Resonemangskompetens

[ KOM-rapporten kinnetecknas denna kompetens av att kunna folja
och bedéma ett matematiskt resonemang. Enligt Lgr 11 ska eleverna
ges forutsittningar att utveckla sin f6rmaga att fora och folja mate-
matiska resonemang. Vi har darfor valt att beskriva vad samtliga tre
verb kan innebira. Beskrivningarna utgar ifrdn ovanstdende texter
samt kommentarmaterialen till grundskolans kursplan och gym-
nasieskolans dmnesplan, inklusive férarbete av Anette Jahnke och
Marie Skedinger-Jacobsson.

Att fora ett resonemang innebir att eleven sjilv eller tillsam-
mans med andra tex féreslar, gissar, férutsiger, ifrdgasitter,
testar, finner ménster, férklarar, motiverar, argumenterar och
generaliserar.

Att folja ett resonemang innefattar att kunna tolka andras reso-
nemang.

Att bedoma ett resonemang betyder att man kan avgéra om
egna eller andras resonemang 4r héllbara och kan ligga till
grund for de pastdenden, slutsatser eller forslag pa 16sningar
som férs fram.

Exempel pa resonemangskompetens i Rika tdrningar:

Stina: Vad hinder om man har fyra tirningar?

Marko: Ska man ta 1 +7 da, eftersom man ligger till en tirning?
Stina: Nej, s kan det vil inte vara. Det ér ju inte prickarna som okar
med ett, utan antalet tirningar. Kan man inte tinka fyra tirningar
ganger sju minus prickarna pa toppen?

Marko: Vi testar ...

Kommunikationskompetens

60

Hir handlar det om att kommunicera i, med och om matematik. Det
betyder

4 ena sidan att kunna sitta sig in i och tolka matematikinnehal-
let i andras skriftliga, muntliga eller visuella beskrivningar

4 andra sidan att sjilv kunna uttrycka ett matematikinnehéll pa
olika sitt och pa olika nivier anpassat fér mottagaren.
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Resonemang och kommunikation kan tyckas ligga nira varandra. |
det hir sammanhanget innebir kommunikationskompetensen né-
gon form av informationsutbyte, medan resonemangskompeten-
sen dven innebir att folja och bedéma argumentationen. Innehéllet
i kommunikation kan vara ett resonemang, men vi kan ocksa kom-
municera utan att ndgot resonemang fors. En annan skillnad ir att
kommunikation sker mellan minst tva personer medan resonemang
ocksa kan ses som en process mellan en individ och matematiken.
Man kan tex resonera med sig sjidlv om hur man ska 16sa ett mate-
matiskt problem.

Exempel pd kommunikationskompetens i Rika tdrningar:

Eleverna far i uppgift att beskriva vad de kommit fram till fér bade
en elev i &rskurs 1 och for en matematiklarare. Pa s3 sitt far de dva
sin férméga att skriva for olika mottagare.

Modelleringskompetens

Modelleringskompetens ir att kunna formulera, analysera och kri-
tiskt granska matematiska modeller. Det innebir att

utgd fran en given situation, som i sig sjilv inte d4r matematisk

kunna 6versitta problemstillningen till ett matematiskt
omrade som sedan resulterar i en matematisk modell

analysera och kritiskt granska modellen i processens slutskede.

Exempel pd modelleringsskompetens i Rika tédrningar:
Eleverna utgar fran en verklig situation (tre tdrningar ovanpa
varandra, dir de ska ta reda pa antalet dolda prickar),

Sversitter till en matematisk modell (uttrycker den i vardagligt
sprék "antalet tirningar génger sju minus prickarna pa toppen”
eller i formeln 7n — m)

och granskar modellen kritiskt. Ar den matematiskt korrekt? Ar
modellen brukbar i den verkliga och ursprungliga situationen,
dvsnir de ska rikna ut antalet dolda prickar pa tirningar

som stdr ovanpa varandra? Finns det andra modeller - och i sd

fall vilka?
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I kompetensen ingér ocksd att kunna "avmatematisera” en
modell, dvs att g frdn andra héllet och 6versitta tillbaka till en
icke-matematisk situation. Eleverna ska d& utifran formeln

7n — m illustrera situationen med hjilp av tirningar. De skulle
ocksd kunna visa hur formeln kan representera en annan verklig
situation.

Problemlésningskompetens
Denna kompetens bestér av att
kunna formulera olika slag av matematiska problem
16sa olika slag av matematiska problem.

I det hiar ssmmanhanget innebir "problem” att det &r en matematisk
fraga som kriver ndgon form av matematisk undersékning fér att
kunna besvaras. Begreppet "matematiskt problem” ir inte absolut,
utan ir beroende av den person som ska 16sa det. Det som ér en ru-
tinuppgift fér en individ kan vara ett problem fér en annan. Det ér
viktigt att hélla isir att "16sa problem” och att "16sa rutinuppgifter”.

For att 16sa ett problem kan man behova bryta ner det och behdarska olika procedurer
och utféra delar som ar av rutinkaraktar. Men problemet som helhet |6ses inte pa rutin.

Anette Jahnke

Exempel pad problemlésningskompetens i Rika tdrningar:

En elev férklarar: Vi bérjade med ett enklare problem och tog férst
bara tva tirningar. Summan av prickarna pd motstdende sidor ir 7.
Vi hade tva tirningar och gdngrade med 7, allts8 2 - 7 = 14. Sen tog vi
bort prickarna pa toppen, alltsa 14 - 4=10. Da férstod vi hur vi skulle
tianka nir vi hade tre tirningar.
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Problemldsningsmodell

Det finns ménga som har skrivit om virdet av problemldsning och hur man
kan g4 tillviga under processens gdng. En av dem dr George Polya som redan
1945 lanserade en numera klassisk modell bestdende av fyra steg:

Forstdelse. Vad innebir uppgiften? Ar alla ord och begrepp forst3eliga?

Hur kan frdgan omformuleras med egna ord? Vad efterfragas? Vilka
forutsittningar giller? Finns illustrationer och varfér finns de i s fall med?
Finns 6verflédig information? Saknas ndgra uppgifter?

Plan. Liknar uppgiften négot tidigare problem? Vilka delfragor kan stillas?
Vilken fraga bor stillas férst? I vilken ordning bor vriga fragor stillas?
Vilka 16sningsstrategier dr tinkbara? Finns det fler méjligheter? Vilj
lamplig strategi, tex att

gissa och prova

soka efter monster

dramatisera

rita en figur

forenkla problemet

skriva en ekvation

gora en modell

gora en tabell

arbeta baklinges

prova alla méjligheter.
Utforande. Folj planen! Kontrollera varje steg.
Aterkoppling.

Kan resultatet kontrolleras? Ar resultatet rimligt? Finns andra sitt att
fa fram losningen? Finns det fler 16sningar? Vilka?

Giller alltid resultatet? Vad hinder om villkor dndras? Vilka rimliga
generaliseringar kan goras?

Analysera 16sningsstrategin. Fordelar? Nackdelar? Vad ar kidrnan i
problemet?
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Polyas modell har efter hand vidareutvecklats. Nir det giller planering och vil-
ken strategi som ska viljas for att 16sa det aktuella problemet kan listan kom-
pletteras med ytterligare alternativ, som att gora listor och diagram, att arbeta
med laborativa material — och att sova pa saken. Ibland kan det helt enkelt vara
bra att ligga problemet at sidan, 4gna sig 4t andra verksamheter ett tag och fort-
sitta vid ett senare tillf4lle. Inte sdllan kan en idé om 16sning dyka upp nar man
minst anar det.

Det kan uppfattas som att Pélyas problemlésningsmodell innebir en linjar
process och ge sken av att problemlésning alltid kan systematiseras. I sjilva ver-
ket dr en kreativ problemlésningsprocess ofta ostrukturerad. Elever som lyckas
bra med probleml6sning ir ofta flexibla i sitt tinkande. De "kér inte fast” utan
byter spar om de uppticker att den planerade strategin inte héller. En plan ska
dérfor kunna dndras under 16sningsprocessens gang.

Denna problemlésningsmodell dr anda gangbar vid planering av lektioner
med laborativa aktiviteter. Det f6rsta steget — forstdelse — och tillhérande fra-
gor dr lampliga for att fa djup i den inledande diskussionen och for att ligga en
grund for den fortsatta processen. Direfter arbetar eleverna individuellt, i par
eller i grupp och gor upp en plan f6r hur de ska 16sa problemet innan de pabér-
jar sitt utférande av planen. Vid den avslutande diskussionen finns férslag pa
fragor under rubriken dterkoppling. Ar eleverna ovana vid arbetssittet kanske
aven de fragor som berér planeringen tas upp gemensamt. Fragorna ir av allméin
karaktdr och behéver naturligtvis anpassas till bade eleverna och till de aktivi-
teter som &r aktuella.

Symbol- och formalismkompetens
Kompetensen bestar bland annat av att kunna

tolka, férstd och hantera symboliskt matematiskt sprak och
Sversitta fram och tillbaka mellan matematiskt sprak och var-
dagligt sprak.

Detta betyder ocks att ha kinnedom om vedertagna konventioner
inom det matematiska spraket. Att tex vetaatt siffersymbolen skrivs
fore variabeln och att multiplikationstecknet inte skrivs ut mellan
siffersymbolen och variabeln (71 -m).

Det finns ldrare som forklarar sddana konventioner ungefir sa hir
for sina elever: Detta 4r inget som man behdover forsoka forstd, utan
det dr helt enkelt verenskommelser som har vuxit fram mellan mén-
niskor som arbetar med matematik.
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Exempel pd symbol- och formalismkompetens i Rika tdrningar:

I ménga sma steg dversitts elevernas vardagliga sprak till en mate-
matisk formel. Liraren avgér hur langt undervisningen, med avse-
ende pa elevgrupp, kan stricka sig mot det matematiska symbol- och
formelspraket.

"Ta antalet tirningar och gangra det med sju. Ta sedan minus anta-
let prickar pa toppen.”

m-m

Hjdlpmedelskompetens

Attkunna dranytta av olika hjdlpmedel och vara medveten om deras
mojligheter och begrinsningar dr innebdrden i hjalpmedelskompe-
tens. Med hjilpmedel menas i detta ssmmanhang

traditionella matematikhjilpmedel som linjal, passare, grad-
skiva

tekniska hjilpmedel som miniriknare, grafritare, dator

konkreta material som tirningar, geobriden, centikuber, klos-
sar, brickor, stavar, kulramar och geometriska mallar.

Konkret material kan utnyttjas for fardighetstrining, for att under-
soka sammanhang och ménster, stodja begreppsbildningen, testa hy-
poteser med mera.

Det kan tyckas sa sjdlvklart att elever ska kunna anvinda material
att det tas for givet att de kan det. Erfarenhet visar nda att ménga
elever har svart att hantera exempelvis linjal, vinkelhake, gradskiva
och passare pa ett effektivt och indamalsenligt sitt.

Exempel pa hjclpmedelskompetens i Rika téirningar:

Aktiviteten ger eleverna insikt i hur en standardtirning ir konstru-
erad. Principen fér dess konstruktion kan eleverna dven ta med sig
om aktiviteten utdkas till tirningar med exempelvis 8, 10 eller 12 si-
dor. Dessa #r ocksa stapelbara och pa var och en av dem ir summan
av motstéende sidor lika. For sikerhets skull 4r det bra att alltid kon-
trollera att tirningarna som ska anvindas verkligen dr konstruerade
pa det sittet.

Nationellt centrum fér matematikutbildning, NCM 65



Sammanfattningsvis

Genomgangen av kompetenserna visar att vid en vilstrukturerad
laborativ matematikundervisning finns det ménga majligheter for
elever att utveckla olika férmégor. En och samma laborativa aktivi-
tet kan ge elever forutsittningar att utveckla de férmégor som finns
beskrivna bade i KOM-rapporten och i Lgr11.
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matematik

Ett laborativt arbetssatt far aldrig bli ett sjdlvdndamal. Laborativ matematikundervis-
ning ska bidra till att styrdokumentens intentioner omsatts i elevens dagliga verk-
samhet. Forslag ges pa hur arbetet kan laggas upp sa att eleverna far forutsattningar
att uppfatta och forstd matematiken i aktiviteterna.

Vad siger styrdokumenten?

Goda kunskaper om innehallet i de nationella styrdokumenten &r
nodvindiga for att fullt ut forstd virdet av den laborativa matema-
tikundervisningens méjligheter.

Laroplan for grundskolan, forskoleklassen och fritidshemmet 2011

Den samlade laroplanen som styr grundskolans verksamhet inne-
héller tre delar:

1. Skolans virdegrund och uppdrag
2. Overgripande mal och riktlinjer

3. Kursplaner samt kunskapskrav
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Skolans virdegrund och uppdrag

Det finns stdd fér ett laborativt arbetssitt redan i liroplanens fér-
sta del om skolans virdegrund och uppdrag. Vi har begrinsat oss till
ndgra citat som har direkt betydelse f6r undervisning i en matema-
tikverkstad och vad som kan eller ska utvecklas hos eleverna. En stor
del av det som tas upp i denna handledning om laborativt arbetssitt
ir exempel pa hur liroplanens intentioner kan realiseras i vardagen.

Den [utbildningen] ska frimja alla elevers utveckling och
lirande samt en livsldng lust att lira. Lgrll,s7

Undervisningen [...] ska utveckla deras férm3ga att ta ett
personligt ansvar. Genom att delta i planering och utvirdering
av den dagliga undervisningen och f3 vilja kurser, imnen, teman
och aktiviteter, kan eleverna utveckla sin f6rmaga att utdva
inflytande och ta ansvar. Lgrll,s8

Skolan ska stimulera elevernas kreativitet, nyfikenhet och
sjalvfortroende samt vilja till att prova egna idéer och losa
problem. Lgrll,s9

Skolans arbete méste inriktas pé att ge utrymme fér olika
kunskapsformer och att skapa ett lirande dir dessa former
balanseras och blir till en helhet. Lgrll,s10

Overgripande mdl och riktlinjer

I de 6vergripande malen anges de normer och virden samt de kun-
skaper som alla elever bér ha utvecklat nir de lamnar grundskolan.
Mélen anger inriktningen pa skolans arbete. I en vilplanerad labo-
rativ undervisning kan eleverna ges mojlighet att utveckla sitt tin-
kande och att samarbeta med andra. Nagra citat som belyser detta:

Skolan ska ansvara for att varje elev efter genomgangen grundskola

kan anvinda sig av matematiskt tinkande for vidare studier och
i vardagslivet
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kan lira, utforska och arbeta bade sjilvstindigt och tillsam-
mans med andra och kinna tillit till sin egen formaga.
Lgrll,s13

I nedanstiende punkter fir lirare goda argument for att arbeta labo-
rativti matematikundervisningen. Under rubriken Kunskaper anges
riktlinjer dir det explicit anges att ldraren ska organisera och genom-
fora sitt arbete sd att eleverna

utvecklas efter sina férutsittningar och samtidigt stimuleras att
anvinda och utveckla hela sin férméga

upplever att kunskap dr meningsfull och att den egna kun-
skapsutvecklingen gar framat

far stdd i sin sprak- och kommunikationsutveckling

far mojligheter till imnesférdjupning, dverblick och samman-
hang. Lgrll,s 14

Liraren ska ocksa

svara for att eleverna far prova olika arbetssitt och arbetsfor-
mer. Lgrll,s15

Rektor har enligt liroplanens skrivningar bdde skyldigheter och goda
forutsittningar att stédja laborativt arbete i matematikverkstaden
genom sitt dvergripande ansvar for att verksamheten som helhet in-
riktas mot de nationella malen. Rektor har ocks3, i sin roll som peda-
gogisk ledare, ett sirskilt ansvar for att skolans arbetsmiljé utformas
sd att eleverna fér tillgdng till handledning, liromedel av god kvalitet
och annat stéd for att sjilva kunna séka och utveckla kunskaper, tex
bibliotek, datorer och andra hjilpmedel. Dessutom ska rektor ansvara
for att personalen far den kompetensutveckling som krivs for att de
professionellt ska kunna utféra sina uppgifter.

Erfarenheter visar att skolledningens intresse och engagemang for
matematikverkstider har avgérande betydelse f6r hur de byggs upp
och framférallt vidareutvecklas. Matematikverkstaden bér vara hela
skolans angeldgenhet och ingd i skolans langsiktiga verksamhetsplan.
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Kursplaner samt kunskapskrav

70

Laborativ matematikundervisning, s& som den tas upp i denna bok,
far tydligt stéd i inledningen till kursplanen dir det fastslas att "ma-
tematisk verksamhet ir till sin art en kreativ, reflekterande och
problemlésande aktivitet”. For att inte trétta ut ldsaren med alltfor
manga citat har vi valt att avgrinsa oss till de som berdr férmagor,
eftersom det 4r dem som kunskapskraven utgar fran. Se dven kapit-
let Formdgor.

Genom undervisningen i amnet matematik ska eleverna samman-
fattningsvis ges férutsittningar att utveckla sin férméga att

formulera och 16sa problem med hjilp av matematik samt vir-
dera valda strategier och metoder

anvinda och analysera matematiska begrepp och samband mel-
lan begrepp

vilja och anvinda lampliga matematiska metoder fér att gora
berikningar och l6sa rutinuppgifter

fora och félja matematiska resonemang

anvianda matematikens uttrycksformer for att samtala om,
argumentera och redogéra for fragestillningar, berdkningar och
slutsatser. Lgrll, s 63

En vil genomford laborativ matematikundervisning kan ge elever
forutsittningar att utveckla samtliga férmagor.

Det centrala innehéllet dr uppdelat i sex omraden i kursplanen:
Taluppfattning och tals anvindning, Algebra, Geometri, Sannolik-
het och statistik, Samband och férindring samt Problemlésning. Det
ar upp till lararen att utifrdn didaktiska dverviganden avgora nir la-
borativa aktiviteter kan stodja elevers forstielse fér det matematiska
innehéll som behandlas i undervisningen.

Kunskapskraven anger kunskapsnivan fér godtagbara kunskaper
och fér de olika betygsstegen. En fordel med att arbeta laborativt och
att elever dokumenterar sitt eget ldrande ar att det ger ett bredare
underlag for att allsidigt utvirdera elevers kunnande. Det ger ldra-
ren tillgdng till flera alternativa bedémningsinstrument &n enbart
skriftliga podngsatta prov.
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Allméanna rad

Skolverket har utarbetat Allmdnna rad med kommentarer om planering
och genomfiorande av undervisningen. Avsikten ir att ge stéd fér hur
de statliga regleringarna bor hanteras i praktiken och "syftar till att
paverka utvecklingen i en viss riktning”. R&den ir inte s3 allménna
som detiférstone kan uppfattas utan bér "féljas om skolan inte hand-
lar pé ett annat sitt som gor att kraven i bestimmelserna uppfylls”.
Skolverket rekommenderar en balans mellan olika arbetssitt och tar
dessutom avstand fran en allt for hog andel individuellt arbete. Fol-
jande citat ligger i linje med ett laborativt arbetssitt:

Liraren bor i sin ledning av undervisningen

strukturera och styra de processer som sker i undervisningen
och skapa balans mellan gemensamma genomgangar och dis-
kussioner, enskilt arbete och samarbete mellan elever for att
skapa goda férutsittningar for varje elevs larande.
Allminnarad,s 17

Hur kan styrdokumentens avsikter omsittas till laborativ matema-
tikundervisning? For att utveckla matematiska begrepp och tankar
samt for att uppticka moénster och samband kommer laborativa ma-
terial vl till pass. Material kan ocksd brukas som &skadligt stod for
berikningar, vid problemldsning och vara ett sitt att konkretisera
matematiska begrepp som eleven redan dr bekant med.

Laborativa aktiviteter

Konkret Abstrakt
Laborativa aktiviteter kan fungera som en Link mellan konkret och abstrakt.

Oftast far eleverna gd mellan det konkreta och det abstrakta flera
ganger. En elev kan arbeta med en aktivitet, fa forstielse for det ab-
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strakta matematiska innehéllet och visa det i sin dokumentation. I
en mer utmanande uppgift kan eleven behéva gé tillbaka till det la-
borativa arbetet fér att fa en djupare férstielse av de redan kiinda be-
greppen och foér att utveckla nya. Laborativt arbete dr alltsd inte bara
en angeldgenhet for de yngsta eleverna eller f6r elever i svrigheter:
det dr angeliget for alla elever!

Nir man gér frén det konkreta till det abstrakta gors bade vinster
och férluster. Ett exempel 4r nir elever uppticker att 5 dpplen och 2
applen tillsammans blir 7 dpplen, genom att forst ligga dpplenai tvd
grupper och sedan foéra ihop dem till en grupp. Eleverna drar slut-
satsen att 5+2=7, som ju ir ett abstrakt pastdende eftersom de in-
blandade dpplena inte lingre ndmns. Férdelen ér att detta pastdende
giller i manga olika sammanhang, inte bara for dpplen utan dven for
croissanter, motorcyklar, minniskor, planeter etc.

Nackdelen med pastdendet 5+2=7 ir att det inte lingre finns né-
got konkret exempel framfor vara dgon, vilket gor att det hela litt
uppfattas som verklighetsfrimmande. Det ir intressant att noteraatt
ordet abstrakt kommer fran det latinska 'abstractus’ som betyder att
ndgot dras ut frAn ndgot annat. I det hir fallet har just antalet dpplen
"dragits ut”, men sjilva dpplena och deras form, firg, doft med mera
finns inte lingre med.

I grundskolan gir det i regel att konkretisera matematik genom
olika tillimpningar och pa sa sitt fa bekriftat att matematiken fak-
tiskt fungeraripraktiken. Det finns en vig tillbaka fran det abstrakta
till det konkreta. Den matematiska likheten 5+2=7 kan illustreras
med dpplen, knappar, kuber, enkronor och pé sé sitt bli uppenbar
dven fér elevens dgon och verksamma hinder. Ju fler sinnen som
engageras desto bittre och matematik framstar inte bara som ett
skolimne utan som nagot som kan vara till nytta i vardagen utan-
for skolan.

Fran dpplen till matematiska symboler.

72
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Generalisering

Konkret

Abstrakt

En god undervisning bér ge eleverna forutsdttningar att utveckla
formagan att féra, folja och beddma matematiska resonemang samt
att dra slutsatser och att generalisera.

Graden av generalisering ar ett uttryck fér kvaliteten pa elever-
nas kunnande. Eleverna kan ha i uppgift att finna ett matematiskt
samband f6r vad som hinder nir ett udda tal adderas med ett jimnt
tal. De kan da utgd frdn konkret material som dpplen — av praktiska
skil dr konstgjorda ofta att féredra — och se vad som hinder vid varje
enskild situation: 5 dpplen + 2 dpplen = 7 dpplen. Efter att ha under-
sokt en mingd kombinationer och ordnat demi en tabell kommer de
fram till ett generellt pstiende: Ett udda antal &pplen plus ett jagmnt
antal dpplen &r ett udda antal dpplen.

Nagot dldre elever kan ocksa formulera ett generellt samband som
baseras pa abstrakt matematik. De bérjar med 5+2=7 och fortsitter
att variera termerna tills de anser sig ha fog fér ett allmingiltigt pa-
stdende: Summan av ett jimnt tal och ett udda tal dr udda.

Specifik Generell

5épplen + 2 dpplen=7dpplen  Ettudda antal dpplen plus ett jamnt antal
dpplen ar ett udda antal dpplen.

5+2=7 Summan av ett jdmnt tal och ett udda tal
drudda.

Uppgiften kan alltsa starta i en konkret och specifik situation som
avslutas abstrakt och generellt. Eleverna utgér frén dpplen, men den
slutsats som dras giller for heltal, inte bara for dpplen.

En férdel med laborativa material i detta exempel dr att det konkret
garattse det generellasambandet. Liggs ett udda respektive ett jamnt
antal kuber upp parvis sa dr det mojligt att se att summan dr udda.

5 + 2 = 7

o O 2 5 =
0 O D o O O
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En kub ligger ensam — udda - dven om alla kuber fors samman. Det
ir mojligt att se att detta samband maste gilla for alla olika antal ku-
ber, sd linge den ena mangden kuber 4r udda och den andra ér jamn.
Det kan finnas hur manga par av kuber som helst i en udda mingd,
det 4r bara den sista ensamma kuben som avgor att just den ming-
den ir udda. I en jgmn mingd med kuber ir det alltid ett visst an-
tal par av kuber, ingen kub 4r ensam. For att ytterligare lyfta mate-
matikinnehallet finns hir ett tillfalle att g& sa langt som till ett alge-
braiskt bevis: 2n+1)+2m=2(n+m)+1.

=2 8 4O D 5
3 & D O O 0O
—— —— —_——

nst m st (n+m) st

I detta fall ger det laborativa materialet en vigledning — som siffer-
symboler inte pévisar — for hur beviset kan genomféras. P4 motsva-
rande sitt kan resonemang féras om vad som sker da tva udda eller
tva jaimna tal adderas.

Bokstdverna n och m anvands ofta for naturliga tal.

Ordet udda betyder att ett tal inte kan delas jgmnt med tv8, utan
rest. I Nationalencyklopedins ordbok uppges att ordet &r slikt med
udd som i sin tur férklaras som en spetsig dnde pé ett féremal. Syno-
nym till udda 4r ojamn och motsatsen ir jimn. I exemplet ovan dr det
tankbart att associera det udda antalet kuber med en ojamn kant dir
en av kuberna sticker ut. En jamférelse kan géras med norskan dir
ett jaimnt antal anges med ordet par-tal och dirigenom pa ett bildligt
sitt visar innebdérden i begreppet.

Material ger méjlighet bade att arbeta undersékande och att de-
monstrera valda delar av matematik. Nedan ges tvd exempel pd hur
elever kan arbeta undersdkande, da de skjuter gummisnoddar for att
fa underlag till en graf eller nir de med hjilp av plockmaterial kon-
kretiserar ett matematiskt uttryck. I det forsta exemplet startar elev-
ernaien konkretsituation,idetandraiettabstrakt uttryck. Direfter
beskrivs hur material anviinds av liraren som redskap for att konkre-
tisera innebdrden av 0,5 och av elever nir de demonstrerar vad som
hinder nir ett heltal divideras med 0,5.
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Fran konkret till abstrakt

Laborativa material kan fungera som en link mellan konkreta hin-
delser och abstrakta matematiska modeller. Fran ett tidigare utgivet
norskt material har en idé himtats dir eleverna ska skjuta gummi-
snoddar fér att f& underlag till en graf vilken beskriver skottets lingd
som en funktion av gummisnoddens t&jning. Mélet &r att skapa f6r-
stdelse for funktionsbegreppet och att ge exempel pd matematisk
modellering. Hir d4r gummisnoddsskjutandet verkligheten och re-
sultaten dversitts rent matematiskt i en tabell och en graf. Slutligen
far eleverna virdera modellen, d vs diskutera férutsittningar och be-
gransningar i verkligheten som kan paverka resultatet.

Gummisnodden ska skjutas ivig med hjilp av kortsidan pa en
linjal, vilken halls pa hogkant och mot magen.

Forbered en tabell med
tva kolumner.

T6j gummisnodden

0,5 cm och skjut ivag
den. Mit skottets lingd
och fér in i tabellen. Oka
téjningen med ytterli-
gare 0,5 cm: skjut, mit,
anteckna och upprepa
till 4,5 cm.

Anvind rutat papper.
Rita ett koordinatsystem
och vilj lampliga avstand
pa axlarna. For in vir-
dena och rita grafen.
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Lat eleverna forsoka forutse vad som hinder d& snodden tojs till
5cm eller 6cm. Testa om det stimmer.

Virdera den matematiska modellen. Vilka begriansningar finns?
(Linjalen vinklas olika i bade hajd- och sidled, gummisnod-
darna blir "uttréttade”, skottet blir snett ...) I vilka andra sam-
manhang kan modellen anvindas?

Ett alternativt och betydligt Sppnare sitt att arbeta med denna akti-
vitet dr att dela ut gummisnoddarna, be eleverna underséka och be-
skrivasambandet mellan gummisnoddens téjning och skottets lingd.
Utifran variationen i elevernas beskrivningar kan en diskussion féras
om olika modellers fér- och nackdelar.

Fran abstrakt till konkret

76

Utgdngspunktkan ocksa tasimotsatt inde, dvsattlaborativa material
anvinds fér att visualisera ett abstrakt uttryck. Ett exempel pa detta

n(n+1)
2

ir nir elever utgdr frén uttrycket och med hjilp av valfritt

material 3skadliggor sambandet.

n n(n+1)
2
1 1(1+1) -1
— =
2(2+1)
2 == -
> 3
3(3+1)
3|22
> 6
4(4+
4 A0,
2
5(5+1
5 % =15
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Vid uppféljning av aktiviteten redovisar eleverna vad de har gjort och
beskriver hur de har resonerat. Jimforelser gérs mellan de olika elev-
l6sningarna. Péverkar valet av material redovisningen? Ger ett speci-
ellt material bittre stod at korrekta tankeformer? Finns det material
som snarare kan ge felaktiga forestéllningar? Vilka material gynnar
eller i vérsta fall missgynnar ldrandet?

Redskap for lararen

Laborativa material kan dven betraktas som redskap for liraren att
konkretisera innebérden av ett abstrakt begrepp. Ett exempel dr nir
undervisningen behandlar divisionsbegreppet och talomrédet har
utdkats fran heltal till decimaltal. Malet f6r en av lektionerna ér att
eleverna ska befista sin férstaelse f6r vad som hinder nér ett heltal
divideras med 0,5. Lektionen inleds med ett gemensamt samtal om
vad talet 0,5 kan betyda i vardagliga ssmmanhang och hur det kan
representeras med hjilp av olika uttrycksformer. Liraren har d& moj-
lighet att illustrera elevernas férslag med hjilp av material och elev-
erna gor egna anteckningar.

En halv timime EH halvt km])k/hjd}rm YJag gjovde en “ett-dttio”
som dr en halv
“Hre-sextio” med min
Madd.”

P

0,5

Ldrarens sammanfattning pd tavlan av elevernas vardagliga sammanhang.
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Laborativa material 4r ocksé redskap fér elever nir de ska visa hur de
uppfattar det aktuella begreppet. Efter den gemensamma introduk-
tionen ska varje elevgrupp pa minst tre sitt demonstrera vad som sker
nir ett heltal divideras med 0,5. Eleverna skriver ner vad de gér och
vad det resulterar i. Forslag som kan komma upp:

1 dividerat med 0,5. En enliters flaska fylls med vatten och sedan
hills det 6ver i halvlitersflaskor. Det riicker till tv3 mindre flas-
kor: 1/0,5=2.

3 dividerat med 0,5. Tre jamnstora klumpar formas av modell-
lera och varje klump delas sedan pé mitten. Resultatet blir sex
mindre klumpar: 3/0,5=6.

6 dividerat med 0,5. Sex meter snére mits upp och klipps i
0,5-meters lingder. Det blir tolv lingder: 6 /0,5=12.

Vid redovisningarna och den efterfoljande diskussionen lyfts de ge-

nerella matematiska sambanden fram med hjilp av material.
Eleverna anvinder sig av innehéllsdivision i de tre exemplen. De

demonstrerar hur mdnga ginger en halv liter vatten "innehalls” i en-
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litersflaskan, hur manga halva klumpar som "innehalls” i de tre storre
klumparna och hur manga génger en halv meter snére "innehalls” i
det lingre snoret. Tillvigagangssittet motsvarar en upprepad sub-
traktion av 0,5 eftersom eleverna férst har exempelvis det sex meter
langa snéret som de successivt minskar med 0,5 m allteftersom de
klipper av snérstumparna. I dokumentationen sammanfattar elev-
erna sina slutsatser.

Under kommande lektioner f6ljs resonemanget upp genom fragor
som: Blir kvoten alltid ett heltal? Vad hinder om tiljaren inte &r ett
heltal? Vad hinder om nimnaren varieras, tex om den ir 0,4?
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Jamférelser gors mellan innehallsdivision — eller "métningsdivision”
- och den andra grundliggande tankeformen i division: delnings-
division, som svarar pa frdgan Hur stor del? Eleverna far i uppgift att
anvindalaborativa material fér att demonstrera tex I divideratmed 2
och 3 dividerat med 2.

I denna aktivitet har lraren startat i ett abstrakt begrepp (ett hel-
tal ska divideras med 0,5) och med hjilp av laborativa aktiviteter gatt
6ver till konkreta hiandelser (eleverna arbetar praktiskt) fér att sedan
komma tillbaka till det abstrakta begreppet vid sammanfattningen.

Delningsdivision och innehallsdivision

Nir dr innehallsdivision lampligast och nir 4r delningsdivision smidigast? Ex-
empel pa hur de tva tankeformerna kan underlitta eller komplicera en berik-
ning som gors "1 huvudet”:

600/3
Delningsdivision: Om jag tinker att jag ska dela upp 6 hundralappar pa 3 personer
sa att de far lika mycket var, dr det latt att komma fram till att de far 200 kr var.

Innehallsdivision: Forsoker jag istéllet tinka ut hur manga ganger som 3 inne-
hélls (gér) i 600 blir det besvirligare och det blir tydligt att denna tankeform
inte dr sa effektiv.

600/200

Delningsdivision: Om jag skulle tinka pa samma sitt som i delningsdivisionen
ovan och férdela 600 kr till 200 personer sa blir det ocksé uppenbart att denna
tankeform inte &r s klok.

Innehallsdivision: Tanker jag istéllet pd hur manga ganger som 200 innehalls i
600 sa dr det enklare att inse att svaret &r 3.

Det laborativa arbetssittet i matematik kan grovt sett delas in i tva
huvudkategorier: undersékande och demonstrerande.

Undersdkande:  specifikt generellt
Arbetssitt

Demonstrerande: generellt specifikt
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Undersikande arbetssditt bygger pd den induktiva metoden, vilket
innebir att eleverna skaffar sig egna specifika erfarenheter som se-
dan ligger till grund fér insikter i allméngiltiga och generella sam-
band. Om malet ir att 3 forstaelse for hur triangelns area beriknas,
inleds arbetet med laborativa aktiviteter dir eleverna underséker och
provar olika sitt att finna och bestimma triangelns area. Direfter
fors en diskussion dir lararen hjilper eleverna att se de matematiska
sambanden s att de kan enas om att uttrycka en formel som giller
generellt — pd ett for dldersgruppen lampligt sitt. Liraren bérjar alltsd
inte med att férklara formeln. Redan Comenius &sikt om att all un-
dervisning ska inledas med konkret 8skddning och att férklaringen
ska komma i en senare fas, kan ses som ett uttryck for ett undersé-
kande arbetssitt.

Demonstrerande arbetssdtt har sin grund i den deduktiva metoden
och bérjar frén andra héllet. Undervisningen utgar fran det allmén-
giltiga och generella och leder 6ver till det enskilda och specifika. I
detta ssmmanhang kan det betyda att liraren demonstrerar hur tri-
angelns area beriknas med hjilp av en formel och att eleverna sedan
utgar frin den vid sina fortsatta berdkningar.

Undersokande arbetssatt — ett exempel Demonstrerande arbetssatt — ett exempel
1. Laborativa aktiviteter 1. Formel

Elever skaffar egna erfarenheter av hur Ldraren och/eller ldroboken presenterar
triangelns area bestams. formeln for hur triangelns area beraknas.
2.Formel 2. Berdkningar

Utifran de laborativa aktiviteterna kommer Eleverna anvander formeln vid
man fram till ett generellt samband som de fortsatta berdkningarna.
sedan anvands vid det fortsatta arbetet.

Valet av arbetssitt bor bestimmas utifrdn vad som ir i fokus fér 13-
randet. Under matematiklektioner bor elever f4 méta bade undersé-
kande och demonstrerande arbetssitt. Astrid Pettersson uttrycker
det s& hir i Baskunnande i matematik: "En effektiv lirandemiljo ut-
mirks av att det dr en god balans mellan olika arbetssitt, mellan
elevens eget utforskande och kunskapssékande och en god och sys-
tematisk undervisning och handledning.”
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Struktur for laborativt arbetssatt

m 32

Manga lirare utgar fran en vil beprovad grundstruktur for laborativt
arbete som bestér av tre steg:

1. gemensam introduktion
2. laborativa aktiviteter
3. gemensam diskussion och uppféljning.

1. Gemensam introduktion
Introduktionen ska skapa férvintningar och en 6nskan hos eleverna
om att fa bérja arbeta fér att lira sig mer.

I det exempel som féljer senare i denna text far eleverna pa egen
hand underséka och uppticka hur ett set med pentominobrickor dr
konstruerat. Ordet pentomino kommer fran grekiskans 'penta’ som
betyder fem. Nir eleverna fatt férstelse fér hur formerna 4r kon-
struerade kan setet anvindas for andra aktiviteter. Som en introduk-
tion till arbetet kan valda delar ur stravornaaktiviteten Férst se men
inte rora anvindas.

V@ I avoma

Forst se men inte rora

FOLJA RESONEMANG — KOMMUNICERA — GEOMETRI

Avsikt och matematikinnehdll
Visualisering ir en viktig ingrediens i geometriundervisningen. Denna aktivitet handlar om att vika
lador, forst i tanken och sedan allt mer praktiskt. Arbetet ger ocksd kunskaper som ir grundliggande
for att kunna orientera sig i rummet och for att kommunicera med andra.

Férkunskaper
Kvadratens egenskaper ir nodvindig forkunskap.

Material
Linjal, sax, limstift, tejp och kvadratiska markorer.

Beskrivning
Aktiviteten bestar av tva storre delar. Forst gor klassen en gemensam visualiseringsovning och i
direkt anslutning till den fortsitter eleverna arbetet i smagrupper. Da ska de kommunicera och arbeta
praktiskt.
Frigorna och anvisningarna som féljer kan du lisa hogt for hela klassen. Fragorna kommer siikert ofta
att besvaras av flera elever i korus. Det ir limpligt att du da upprepar fragan och later en elev svara.
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Férst se men inte roéra handlar om att vika 1ador, forst i tanken och sedan allt mer
praktiskt. Aktiviteten bestar av tva storre delar, en gemensam introduktion och
sedan undersékande arbete i smagrupper. Hir tar vi endast upp introduktionen
som bestér av en gemensam visualiseringsévning. Frigorna och anvisningarna
som foljer liser ldraren hogt f6r hela klassen. Fragorna kommer sikert ofta att
besvaras av flera elever i korus. Det dr da limpligt att upprepa fragan och 13ta
en elev svara.

Blunda - med bada 6gonen.

Férestill dig en 14da — fortsitt att blunda.

Vad ér 1ddan gjord av?

Ar den stor?

Skulle du kunna f3 plats i den?

Ténk dig en sé stor 14da att du skulle {3 plats i den.

Férestill dig nu en liten 13da. Fortsitt att blunda.

Tank dig en sa liten 1dda att det bara far plats en fingerborg i den.
Ténk dig en 1dng lada.

Har din 18da négot lock?

Tank dig nu en 1dda som har kvadrater till sidoytor runt om.
Visst minns du vad en kvadrat &r?

Beskriv en kvadrat.

Har din 14da kvadrater till sidoytor nu?

Ocks3 bottenytan ska vara en kvadrat. Ar den det nu?

Vad kallar man formen p4 en sddan ldda som du nu har framfér dig?
Om din kubiska 1dda har lock sé ta av det.

Har du nu en 18da utan lock framfér dig?
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For att vara siker pd att du inte har négot lock, hill gula drtor i 1ddan.
Hall ut drtorna igen.

Vad ir din 1ada gjord av?

Tank dig nu att den 4r gjord av papp.

Beskriv vad du har framfér dig nu.

Fortsitt att blunda!

Hur manga kvadrater har 1ddan?

Varje sddan kvadrat kallar man fér en sidoyta. Aven bottenytan kallas for
sidoyta. Hur ménga sidoytor finns det?

Tank dig nu att du ska anvinda din 1dda pa ett ndgot ovanligare satt. Du
ska ha den till att skydda golvet medan du mélar om en dorr. D4 méste du
breda ut lddan. Hur kommer det att se ut? Du vill breda ut sé att alla fem
sidoytorna syns. Och s att de sitter ihop. Dra dig inte f6r att anvinda sax.
Fortsétt att blunda! Men klipp forsiktigt. Det far inte bli ndgra 16sa kva-
drater.

Har du lddan utbredd framfér dig nu?

Hur ménga kvadrater ser du?

Sitter alla fem kvadraterna ihop?

Vik ihop utbredningen igen. Far du tillbaka lddan?
Ser du lddan nu?

Go6r nu ladan sa stor att varje kvadrats sida dr ungefir sé lang som ditt pek-
finger.

Bred ut 18dan igen s att du ser alla sidoytorna och ligg pd minnet hur
utbredningen ser ut.

Oppna gonen — vinj dig vid ljuset — och rita utbredningen pa ett papper.
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2. Laborativt arbete

I detta steg far eleverna arbeta med det centrala innehall som ir £o-
remal fér undervisningen péa bade kort och 18ng sikt. Eleverna ska
samtidigt ges forutsittningar att utveckla de férmégor som har en
naturlig koppling till det aktuella matematikinnehéllet. Liraren kan
ocksd omvint vilja att anpassa det centrala innehéllet till de forma-
gor som har valts ut.

I denna fasingdr inte bara att eleverna arbetar med aktiviteter och
laborativa material utan hela arbetsgdngen mellan konkret och ab-
strakt och elevers dokumentation bér finnas med.

Som avslutning pa introduktionen i detta exempel ritar varje elev
utbredningen som #r ett exempel p& hur fem kvadrater i samma stor-
lek kan sittas samman lidngs hela kanter. De ska sedan fortsitta att
undersdka hur fem stycken kvadrater kan sittas samman pa andra
sitt, men fortfarande lings hela kanter.

Eleverna anvinder kvadratiska markdorer i sina undersékningar, ri-
tar funna former pa firgat papper och klistrar upp dem pa kartong-
ark, vilka — férutom att de 4r dekorativa — kan underlitta elevernas
redovisning och fértydliga fér lyssnarna.

En paborjad aktivitet med pentomino.
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3. Gemensam diskussion och uppfoljning

Efter att eleverna har arbetat laborativt féljer en gemensam diskus-
sion dir kunskaperna sitts in i ett ssmmanhang och de matematiska
upptickterna lyfts fram, utmanas och virderas. Genom att jimfora
begreppsuppfattningar och 16sningsstrategier kan elever "byta upp
sig” till effektivare tankesitt. Eventuella missuppfattningar kan upp-
mirksammas och redas ut. Den avslutande gemensamma diskussio-
nen ir betydelsefull fér elevers larande och férstaelse. Om laboratio-
nen l6per under en lingre period kan varje lektion avslutas med en
summering av vad som dittills har upptickts.

I exemplet med att finna alla pentominoformer ir arbetet i slu-
tet av forsta lektionen 1angt ifrdn slutfért. Kartongarken sitts upp
pa viggen och lidraren stiller frgor om hur manga former de hittills
hittat, om ndgra av dem #r lika och i s8 fall varfér, om de anvinder né-
got system i sitt sokande och hur manga ytterligare former de tror att
de kommer att uppticka nista lektion. Diskussion férs och prévning
genomfors ocksd av vilka figurer som kan vikas till 1ddor utan lock,
liksom samtal om omkrets och area pa de olika pentominofigurerna.

Under kommande lektioner fortsitter arbetet med att hitta alla
de tolv méijliga pentominoformerna.

Vikten av uppfiljning

86

Internationella jamforelser visar att kinesiska elever i genomsnitt nar
bittre resultat i matematik 4n de amerikanska. Skillnader mellan ki-
nesiska och amerikanska lirares kunskaper i matematik och mate-
matikdidaktik har analyserats och resultatet visar att de kinesiska 13-
rarnas goda kunskaper bidrar till de kinesiska elevernas framgangar.
Jamforelse gjordes mellan sitten att undervisa kring subtraktion i
de tidiga skoldren. De flesta lirare, bdde kinesiska och amerikanska,
anvinde laborativa material, men aktiviteterna féljdes upp pa olika
sitt beroende pa lirarnas matematiska forstaelse av dem. I motsats
till de amerikanska lirarna hade de kinesiska lirarna avslutande ge-
mensamma klassdiskussioner dir eleverna visade, férklarade och ar-
gumenterade fér sina 18sningar. I diskussionen kunde elever stilla
fragor som ledde till en djupare férstielse i matematik.

I Japan finns en sirskild term - neriage — for den avslutande dis-
kussionen i helklass. Den anvinds fér att beskriva den del av lektio-
nen dir eleverna presenterar och diskuterar sina 16sningsforslag. Syf-
tet dr att med lrarens hjilp bredda och férdjupa kunnandet om de
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begrepp som varit féremal for lektionen. Det kan ske genom att ut-
forskasammanhang, diskutera tankemaissiga konflikter som utmanar
elevens tinkande och att ge eleverna tillfille att reflektera éver sitt
larande. Lararens uppgift dr att "knyta ihop sicken” genom att till-
sammans med klassen savil komma éverens om korrekta och opti-
mala 16sningar som att identifiera vanliga missuppfattningar.

Kognitiv konflikt 4r ett nédviandigt led i lirandeprocessen, vilket
bla Nilsson visat i sin studie Att diga pi. En av lirarens uppgifter dr att
utmana elevernas tinkande s att det blir uppenbart om de byggt upp
felaktiga tankebanor. I den gemensamma diskussionen efter avslutad
laboration finns utrymme for liraren att inta denna roll.

Arbetsgang vid problemlésning

Vid problemlésning finns en arbetsgdng som kan tjina som inspira-
tion och varieras beroende pa undervisningens syfte.

Ett noga utvalt problem presenteras for eleverna.

Eleverna arbetar, oftast, forst enskilt med problemet och gér
sedan samman i par eller smagrupper fér att jamféra sina for-
slag och bestimma sig for vilken 16sning som ska presenteras for
klassen.

Lararen gar runt, fangar upp skilda 16sningsmetoder och delar
in tavlan i samma antal rutor som metoder.

De olika I6sningarna presenteras av eleverna infor évriga kam-
rater. Varje metod fér ett eget utrymme p4 tavlan fér att alla
hela tiden ska ha en sammanstillning 6ver samtliga forslag. Vad
skiljer denna 16sning fran 6vriga? Vilka likheter har denna 16s-
ning med 6vriga? Klasskamrater kan komplettera presentatio-
nerna och stilla frdgor om dem. S& hir kan man ocksé tinka...
Jag undrar varfér ...?

Gemensam diskussion utifran de olika l6sningsmetoderna.
Férdelar? Nackdelar? Vilken / vilka 16sningsmetoder 4r bist att
anvinda i just detta problem? I vilka sammanhang kan de andra
16sningsmetoderna vara lampliga?

Vid denna arbetsging ir det en fordel om eleverna i klassen har olika
kunnande i matematik. Ju fler 16sningsforslag, desto mer diskussion.
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Dessutom bér liraren striva efter att missuppfattningar ses som en
mojlighet till ytterligare lirande — inte ndgot som kan uppfattas som
genant. Missuppfattningar lyfts fram pa ett medvetet sitt for att
tinkbara orsaker ska bli féremal fér diskussion och gora eleverna
uppmirksamma pa vanliga tankefel och varfor de uppstér. Elevernas
tankar och uppfattningar blir pa s sitt ett innehalli undervisningen
och kan bidra till att forstéelse utvecklas.

Arbete i grupp

Fér att samarbeta méste man ha nagot att samarbeta om. Det ir inte
alltid latt att arbeta tillsammans i en lirobok i matematik — speciellt
om man inte befinner sig p& samma sida. I en verkstad 4r det labora-
tiva materialet tillgingligt for flera samtidigt och det blir darfor en
hogst pataglig utgangspunkt fér samarbete.

Sprdkror, sekreterare, fokushdllare och tidshdllare

88

En tydlig struktur for problemlésning i grupp kan underlitta for
béde elever och lirare. I Namnarenartikeln Meningsfull matematik
ges ett exempel pa hur alla elever kan bli delaktiga och kidnna an-
svar fér gruppens arbete genom att de tilldelas speciella roller som
sprakror, sekreterare, fokushéllare och tidshallare. Sprékroret for
fram gruppens asikter och skoter kontakten mellan gruppen och 13-
raren. Nir gruppen stdter pa svarigheter dr det bara den eleven som
far be liraren om hjilp. Det kriver att sprakroret forstar vad det ér
som gor att gruppen inte kommer vidare, att hon kan beskriva det
for lararen och sedan férklara for sina kamrater. Att enbart sprakro-
ret far stilla frigor leder till en minskad arbetsbelastning fér liraren.
Sekreteraren skéter gruppens anteckningar. Fokushallaren ansvarar
for att alla haller sig till &mnet och ska ocksa se till att de &terkom-
mer till uppgiften om samtalet tar en annan vig. Tidshéllaren ser till
att tiden halls oavsett om det rér sig om minuter eller flera lektioner.

Elever behover fa arbeta i samma grupp vid flera tillfdllen — sd de
far mojlighet att forbattra och utveckla sina roller — innan de byter
till nya gruppkonstellationer. Ofta ir det en férdel om elever pa né-
gorlunda liknande kunskapsniva arbetar tillsammans. I annat fall
kan det resultera i att den "starke” eleven tar &ver i gruppen. Férut-
sittningen for att gruppmedlemmarnas skiftande roller ska fungera
ir att det rader ett positivt klimat dir alla kan kinna sig trygga med
sina kamrater.
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Gemensam problemliosning

Ettannat sitt att stirka samarbete genom att gora alla delaktiga dr de
aktiviteter som ofta gér under samlingsnamnet gemensam problemlos-
ning. [ korthet gar det ut pd att ett problem har delats upp i ett antal
ledtradar, oftast 3—6 stycken. Varje ledtrad presenterasi text eller bild
pa ett kort tillsammans med den gemensamma fragan. Varje elev i
gruppen far 1-2 kort var. Var och en far lisa sin ledtrdd hogt for de
6vrigaigruppen hur manga gdnger som helst och det gar bra att fraga
om. Diremot dr det inte tillatet att visa texten och detta dr den ba-
rande idén for att det ska bli gemensam problemlésning. Ifall kortens
text fr visas dr det vanligt att eleverna lagger sina kort pd bordet och
snart har en av dem tagit 6ver hela arbetet och 16st problemet pa egen
hand. Genom att var och en har sina ledtrddar — ndédvindiga for hela
gruppen - blir samtliga involverade i att 16sa uppgiften.

Ovan beskrivna kort med gemensam problemlésning finns i spe-
ciella bécker och allt oftare i lairarhandledningar till matematikliro-
medel. Det dr inte ovanligt att problemen férutsitter tillgdng till ex-
empelvis plockmaterial i form av stickor och byggbara kuber. Det un-
derlittar pa sikt om de kort som anvinds kopieras, lamineras, klipps
ut och férvaras i zippasar.

Sjalvstandigt arbete
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En lirare kan inte stindigt finnas till hands f6r samtliga elever, dir-
for ar det nddvindigt att elever sjilvstindigt kan folja skrivna in-
struktioner. Det forutsitter en inskolningsperiod dir eleverna gors
medvetna om hur instruktioner ska l4sas och féljas. Instruktionerna
i sig maste ocksd anpassas till elevernas kunnande. Fér de yngsta
eleverna fungerar illustrationer ofta bittre 4n text. Att kunna félja
en instruktion med en kombination av text och bild ir en fardig-
het som kan och bér 6vas upp. Denna fardighet dr i allra hégsta grad
anvindbar dven utanfér skolan, tex fér att férstd monterings- och
bruksanvisningar.

Tillgang till matematikverkstaden — men bara ibland

Alla larare har inte tillgdng till matematikverkstaden varje lektion.
Hur kan arbetet organiseras for att verkstadstillfillet ska kunna ut-
nyttjas pa bésta sitt? Forst bor frdgan om vilket innehéll och vilka
aktiviteter som bést lampar sig fér enskilt arbete, arbete i grupp eller
i helklass 6vervigas och besvaras. Direfter kan en uppdelning av en
periods lektionsinnehadll géras, dvs vad eller vilka moment som be-
handlasiklassrummet och vilket inneh&ll som kan berikas med hjilp
av arbete i matematikverkstaden. Det ska inte vara vattentita skott
mellan klassrumsarbete och arbete i matematikverkstaden. Darfér
maste det alltid finnas en viss mingd laborativa material i alla klass-
rum och matematiksalar.

Man kan férbereda verkstadsbesoket med t ex en matematikberit-
telse, ett problem, en hemuppgift eller en utmaning. D3 blir eleverna
vil medvetna om vad som vintar dem och vad som férvintas av dem.
Nagra sitt att organisera:

Lat verkstadsarbetet ske 1 helklass /helgrupp dar alla elever
arbetar med samma aktivitet och material. Vilj i majligaste
man aktiviteter dir eleverna kan arbeta med varierande svarig-
hetsgrader. Eleverna dokumenterar sitt arbete.

Forbered stationer. Antingen cirkulerar grupperna och samt-
liga elever kommer i kontakt med samma innehall, eller arbetar
grupperna med innehall avpassat fér tex skilda kunskapsnivaer
eller olika sitt att ldra. Arbetet dokumenteras pa lampligt sitt.

Nista matematiklektion kan verkstadsarbetet f6ljas upp i klassrum-

met med diskussioner, noggrannare dokumentation, arbete med
motsvarande innehall i lirobok, fardighetstrining etc.
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Stjarnmatte

Ettsattatt organiseralaborationer dr det vi kallar Stjarnmatte. T klass-
rummet, matematikverkstaden eller utomhus férbereds nagot fler
stationer dn antal elevgrupper. Varje station mirks med ett nummer
och pé en central plats finns ocksd en burk med motsvarande num-
merlappar. Varje grupp drar en nummerlapp i burken och gar till den
angivna stationen, genomfér laborationen, gar tillbaka, drar en ny
nummerlapp och gir till nista station. Arbetssittet forutsitter att de
laborationer som eleverna ska arbeta med &r fristdende i meningen
att de inte behéver genomféras i en viss ordning. Daremot bor det
innehéllsmissigt finnas en tydlig koppling mellan laborationerna sa
att eleverna inte upplever att de "bara gér” en massa olika aktiviteter.
Férdelarna med Stjirnmatte ér flera:

Varje grupp kan stanna s 1dng tid de behover pa varje station -
de behéver inte vinta in ndgon annan grupp.

Laborationerna kan arrangeras s att flera stationer i forsta
hand bestar av firdighetstrining som eleverna kan genomfora
pa egen hand. Liraren kan da f3 tid for att frimst finnas till
hands vid de laborationer dir eleverna behdver mer lirarstod.

Vid varje station kan eleverna ¢va sin férmaga att utvirdera sitt
larande. Se exempel pa sid 137-138.

Idén till Stjidrnmatte kommer ur-
sprungligen fran en évning for barn
som ska ldra sig att orientera. De sam-
las tillsammans med ledarna pa en
Oppenyta. Tvaochtvatardeenkarta
och letar ratt pd den enda kontroll
som finns inritad. Nar de har besokt
kontrollen springer de tillbaka, byter
till en annan karta och springer till
nasta kontroll. Barnen och de vuxna
kan se varandra hela tiden.
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Innan vi gér in pa hur lektioner kan planeras vill vi pAminna om de
didaktiska grundfragorna Vad? Varfor? och Hur? Anledningen ir att
de dr ett behindigt redskap for ldraren eftersom de alltid 4r enkla att
ha med sig i tankarna och dr anvindbara i alla ssmmanhang oavsett
iamne, niva och kursplan. Frigorna hjilper liraren att fokusera pé det
visentliga i sin planering.

Direfter ges tre forslag pa arbetsgdng for att ge eleverna mojlig-
het att gd mellan konkret arbete med laborativa material och ett ab-
strakt matematiskt symbolsprék: Fyra nivder fran konkret till abstrakt,
Tanketavlor och Fyrfiltsblad. 1 samtliga fall handlar det om att vixla
mellan uttrycksformer.

De didaktiska fragorna

92

Laborativa aktiviteter kan bana vig frén den kunskap eleven redan
besitter till den nya kunskap som efterstrivas. Detta sker inte av
sig sjalvt utan liraren maste lyfta fram matematiken i aktiviteterna.
Elever behéver fa hjilp med att géra kopplingar mellan den labora-
tiva aktiviteten och de abstrakta begrepp och generella matematiska
samband som arbetet ska leda fram till.

De didaktiska fragorna bér stindigt beaktas for att ge énskvirda
effekter i elevernas lirande. Vad eleverna ska lira, varfor det ska 13-
ras och hur det ska liras ligger d& bakom ldrarens val och planering
av aktiviteter.

Varfor?

Form3
Vad? ormagor Hur?
Centralt innehall Metod

I skolans matematikundervisning 4r det ofta hur-frigan som ir i fo-
kus vid planering. Nir det giller laborativa aktiviteter dr det avgo-
rande for elevernas lirande att en férskjutning sker fran enbart hur-
fragan till att dven behandla vad- och varfér-fragorna. Risken for
hands on —minds off kan d& undvikas.
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Fyra nivaer fran konkret till abstrakt

Det forsta forslaget pd arbetsgdng beskriver fyra nivéer, i en oavbru-
ten f6ljd, frin konkret arbete till abstrakt symbolsprak:

Konkret — Halvkonkret — Halvabstrakt — Abstrakt

Med lirarens hjilp far eleverna stod i att uppfatta sambanden mellan
de olika stegen. Férst beskriver vi arbetsgdngen 6vergripande, diref-
ter ges ett exempel pa hur den kan anvindas for att yngre elever ska
fa forstdelse for hur talet 5 kan delas upp pé olika sitt. I det efterf6l-
jande exemplet dr det istéllet dldre elever som med hjilp av byggbara
kuber far undersoka och diskutera hur vi enligt konventioner skriver
kvadratcentimeter och kubikcentimeter.

Konkret. Arbete med laborativa material. Den konkreta nivan
representerar ofta en verklig situation.

Halvkonkret. Laborativa material byts mot bilder, skisser eller
elevernas egna enkla teckningar av nagot slag.

Halvabstrakt. Med den halvabstrakta nivdn menas att bilderna
byts mot informella symboler som tex ringar eller streck.

Abstrakt. Bilder och informella symboler ersitts med formella
symboler, rikneregler, riknelagar och andra konventioner.

Bilparkeringen — ett exempel for yngre barn.

Uppgift: Parkera fem leksaksbilar pa tva sidor av en parkeringsplats
och hitta s manga olika sitt som méjligt!
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1. Konkret. Eleverna parke-
rar de fem leksaksbilarna
pa olika sitt.

7. Halvkonkret. Eleverna

ritar hur bilarna star par-
kerade.

3. Halvabstrakt. Egna sym-
boler anvinds, tex ett
streck for varje leksaksbil.

4. Abstrakt. Eleverna vixlar
frén de egna symbolerna
till formellt symbolsprék.

5=0+5
5=1+4
5=2+3
5=3+2
5=4+1
5=5+0

A ) IO shavorna

Bilparkering

Elevernas férslag pa hur
talet fem kan delas upp
blir till innehall i samtalet
med liraren. En mer
omfattande beskrivning
finns i stravornaaktiviteten Fosunsoper
Bilparkering. ot

RUTNUPPGIFTER — BEGREPP — TALUPPFATINING

Avsikt och matematikinnehdll
i k. Uppdelning

[TTTTTT]

forstahand upp il 10

‘enkul greydr detav

llatt forenkla

m e guse/s Sidan far kopieras
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I kvadrat och kubik — ett exempel for dldre elever.
Uppgift: Vad skiljer cm? och cm?frén cm?

Vi vet att madnga elever anvander skrivsdtten cm? och cm?® utan att reflektera 6ver vad de
egentligen star for.

Konkret. Anvind kuber som ir byggbara 3t alla
hall. Lat varje elev bygga en stav med fyra kuber.
Diskutera hur det muntligt gar att uttrycka
langden pé staven.

L4t varje elev bygga ytterligare tre stavar och
sitta samman de fyra stavarna till en platta.
Diskutera pa vilka olika sitt det muntligt gar att
uttrycka storleken pa plattan.

Eleverna bygger ytterligare tre lika stora plattor
och sitter ssmman dem till en kub. Diskutera
hur det muntligt gar att uttrycka storleken pa
kuben och hur de olika matten férhéller sig till
varandra.

Upprepa eventuellt med kuber i andra storlekar
eller med andra ritblock.

Bland Kdnguruproblemen finns manga exempel som handlar om kuber, bade relativt
enkla och rejdlt utmanande. Ett exempel &r foljande:

Tva malade sidor. En stor kub med mdtten 9x9x9 har byggts upp av smakuber med
matten 1x1x1. Kuben mdlas. Hur manga sma kuber far exakt tva malade sidor?

(Uppg 88, s 63 i boken Geometri och rumsuppfattning med Kdnguruproblem.)

Halvkonkret. Overga till att anvinda prickpapper istillet for fysiska kuber. P4
webbsidan ncm.gu.se/matematikpapper finns bland annat kopieringsunderlag for
prickpapper, triangelpapper, tomma koordinatsystem, tallinjer, termometrar
och tangrampussel samlade. Sidan utdkas undan for undan efter férslag fran
larare.
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Om eleverna dr ovana, visa steg for steg enligt teckningen hur
kuber kan ritas p8 ett isometriskt prickpapper.

Eleverna ritar enstaka smé kuber, stavar, plattor och stora kuber
sammansatta av korrekt antal sm3 kuber.

Leta upp fler uppgifter (tex fran Kingurun) dér det ir en hjilp
att kunna rita av dellésningar pé prickpapper.

Halvabstrakt. Lat eleverna fortsitta 16sa "kubproblem” genom
att rita egna, enkla figurer som ersitter de mer formellt ritade
kuberna pa prickpappret. Nagra elever kan redovisa sina sitt att
rita.

Abstrakt. Ge férutsittningen att varje liten kub de anvinder har
kantlingden 1 cm. P4 vilka olika sitt kan de nu skriva stavens
langd, plattans och kubens storlek? Diskutera de formella sit-
ten att skriva lingd, area och volym. Vad star "de sm&” tvorna
och treorna, d vs exponenterna for?

Tanketavlor

96

De tanketavlor som presenteras hir kommer fran boken Férstd och
anvinda tal, vars upphovsman ir Alistair McIntosh. Tavlorna kan
forandras beroende pa i vilket syfte de ska anvindas, rubrikerna kan
tex bytas ut och antalet rutor 6kas eller minskas. Eleverna kan arbeta
enskilt, i par eller i grupp.

ang
ORD BILD

ado

SYMBOLER
BERAKNING SAMBAND

FOREMAL

SYMBOL
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Liraren har forberett post-it-lappar (tex 13-8; 587 +392; 12-0,5;
6/0,1) som placeras i Symbolfiiltet. Det kan vara samma uppgift till
alla eller uppgifter av olika svarighetsgrad. Eleverna ska sedan 6ver-
sitta uttrycket till relevanta tolkningar i vart och ett av de andra fil-
ten. Till skillnad frdn den f6rra arbetsgdngen kan elevernasijilva vilja
i vilken ordning de vill ta sig an de &vriga uttrycksformerna.

I Ordfiltet skriver de en riknehindelse, i Foremdlsfiltet 1aggs verk-
liga foremal och i Bildfltet ritar de en teckning, gor en skiss, ritar ett
diagram, sitter upp en tabell etc.

I Sambandsfiltet kan eleverna skriva egna kommentarer till hur
de olika uttrycksformerna hér samman. En mer styrd variant &r att
eleverna uppmanas att beskriva ett matematiskt samband, tex mel-
lan olika riknesitt:

Addition och subtraktion ~ Multiplikation och division

13-8=5 12-05=6
13-5=8 12/2=6
8+5=13 2-6=12
5+8=13 12/6=2

Tanketavlorna kan ocksd vara ett stéd vid analys av elevers kunnande.
Det blir synligt om en elev har svart att gora kopplingar mellan ut-
trycksformer, vilket i sin tur kan vara ett tecken pa att forstaelse
innu inte natts.

Fyrfaltsblad

Det tredje exemplet pé arbetsgang ar fr&n borjan en idé i Algebra for
alla dir syftet dr att ge forstéelse for dversittningar mellan uttrycks-
former. Fyrfiltsbladet dr i forsta hand lampligt att anvinda vid alge-
brasa elever kan se hur en formel vixer fram utifran en konkret han-
delse. Nir det giller annat matematik-
innehéll kan justeringar av rubrikerna
behova goras, det ir inte alltid som det
blir aktuellt med en formel. Titta girna
pa det ifyllda fyrfaltsbladet pa sid 101
parallellt med ldsningen av texten.

Lingst upp pa ett A4-papper limnas
plats f6r en huvudrubrik. Det dvriga ut-
rymmetdelasuppifyrarutor, sd att varje
uttrycksform fér ett filt med rubrik.

Eleverna arbetar i smagrupper — de
ska ju ocksd kommunicera — men var
och en gor sitt eget fyrfaltsblad.

Handelse

Bild Tal

Ord Formel
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Hdéindelse

Liraren presenterar aktiviteten som i detta exempel innebir att ett
monster ska liggas med hjilp av bambuképpar. Det évergripande syf-
tet 4r att hitta ett generellt samband mellan antalet rutor pa rad och
antalet bambuképpar. S3 hir ser en f6ljd av rutor ut:

Bild

W 98

Hur mdnga képpar behovs for att Ldgga fem rutor, tio rutor, femtio rutor,
sjuhundratrettiodtta rutor, n rutor? Eleverna fortsitter ligga rutor med
kippar samtidigt som de ska fundera 6ver vad som sker i varje steg.

Eleverna viljer 1dmplig rubrik, tex Rutor pé rad, och skriver det
pa avsedd plats.

Eleverna ritar vad som hinder. Det brukar fungera bra i de férsta ste-
gen, men eleverna uppticker ofta att det blir otydligt, kladdigt och
”jobbigt” nér rutorna blir allt fler. Det dr en podng med att eleverna
tycker det kidnns besvirligt och omsténdligt.
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Rita en bild - vad menas?
[ samband med problemlésning beskrivs tre olika kategorier av bilder av Kerstin
Hagland i artikeln Rita en bild! i Ndmnaren 2007:3.

Dekoration

En dekoration ar ren utsmyckning och kan, men behéver inte, ha nigot direkt
samband med det matematiska problemet. Dekorationen bidrar varken till att
problemet blir enklare att uppfatta eller littare att 16sa.

Illustration

En illustration definieras som en forklarande bild. Illustrationen gér att det ma-
tematiska problemet blir littare att uppfatta, men ger for 6vrigt ingen direkt
hjilp for 16sningen till problemet. Indirekt kan en bra illustration 4nda ge en
vink om hur man kan finna en 16sning.

Schematisk bild

En schematisk bild ses som en dversiktlig bild som fértydligar det matematiska
problemet och som déirigenom underlittar 16sningsprocessen. I biasta fall kan en
schematisk bild leda fram till upptéckter av tydliga matematiska ménster som
i sin tur kan ge upphov till férenklande generaliseringar. I artikeln ges exempel
pa matematiska bilder som kan vara till nytta vid problemlésning: del-helhets-
bilder, traddiagram, Venndiagram, hindelsekarta och flédesschema, steg-fér-
stegbild samt tabell.

Bilden kan ge information om hur eleven tinker. Aven en ren dekorationsbild
kan ge ldraren information om vilka delar som eleven tagit till sig - eller inte
tagit till sig.

Tal

Eleverna beskriver hindelsen med hjilp av tal. I detta exempel dr det
lampligt att organisera talfakta i form av en tabell for att visa anta-
let kippar i férhallande till antalet rutor. Aldre elever kan sjilva be-
stimma vilka variabler som ska finnas med och hur de ska placeras i
tabellen. Yngre elever kan behéva stéd for att utforma tabellen. Det
ir en hjilp f6r manga elever att med siffror skriva ut hur antalet kip-
par vixer for varje ny ruta. [ tabellen pé det ifyllda fyrfaltsbladet ges
ettexempel p& hur monstret kan uppfattas.
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Tal

Det kan vara intressant att tillsammans med eleverna diskutera de olika betydelser ordet tal

kan ha:

—siffra, antal, ordningstal
- muntligt uttryck, prat
—anférande, tex att halla ett tal till brudparet.

Ofta forekommer ocksa tal slarvigt som bendmning pa uppgifter i en matematiklarobok,
tex "Rakna tal 37 ",

Ord

Formel

100

Eleverna beskriver med egna vardagliga ord hur antalet kippar kar
vid varje nytillkommen ruta. Férklaringen bygger p& hur monstret
framtrider i tabellen.

En formel dr ett matematiskt samband uttryckt i symbolisk form.
Maénga génger far elever tyvirr méta abstrakta formler som mystiska
uttryck vilka ska liras in utantill. Eleverna ser inte att formler kan
hassitt ursprung i en konkret situation. For att underlitta férstaelsen
kan flera steg inforas dir informella skrivningar anvinds innan den
slutgiltiga formeln tecknas. Nedan ges exempel pd hur den kan vixa
fram i mycket smé steg, fran informellt sprék till ett allt mer formellt
matematiksprak. Liraren avgér hur langt det dr limpligt att fortsitta
mot det formella uttryckssittet med hansyn till elevgruppen.

Det inringade vid 1, 2 och 3 betyder att utrikningen méste goras
forst och introducerar anvindandet av parenteser. Eleverna kan un-
dersoka vad som hinder om prioriteringsreglerna inte féljs.

1 bambukipp + (3-rutorna
1+ (3-antalet rutor
1+ (3-ant rutor

1+(3-ant rutor)

1+(3-0) (d = ant rutor
1+(3-n) n = ant rutor
1+3n
3n+1
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Ett syfte med att anvinda formler 4r arbetsbesparing. I matematik 4r det ofta en
fordel att vara "lat pé ett bra sitt”, dvs att skriva sé lite som mgjligt, men exakt och
generellt. I stillet for att rita ruta efter ruta som gjordes under rubriken Bild, dr det
smidigare att ta hjilp av formeln. Det gir dd att {4 fram antalet kiappar f6r vilken ruta
i ordningen som helst. Poingen med formler blir troligen uppenbar fér eleverna.
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Handelse
Bild Tal
<>
A A
v
Ord Formel
<> 3nN+1

Om elever istillet far i uppgift att utga frén for-
meln och direfter fyller i dvriga falt, blir uppgif-
ten dppnare och mer avancerad.

Hur kan ett planeringsunderlag
se ut?

A L) IO sievoma

Magiska kvadrater

TALUPPFATINING — HUVUDRAKNING — MONSTER

Avsikt och matematikinnehdil

huvadrik

Férkunskaper
Nodvind

sindig forkunskap ir addition i talomridet 115

Material

Kan tillkomma, se separata beskrivinga.

Infroduktion

for
<2 Ardet udda.

nem gu sefsiravora sidon f&r kopieras

o

02

Det finnsrisk fér att enstaka och isolerade
aktiviteter inte leder till varaktiga kun-
skaper om de inte blir satta i ett samman-
hang. Man maéste ocksa tinka pa att det
sker en progression i det laborativa arbetet
sd att eleverna inte moéter aktiviteter med
matematikinnehall pd samma niva varje
ar. P3 foljande sidor finns ett planerings-
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underlag i form av en tankekarta som kan underlitta val och plane-
ring av laborativa aktiviteter. Underlaget dr ldmpligt att anvinda pa
lektionsniva och férutsitter en 6vergripande planering som har vad-
och varfor-frigorna i centrum. Denna tankekarta kan ocksa fungera
som ett stéd fér analys av aktiviteter.

I mittenrutan skrivs aktivitetens namn och runt om finns ett an-
tal rubriker som tar upp visentliga nyckelomraden. En tankekarta
har fyllts i med noteringar kring aktiviteter med Magiska kvadrater,
se Stravorna ncm.gu.se/1A.

Vad, varfor och hur?

Till vinster pa planeringsunderlaget finns de tre didaktiska fragorna
om vad som ska liras (centralt innehall), varfor det ska laras (for-
magor) och hur det ska liras. Lirarens forberedelser har delats upp
ifyra delar:

Praktiska férberedelser som behover goras infor lektions-
tillfallet.

Forkunskaper som elever behover ha for att den laborativa
aktiviteten ska kunna utveckla och stirka deras férstaelse.

Andra omrdden i matematik dir aktiviteten sitts in i ett stérre
matematiskt sammanhang. Man kan ocksa lagga till ytterligare
en ruta som far rubriken Andra dmnen. Dir kan anteckningar
goras om samplanering med annat dmne eller pd vilket sitt det
kan vara ett inslag i skolans &mnesévergripande arbete.

Begrepp som behover uppmirksammas. Vid arbete med elever
som haller pa att lira sig svenska spraket kan man komplettera
med en gloslista dir vardagliga svenska ord skrivs upp, som kap-
syl, pdse och snodd.

Aktiviteten ska presenteras med en introduktion som vicker elever-
nas nyfikenhet. Diskussion och uppfiljning kan ske i helklass eller i
grupp beroende pé arbetssitt och tidsutrymme. Under ldrardoku-
mentation kan intressanta observationer, kom-i-hdg, pdminnelser,
fortsittning etc antecknas. Elevers dokumentation ska inte enbart
vara ett kvitto som bevisar att eleven "gjort” en aktivitet. Dokumen-
tationen blir didaktiskt intressant om den synliggér vilket lirande
som skett — for eleven sjilv, for liraren och for férildrar. I nista ka-
pitel finns forslag pa hur elever kan dokumentera sitt larande.
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Vad ska laras?
- Centrala metoder for
berdkningar

- Hur monster kan kon-
strueras, beskrivas och
uttryckas

- Uthdllighet

r
Varfér ska det laras?
Utveckla férmagan att

- resonera
- l0sa problem
- gora berdkningar

Forbereder dvergang till

algebra
.

Praktiskt
Kolla att det finns till-
rackligt antal kapsyler
och spel

Tillverka tre egna nya
spelplaner

( )

. J

h Forberedelse

Aktivitet

Magiska kvadrater

r

Hur ska det laras?
Genom laboration med
Magiska kvadrater som
finns pa

ncm.gu.se/stravorna
.

Elevdokumentation
Dokumentera losningen i din
arbetsbok. Vad fann du?
Varfor blev det sa?

Exempel pd Lirares planering.

4 R
Forkunskaper
Addition
\_ : J
4 B
Andra omraden i matematik
Historisk matematik
\_ : J
4 R

Ord och begrepp

f_Ao_cB_._\ rad, vagratt, lodratt, diagonal, %mm::mk

4 A
Introduktion

Beratta om magiska kvadrater

Se Namnaren 3/2004, 2/2005
\_ _J

(" )
Diskussion och uppféljning
Vdlj bland stodfragorna pa s 132

. J
W
Larardokumentation A
Behover fortydliga instruktionerna till ndsta
gang! Andra talomraden
Gula gruppen 0-8
Roda 2-10
Bla >72
Grona jamna tal >18
Vita Brak
L Lila Algebraiska uttryck )
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Pa ncm.gu.se/mv_dokument finns en tom tankekarta som kan anvin-
das som den #r eller tjana som inspiration fér en som anpassas efter
egna behov. Det finns enkelt sokbara program for interaktiva tan-
kekartor eller mindmaps pé internet.

En vanlig attityd till arbete med laborativa material kommer fram i
Patricia Moyers undersdkning av hur tio ldrare anviinde material i sin
undervisning under ett lasdr. Inledningsvis tycktes termen "kul” in-
dikeraattlirare och elever fann néje i att anvinda laborativa material
isin undervisning och sitt matematiklirande. Fortsatta analyser an-
tydde attinbiaddatilirarnas bruk av ordet "kul” fanns férestillningar
som himmade de férdelar som anvindning av material kan med-
fora. Larare gjorde skillnad mellan "kul matte” och "riktig matte”. Ut-
trycket "riktig matte” refererade till lektionsdelar dir de undervisade
om regler, procedurer, algoritmer och anvinde lirobécker, anteck-
ningsbocker, arbetsblad eller papper- och pennauppgifter. Uttrycket
"kul matte” fick beskriva delar av lektioner dir eleverna arbetade och
hade roligt med material. Ménga ginger sdgs det som beléning for
duktiga elever eller som "en kul grej pa fredagstimmen”.

Trevligt avbrott

Om ldrare enbart uppfattar laborativa material som ett trevligt av-
brott sinder det signaler till eleverna att férklaringar som forstas ge-
nom aktiviteterna inte har ndgot samband med "riktig matematik”.
Genom att betrakta laborativa material som "en kul grej” begrinsas
elevernas mojlighet att fa férstéelse f6r matematik pa ett engage-
rande och intressant sitt. Detta resonemang om material som be-
16ning avspeglas i en artikel med rubriken Matten blomstrar nér L-
rare Ldr av varandra i Lirarnas tidning. I texten berittas om Axel
som gar i drskurs 3 och tycker att matematik 4r det roligaste &mnet:
”... s3 finns det en massa spel. Man fér liksom lite beléning nir man
kommer fram till spelen.”

Naturligtvis kan aktiviteter och spel fylla en funktion som bels-
ning och som ett trevligt avbrott men de har en stérre potential dn sd
genom att de samtidigt kan vara bade roliga och inspirera till larande.
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Varning for 6verdrifter

Fritz Wigforss framholl redan under 1920-talet 8skddningens roll i
undervisningen, men han varnade samtidigt fér alltfor 1angt drivna
krav pa konkretion:

Den yttre dskddningen ar emellertid ett medel att komma fram
till den inre, till en &skadning i fantasien, till det &skadliga tin-
kandet. Och kravet pa &skadlighet kan leda till dverdrift i att
visa barnen allt méjligt, som de redan har en klar uppfattning av,
medan man férsummar att uppdva deras f6rmaga av dskadligt
tinkande. Ej blott vid den yttre dskddningen utan ock vid tin-
kandet bér man striva efter sjilvverksamhet frén barnens sida.

Wigforss

Fritz Wigforss (1886 -1953)
Foregdngare inom den svenska pedagogiska forskningen. Utvecklade bl a matematik- och
skolmognadstest samt skrev ldrobdcker.
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Samma tankegéngar 8terfinns ocksé hos Vygotskij, som tar avstdnd
fran en undervisning som uteslutande vilar pa askadlighet och inte
leder vidare till abstrakt tinkande. Undervisningen far inte stanna
upp vid det som eleven redan behirskar och klarar sjilvstindigt; mal-
sittningen maste vara att vidga grinserna fér elevernas tinkande.

Om en elev behéver laborativa material som stod f6r berdkningar
bor detta i forsta hand anvindas i den inledande fasen. Nir eleven
kinner sig siker pa att ha férstatt hur han kan tinka vid rikneope-
rationen och skapat sig egna inre strategier ska materialet inte lingre
brukas. Det 4r inte meningen att eleven alltid ska ha konkret material
for att 16sa uppgifter avsamma art utan det laborativa materialet ska
istdllet hjilpa eleven att utveckla sitt tinkande i matematik. Det &r
inte heller majligt att konkretisera all matematik, ibland maste f6r-
klaringar vara inommatematiska.
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Lirarens betydelse f6r elevers lirande framtrider entydigt i ménga
rapporter. I den stora forskningséversikten av John Hattie som ba-
seras pa drygt 50000 studier och éver 80 miljoner elever visar det sig
att liraren intar en nyckelroll nir det handlar om vad som paverkar
elevers studieresultat. Aven i Vad pdverkar resultaten i svensk grund-
skola? lyftslararen och lirarens kompetenser fram som sérskilt fram-
tridande for effekten av undervisnings- och lirandeprocesser. Den
nationella utvirderingen, NU-03, visar att det finns ett starkt posi-
tivt samband mellan elevernas bedémning av om liraren undervisar
braeller inte och deras skattning avsamma lirares férméaga att skapa
intresse och engagemang.

"Lirarens funktion dr, férutom att skapa en positiv miljo, att hitta
lampliga kreativa aktiviteter som leder mot de uppsatta malen och att
hjilpa eleverna utvecklasitt tinkande och kunnande”, fastslas i Mate-
matik — ett kommunikationsdmne. Laborativa material lr i sig inte ut
matematik. Lirarens kunnande ir avgorande for hur matematik laggs
till eller fAngas upp nir eleverna arbetar med material. Om laborativa
material fir en positiv eller negativ effekt p& undervisningen beror i
stor utstrickning pa lirarens syfte med aktiviteterna.

Patricia Moyer lyfter fram ldrarnas roll for att skapa matematiska
miljder, vilka ger eleverna nya erfarenheter och bidrar till att stimu-
leraderas tinkande. Det ricker inte att lirare kinner ett material vil,
deras forestillningar om hur elever lir paverkar sittet att anvinda la-
borativa material. Lirare maste reflektera éver hur elever beskriver
matematiska idéer och hjilpa dem att utveckla ett allt mer abstrakt
tinkande. En del lirare tar till laborativa material i f6rsdk att variera
sin undervisning, men goér det utan att reflektera éver hur det kan
péaverka férstaelsen f6r matematikinnehallet. Mer material ger inte
eleverna bittre begreppsuppfattning om det inte inférs pé ett ge-
nomtinkt sitt.

I Lusten att ldra anger eleverna samstdmmigt att liraren dr den
mest betydelsefulla faktorn fér deras lust att lira. I rapporten beto-
nas ocksa att forutsittningen for att ett vil fungerande samspel ska
komma till stdnd mellan lirare och elever, ir att eleverna blir med-
vetna om sin egen roll fér ett gott arbetsklimat.
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For att arbete i en matematikverkstad ska falla vil ut behéver ldraren
ha en stabil férankring i bdde dmnesteori och dmnesdidaktik samt
medvetenhet om det uppdrag som ges i styrdokumenten. Ju tryggare
en ldrare kdnner sig med sina dmneskunskaper, desto stérre majlig-
het finns for liraren att uppticka och omsitta uppslag, idéer och ak-
tiviteter till ett arbetssitt som gynnar varje elevs matematiklidrande.

Forskningsresultater viser noksé entydig at leererens rolle er av-
gorende for elevenes motivasjon og leerelyst. En leerer som er
faglig trygg, som kan variere arbeidsméatene, og som kan skape
entusiasme og nysgjerrighet blant elevene, vill f4 mange flinke
elever med positive holdninger til matematikk. Dagens leerings-
syn bygger pa at elevene konstruerer sin egen kunnskap ut fra
det de allrede behersker, og at dette skjer i et sosialt samspill
mellom andre elever og laerere.

Ingvill Stedoy

Varje ldrare som arbetar i matematikverkstaden maste veta varfir
arbetet genomférs och vad det innebir. Vikten av att forst inhamta
egen kunskap lyfts fram av manga larare. Lika betydelsefullt dr det
att sedan f3 tillgdng till nya inspirationskaillor, bdde under uppbygg-
naden av matematikverkstaden och i fortsatt verksamhet.

Att ta del av andras erfarenheter, sdvil positiva som negativa, dr
alltid ett bra sitt att skaffa kunskap, tex att soka stod av mer erfarna
kollegor eller besoka matematikverkstider som ir i bruk.

Matematiklarare och taxichaufforer

108

Liping Ma har i sina studier bland annat dgnat sig &t att studera vil-
ket kunnande i matematik som lirare behéver. Hon gér en jamfs-
relse mellan ldrare och taxichaufférer for att ge en bild av matematik-
kunnandets karaktir. Ma skriver att ménniskor kdnner till sin stads
geografi pa olika sitt: En del, som tex helt nyinflyttade personer,
kanske bara kidnner till den allra nirmaste omgivningen kring den
nya bostaden. Andra kidnner grannskapet ganska vil, men aker sil-
lan dirifrdn. N&gra vet hur de ska ta sig till ndgra fa utvalda platser
i staden som tex arbetsplatsen, affirer dir de brukar handla eller
biografer som de besdker. De vet hur de ska ta sig till och frin dessa
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platser genom att alltid vilja en och samma vig och de avstér fran att
soka andra vigar. Taxichaufférer diremot, kinner mycket vil till alla
gator i sin stad. De #r flexibla och finner tillfredsstillelse och ngje i
att ta sig fran ett stille till ett annat genom att hitta alternativa vig-
strackor. Vid rusningstid eller trafikstérningar viljer taxichaufféren
olika fardvigar fér att komma till ett givet mal beroende pa den situa-
tion som r&der. Ma menar att det finns paralleller mellan taxichauf-
forens kunskaper om stadens gator och lirarens kunnande i skolma-
tematik. Bada har tillgdng till ndgon form av mental karta 6ver sta-
den respektive skolmatematiken. En braldrare har férmaga att hjilpa
elever att nd samma mal, men pa varierande sitt.

Lesson study och Learning study

Maénga lirare vill utveckla sin undervisning och har darfor valt att
delta i Lesson study eller Learning study. Fér den som vill 14ra mer
och ta del av vad andra har gjort finns en webbplats, Is.idpp.gu.se, dir
larargrupper redovisar genomférda studier, samt skriften Learning
study — en guide.

Bada kompetensutvecklingsformerna innebdr, i grova drag, att 13-
rare tillsammans planerar, observerar, analyserar och féridlar sin un-
dervisning,

Lesson study kommer ursprungligen fran Japan och syftar frimst
till att utveckla och dokumentera bra lektioner. Utifrén frigor som
Vad ska liras? Varfor? Hur? planeras och genomfors lektioner. Larar-
nas egna erfarenheter frin det valda matematikinnehallet och lamp-
lig litteratur anvinds som resurser i diskussioner om hur elevernakan
forvintas ta sig an innehallet och vilken respons de da ska ge. Elevers
tankar, lektionens innehall och m4l, samt lektionens aktiviteter och
undervisningsmaterial 4r saker som sirskilt beaktas.

Learning study ir en utvecklad variant av Lesson study som har
utvecklats i Hong Kong och Sverige. Learning study r grundad i va-
riationsteorin och det 4r elevernas lirande som star i fokus. Exem-
pel pa fragor som deltagande lirare arbetar med: Vad innebir det att
kunna det som vi vill att eleverna ska ldra sig? Hur kan man pa bista
sitt undervisa om nagot som ir svart? Vad &r det i undervisningen
som gor skillnad for elevernas lirande?

Elevers agerande och lirande under specifika laborativa aktivite-
ter kan pa olika sitt utgdra utgdngspunkt i bdde Lesson study och
Learning study.
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L arobok och elevers
dokumentation

Det finnsinget motsatsforhallande mellan matematikverkstad och larobok — de kom-
pletterar varandra och &r forutsattningar for nddvéndig balans i undervisningen. En
faktor for framgangsrikt arbete i matematikverkstaden &r att eleverna dokumenterar
sitt eget ldrande och kunnande i matematik.

Stimulerande matematikmaterial finns ofta tillgingligt fér yngre
elever, men det tycks dndé vara s8 att ménga elever alltfér tidigt mo-
ter matematik enbart i form av siffror och symboler, trots att de har
behov av en undervisning som dr mer konkret. Lirobokens roll i ma-
tematikundervisningen dr stark och inget annat imne tycks varalika
beroende av en lidrobok. Detta ir enligt internationella undersok-
ningar sirskilt tydligt i Sverige och leder manga génger till att mate-
matiklaroboken dvertar rollen som kursplan, pedagogisk ledare och
individuell studieplanering. Det blir liroboken som styr bade inne-
hall och val av arbetssitt. Matematik blir synonymt med innehéllet
ildroboken. Det dominerande enskilda arbetet leder till att en alltfér
stor andel elever tappar intresse fér matematikdmnet.

I den nationella utvirderingen av grundskolan, NU-03, framgick
att eleverna arbetade enskilt pd matematiklektionerna dnnu oftare
in i borjan av 90-talet. I de Allmdnna rid som gavs ut 2011 varnar
Skolverket for en allt f6r hég andel individuellt arbete:

Utvirderingar visar att en hdg andel individuellt arbete snarare
far till f6ljd att eleverna blir mindre engagerade i skolarbetet och
att de uppnar simre studieresultat. Resultaten paverkas dock i
positiv riktning nér lararen r aktiv och interagerar med elev-
erna utifran en bred repertoar av arbetssitt och arbetsformer.
s18-19
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Matematikdelegationen skrev i sitt betdnkande: Vi tar avstand fran den vaxande trenden av
enskild rakning i svensk skola; allt talar for att denna trend ar skadlig.

I rapporten Matematikutbildningens mdl och undervisningens dnda-
malsenlighet presenteras en undersdkning som genomférdesi grund-
skolan under varen 2009. Det visade sig att tiden med laroboksupp-
gifter 6kade i takt med att eleverna blev dldre. Forskargruppen fann
ocksé en markant skillnad nir det gillde vilka forutsittningar elev-
ernafick fér att utveckla olika férméagor. Vid arbete i liroboken inne-
bar 90% av situationerna att eleverna skulle utféra procedurer som
att vilja och anvinda lampliga matematiska metoder fér att géra be-
rikningar och 16sa rutinuppgifter. Med andra ord var det bara en
mindre andel av situationerna vid ldroboksarbetet som berérde 6v-
riga férmagor. Den stora skillnaden beror, enligt forskargruppen, pa
att den mest frekventa uppgiftstypen i liromedlen ir att eleven ska
utgd frin en given regel och /eller ett 16st exempel och sedan anvinda
en algoritm utan att behéva aktivera ndgra andra férmagor 4n den
att hantera procedurer.

Larobocker och laborativt arbete
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Problemet dr inte att 1irobok anvinds utan hur och varfor. Mycket
talar for att anvinda matematiklirobdcker — den inledande under-
visningen méjligtvis undantagen. Det dr resurssloseri om lirare sjdlva
ska agera liromedelsproducenter och arbeta fram alla uppgifter och
aktiviteter de behdover i sin undervisning nir det redan finns mate-
rial som har utprovats.

Istillet bor diskussionen handla om hur béckerna kan bli ett stéd
for bade elever och lirare, en tillgdng i undervisningen och inte en-
bart "en mingd sidor som ska riknas”. Ett sitt att finna svaret pa hur-
frdgan ir att starta med varfor-frigan. Vilka dr matematikundervis-
ningens mal och hur kan laroboken vara en hjilp fér att uppna dem?
Hir ges ett exempel pé en arbetsgdng dir lirobok och laborativa ak-
tiviteter kompletterar varandra:

Utga fran ett begrepp och vilj en laborativ introduktionsak-
tivitet som kan skapa nyfikenhet och en vilja hos eleverna att
lira mer. Alla elever ska kunna delta och ha mojlighet att forsta
begreppet pé nigon niva.
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2. Efter arbete med introduktionen, och eventuell dokumenta-
tion, fortsitter eleverna med fler aktiviteter och uppgifter som
breddar och férdjupar férstéelsen. Nu kan liroboken ge ytter-
ligare exempel pé det aktuella begreppets innebord. For att £
in storre variation pd exemplen kan uppgifter viljas frén olika

larobodcker.

3. Elever fortsitter sedan med fardighetstraning for vilken det
finns uppgifter i larobdcker och paé tillhdrande webbplatser.

Variera med hjilp av exempelvis spel.

Nagra elever kan gé vidare till ytterligare f6rdjupning och dd anvinda
laborativa material tillsammans med laroboksuppgifter fér att exem-

pelvis finna generella samband.

En annan arbetsging beskrivs i Stravornaaktiviteten Stenhdrda
tal. Dir utgér eleverna frén bendmnda tal i liroboken och anvinder
s kallade dekorationsstenar for att konkretisera matematikinnehal-

let i uppgifterna.

Stenhdrda tal

Avsikt och matematikinnehdll
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Vad tycker elever?

Nir ska vi birja rikna? Idag har vi inte haft ndgon matte! Sddana ut-
talanden kinns sikert igen efter att eleverna har arbetat labora-
tivt. Detta trots att hela lektionen eller kanske stérre delen av dagen
egentligen handlat om matematik. Ménga elever har en sniv syn pé
dmnet: matematik innebér “att rikna i en mattebok”. Detta ir inte
mirkligt eftersom kunskap och slutsatser grundar sig pa tidigare er-
farenheter. For dem som enbart métt matematik i form av arbete i
en larobok ir det forstdeligt att de inte har kinnedom om den vida
syn pa matematik som avspeglas i de svenska kursplanerna. Darfor
behover elever uppmirksammas pé vad som stér i styrdokumenten
och att det dr dessa — inte liroboken — som avgér hur lirare och elever
viljer och organiserar lektionernas innehéll. Det aktuella textavsnit-
tet i kursplanen kan diskuteras pé en for eleverna lamplig niva.

Elever ar olika

114

Vi kan vara sidkra pd att elever ir olika. En del elever uppskattar fasta
rutiner och finner trygghet i att rikna framat sida fér sida i en och
samma lirobok. De ogillar férdndringar och vill att lektionerna ska
vara forutsigbara, s att de vet vad som kommer att hinda. De tycker
det dr tryggt att kunna se hur langt de hunnit i boken, vilka uppgif-
ter de har gjort och vilka de har kvar.

Ar eleverna sedan tidigare vana vid att det endast 4r boken som
giller i matematikundervisningen kan liraren till en bérjan hjilpa
eleverna att stryka vissa uppgifter eller sidor i liroboken och férklara
nir och hur de laborativa aktiviteterna ersitter lirobokens 6vningar.

Vissa elever tycker att det ir jobbigt med ett undersékande arbets-
sitt eftersom det krdver mer engagemang och ofta stérre tankemdda.
Att tinka sjilvstindigt, vara kreativ, ta initiativ, fatta beslut, samar-
beta och dokumenterasitt arbete kriver ett annorlunda angreppssitt
an enskilt arbete i boken. Andra elever avskyr moment som stéller
krav pé finmotorik:

Det ir jobbigt att klippa ut saker nir man far kramp i handen,
fingrar fastnar i saxen och man klipper fel.

Elev, citerad i rapport frén Skolverket

Om elever inte far stdd i det laborativa arbetet sd att de kan ta 6nsk-
virda steg fran praktisk verksamhet, via andra uttrycksformer, till
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generella slutsatser, kan den laborativa matematiken upplevas minst
lika abstrakt som en helt teoretisk undervisning. Liraren méste sjilv
vara fullt inférstddd med varfér en speciell aktivitet presenteras fér
eleverna och kunna kommunicera det, s3 att eleverna blir uppmérk-
sammade pé vad som ska liras.

Aven om elever ir tveksamma till laborativt arbete i en matema-
tikverkstad, finns anda férdelar ndr en sddan ir tillginglig. Allaelever
behover forr eller senare redskap som linjaler, passare, gradskivor och
minirdknare. Med en vilutrustad matematikverkstad finns allt s&-
dant ombesérit.

Sist, men inte minst, visar erfarenhet att manga elever uppskat-
tar laborativt arbete. Lyckade aktiviteter leder till en positiv spiral for
lirande i matematik. Nir elever arbetar praktiskt och undersékande
och kdnner att de forstar kan det bidra till att sjalvfortroendet stirks.
Det kan gora att de upplever matematik som spiannande och roligt,
vilket i sin tur leder till att de vill och vigar ta sig an nya utmaningar.

Vad tycker foraldrar?

Férildrar kan vara undrande och dven ifrigasitta virdet av laborativ
matematikundervisning. En av anledningarna kan vara osikerhet d&
inte amnet gestaltar sig pd samma sitt som det gjorde under deras
egen skoltid. Liroboken kan uppfattas konkret pa sa sitt att forild-
ern litt kan se "hur 1angt barnet kommit”.

Forildrars engagemang ska tas tillvara. De behéver £a mojlighet
till god information och insyn. Kunskap om vad som stér i ldropla-
nen och kursplanen i matematik samt en beskrivning av hur vi idag
ser pa& matematik, kan forbattra férutsittningarna for att forildrar
ska vara sikra pd att deras barn fir den matematikundervisning de
har ritt till. Att bjuda in forildrar till skolan fér att de sjilva ska fa
prova pé liknande laborativa aktiviteter i matematik som deras barn
arbetar med, brukar ge dkad forstdelse for virdet av arbete i en ma-
tematikverkstad.
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Dokumentation - eller brist pd dokumentation — kan vara en kritisk
faktor om laborativt arbete ska leda till varaktigt lirande i matema-
tik och inte bara bli ett "gérande”. Att eleverna dokumenterar sitt 13-
rande och kunnande 4r nddvindigt av flera skil. Nir den laborativa
aktiviteten dr genomf6rd och materialet tillbakastillt, finns "ingen-
ting kvar” som visar vad eleven har lirt. I en matematikbok gar det
ddremot att dven i efterhand se vilka uppgifter och sidor eleven har
arbetat med.

Vid en etymologisk tillbakablick pa ordet dokument i Svenska Aka-
demiens ordbok framgar att det ursprungligen kommer fran det la-
tinska 'documentum’ och betyder bla skriftlig handling och bevis.
Gar vi vidare och slar upp dokumentation i Svenska Akademiens ord-
lista férklaras det med "sammanstillande och tillhandahéllande av
information” och att dokumentera innebir att "styrka, bevisa”. I kom-
mande avsnitt tas det upp hur eleverna kan styrka och bevisa - eller
i detta sammanhang styrka och visa - sitt lirande och kunnande ge-
nom egen dokumentation.

I kunskapséversikten Laborativ matematikundervisning — vad vet
vi? refereras till forskare som anser att skrivandet bidrar till att tan-
karna skirps. Antagandet att en stor del av vart kunnande 4r un-
derforstatt innebir, enligt dem, att nir véra tankar uttrycks explicit
blir de ocksa tillgingliga for vart medvetande. Sjilva skrivandet un-
derldttar den metakognitiva processen, da skrivandet kriver distans
till det egna lirandet och den egna tankeprocessen. En férutsitt-
ning for goda resultat ar att eleverna ir inférstadda med varfor skri-
vandet bidrar till férstdelse och att det pagar kontinuerligt under en
langre tidsperiod.

I kommentarmaterialet till den danska gymnasiekursplanen ses
formagan att uttrycka sig skriftligt som ett centralt element i ma-
tematikundervisningen. Skrivande i matematik betraktas bade som
ettinldrningsredskap och ett utvirderingsinstrument. Att elever far
handledning nir de skriver texter i matematikdmnet dr darfor en del
av undervisningen.

I férsta hand kanske dokumentation forknippas med férméagan
att kommunicera, men dven férmagorna att formulera problem, an-
vanda och analysera begrepp, gora berdkningar, féra resonemang och
att anvinda matematikens uttrycksformer kan bli aktuella nir elev-
erna sjilva dokumenterar sitt arbete.

Behovet av dokumentation far naturligtvis avgéras med finger-
toppskinsla s att eleverna inte uppfattar det som en besvirande pa-
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laga som fértar intresset for laborativa aktiviteter. Kravet pé sprak-
behandling far avgéras individuellt.

Eleverna méste ocksé kidnna fértroende for hur ldraren anvinder
deras texter. Det kan vara att lararen fir okey av eleverna att lisa
upp vad de skrivit och att de sjilva bestimmer om texterna far 14-
sas av andra.

Aterkoppling

Elevers dokumentation kan anvindas fér dterkoppling mellan lirare
och elev och har pé senare ar lyfts fram som en faktor med tydlig ef-
fekt for elevers lirande. Hattie har i den stora metastudien som tidi-
gare nimnts, gjort en dversikt av hur olika faktorer paverkar elevers
studieresultat. Han fann tidigt ett starkt samband mellan goda re-
sultat och undervisning som innehéll terkoppling. Det som manga i
forsta hand tinker pd nir det giller dterkoppling ir nér en ldrare be-
rommer eller klandrar sina elever, tex genom att liraren ger specifik
respons pa elevens arbete eller utrycker sig i mer allminna ordalag
om det som eleven har presterat. Men, betonar Hattie, dterkoppling
hade starkast effekt nir den var riktad frén eleven till liraren — inte
fran lararen till eleven. Det innebir att ldraren s6ker eller &tminstone
ir Oppen for signaler fran eleverna om vad de vet, kan, forstar, vilka
felaktigheter och missférstdnd som kan férekomma och nir de tap-
par intresset. Poingen ir alltsd att bade lirare och elever méste ska
respons pa det de gor for att se om det fungerar och dr inddmalsenligt.

I och med att eleverna skriftligt dokumenterar sitt laborativa ar-
bete kan liraren ge antingen skriftlig eller muntlig aterkoppling.
Samtidigt far liraren information om hur eleverna har tagit emot
undervisningen. Texterna kan visa om och i s3 fall vilka eventuella
forandringar som behéver goras for att elevernas férstaelse ska 6ka.

Foérst ndgra ord om vér syn pa sprikbehandling och hur elever kan
fa stod i sitt skrivande. Nir det géller krav pa rittstavning, gramma-
tik och korrekt matematikterminologi finns bara ett svar: det méste
avgoéras med professionell ldrarkinsla, fran situation till situation.
Vad ska eleverna fa ut av sin egen dokumentation? Vad ér det jag
som ldrare vill f3 ut av elevernas dokumentation? Ar det elevernas
tankar i matematik eller &r det hur de sprékligt uttrycker sina tankar?
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Ett rad 4r att elevers texter i matematik inte bedéms ur ett sprakligt
perspektiv, forutsatt att det inte sker i samarbete med svenskdmnet
och att eleverna ir inférstddda med det. Om skolan har en nira 4m-
nessamverkan kan eleverna se vinster med att en och samma text
bedéms i tvé eller flera dmnen.

Alla elever maste kinna sig sikra p vad som bedéms och inte be-
déms. [ annat fall kan det leda till att elever med svarigheter att pro-
ducera text 4n mer vill avstd frén att skriva. "Det blir 4ndé aldrig bra
och nu mirks det p&8 matten ocksa ...” Eleverna ska kinna att deras
sprak duger, men att de tillsammans kan utéka ordférradet och hoja
nivan pa sitt eget sprak.

I Laborativ matematikundervisning — vad vet vi? beskrivs studier
som visar att det dr orimligt att tro att skrivande i sig spontant leder
till att eleverna uttrycker sig utférligt och detaljerat. Nar skrivande
sker utan specifika instruktioner blir det ofta "naivt”. Det visade sig
emellertid att de som fatt ndgon form av stddfrdgor hade bittre resul-
tat pa forstaelsetest jamfort med kontrollgruppen. I en efterfoljande
studie visade det sig att allra bast lyckades elever som fick bade kog-
nitiva och metakognitiva och dessutom direkta fragor om vad som
behoévdes for att 6ka forstaelsen. Exempel pé de tre kategorierna av
stédfragor finns under Matematikjournal, sid 127-128.

Det ir inte lika sjalvklart for alla elever att uttrycka sina tanke-
gangar i skrift. En hjilp fér elever kan vara att forst £3 diskutera och
uttrycka sig muntligt innan de skriver. Det tydliggér sambandet mel-
lan tal och skrift.

Foton kan ocksa berika och underlitta dokumentationen. Det ger
en uppfattning av aktiviteten och det syns vilket laborativt material
som har anvints.

Sen skulle vi fortsditta och Ligga en

Nir jag la bdten med
tangrampusslet efter en
bild kom jag pd att det
var enklast om jag borjar
med de tvd storsta triang-
elbitarna. Kvadraten be-
hovde jag inte anvinda.

118

Idag skulle vildgga en
stor kvadrat med alla
7 pusselbitarna. Det
var mycket svdrare dn
jag trodde. Forst blev
det ndstan en kvadrat,
men jag fick over paral-
lelltrapetsbiten. Jag sag
att kvadraten kan de-
las i tvd stora trianglar.

rektangel, en parallellogram och en
stor triangel. Varje ging skulle alla
7 bitarna anvdndas. Triangeln var
enklast. Ndr jag drog isdr de tvd

stora trianglarna i kvadraten frin
de andra smd bitarna var det bara
attvrida pd dom till en jdttestor.
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Vi har valt att samla exempel pd dokumentation under fyra huvud-
rubriker:

Dokumentation som synliggor elevens kunskapsutveckling
Dokumentation som lyfter fram matematiken

Gemensam dokumentation

Dokumentation i form av utvirderingar

Slutligen ges férslag pa hur man praktiskt kan hantera de skrivna
texterna. Flera av de dokument som visas pa féljande sidor finns att
ladda ner fran ncm.gu.se/mv_dokument.

Dokumentation som synliggor elevens kunskapsutveckling

Det finns ménga sitt att undersdka vad elever kan fére och efter
ett arbetsomrade. En inledande dokumentation kan fungera som en
fordiagnos genom att den ger information om det kunnande som
finns hos eleverna innan ett nytt arbetsomrade pabérjas. Kanske har
eleverna ett mer omfattande kunnande #n vad som kunnat férutses
— eller tvirtom. Under gynnsamma forutsittningar kan texterna
fungera som introduktion till det kommande arbetet. Férekommer
missuppfattningar eller felaktigheter kan de uppméarksammas och
redas ut. Elevernas formuleringar kan pa si sitt anvindas aktivt i
undervisningen.

[ arbetets slutskede far de tillbaka sin dokumentation och utékar
med det kunnande som de har tillignat sig genom undervisningen.
Lirande och kunskapsutveckling blir synligt for eleven sjilv, for 13-
rare och for férildrar. Elevernas dokumentation kan dirfér dven ut-
gora underlag f6r individuella utvecklingsplaner och utvecklings-
samtal. Tre exempel:

Fére och efter
Dokumentation i form av ellipser

Detta vet jag om...
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Fére och efter

120

Innan ett begrepp ska introduceras antecknar eleverna vad de redan
kinner till om det, alternativt vad de kommer att tinka pa nir de hor
ordet. Anteckningarna dateras. I slutet av lektionsserien fyller de pa
med ny text om vad de nukan om begreppet. Texten kan skrivas med
annan firg in vid forsta tillfallet och det blir d& synligt vilket ldrande
som skett under perioden. Denna dokumentation lampar sig bast nir
eleverna inledningsvis har en forhéllandevis begriansad uppfattning
om det aktuella begreppet. Det dr ocksd bittre att vilja ut ett begrepp
med ett relativt snivt innehall jamfért med ett som dr mycket brett
och omfangsrikt, tex att vilja "cirkel”, "parallelltrapets” etc i stéllet
for begreppet "geometri”. Det kan annars bli alltfér stor skillnad mel-
lan hur mycket tid olika elever behéver for att skriva — beroende pé
hur mycket de redan kan.

Dokumentation — fore Dokumentation — efter
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Dokumentation i form av ellipser

I god tid innan ett nytt begrepp ska introduceras gor eleverna de tre
forsta av féljande punkter.

Eleverna skriver det aktuella begreppet som rubrik i den minsta
ellipsen. T ex volym, area, procent, primtal, rinta, rita linjen,
koordinatsystem ...

I den nist storsta ellipsen skriver eleverna individuellt vad de
kan om begreppet eller kommer att tinka pa nir de hor ordet.

Eleverna fortsitter darefter att parvis lisa varandras formule-
ringar. De kan "f3” ord och uttryck av varandra som de skriver
in i den stérsta ellipsen. Det ar allts tillatet att "skriva av”, men
det ska géras med urval. Dokumentet dateras.

Liraren samlar in och sparar dokumentationen.

Efter genomgangar, laborativt arbete och uppféljning:
Liraren ldmnar tillbaka elevernas dokumentation och de skri-
ver vad de lirt sig om begreppet. Denna ging skriver de utanfor

ellipserna. Nu ska det inte finnas linjer som begriansar utrym-
met for vad de har lart sig.
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Detta vet jag om ...

122

Denna dokumentation ir en vidareutveckling av Fére och efter, men
hir kan elevernas kunnande om de valda begreppen vara bredare
och djupare. Varianten kriver en stérre arbetsinsats av eleven. Nu
ir det tva begrepp som ska beskrivas var for sig, men ocksé relateras
till varandra. Eleverna far gott om tid att reflektera kring begrep-
pen och sin egen forstelse av dem. De uppmanas att skriva hela me-
ningar och eventuellt kan de férst skriva utkast som sedan processas
fram till en renskriven text. Liraren kan ocksa ge vissa instruktio-
ner som att det ska finnas med nagon form av skiss, tabell eller lik-
nande. Fleven ges hirigenom méjlighet att visa sin férmaga att kom-
municera om matematik i vardagliga och matematiska sammanhang.
Samlar eleverna utvalda arbeten i portfolio, kan denna dokumenta-
tion passa vil in dar.

Detta vet jag om
OMKRETS och AREA

Fredagen den 28 sept

Omkrets dr det som finns runt om. Man kan tdnka att man ska gé runt
om fotbollsplanen. Da far man omkretsen. Ska man rdakna ut omkretsen
ldgger man ihop alla sidorna.

e Area dr yta.
e Area dar det som finns inuti.

e Ska man rdkna ut hur stor arean dr pa
fotbollsplanen far man ta ldngden
ganger bredden.

Torsdagen den 11 oktober

Nu har jag sett att ndr man dndrar formen sé blir omkretsen olika. Aven
om arean dr samma. T ex om man ska bygga en hundgdrd, sa kan det gé
at olika mycket ndtstdangsel dven om hunden far samma storlek pa golvet.

Det dr likadant tvdrtom. Om man har samma omkrets, sa kan arean bli
olika.

Tadnk tex att Nadja och Nisse ska bygga var sin hundgard. Nadja har
14m ndtstdngsel. Det har Nisse ocksd. Det kan dnda bli ordttvist for
deras hundar. Storleken kan bli olika i alla fall. Det beror pa vilken
form som hundgardarna far.
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Dokumentation som lyfter fram matematiken

Dokumentation kan goras under eller i slutet av ett moment for att
elever ska visa vilken matematik de har uppfattat och vad de har lirt
sig. Det ger liraren insikti elevernas tdinkande och férstéelse och kan
ge vigledning infor den fortsatta undervisningen. Under sjélva pro-
cessen nir eleverna dokumenterar sitt arbete finns ocksd mojlighet
for dem att uppticka matematik som annars kanske hade férblivit
dold f6r dem. Fem exempel:

o Vad dr? Vad drinte?

* Begrepp steg for steg

o Samla ord

o Likheter och skillnader

*  Matematikjournal

Forst ges ett exempel dir det handlar om att skilja ut ett begrepp frén
andra och sedan visas hur elever kan utveckla ett begrepp med hjilp
aven arbetsging i flerasteg. Direfter ges forslag pd hur lararen aktivt
kan arbeta f6r att utveckla elevernas sprik och hur jimférelser kan

goras mellan flera begrepp. Till sist ges forslag pa hur olika stodfra-
gor kan hjélpa eleverna att skriva innehéllsrika texter.

Vad dr? Vad dr inte?

Det hir dr parallelltrapetser Det hir dr inte parallelltrapetser
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Om eleverna anvinder laborativa material, kan de rita av objekten
i respektive filt. Eleverna kan sedan antingen muntligt eller skrift-
ligt mer utforligt beskriva vilka egenskaper som, i detta fall, begrep-
pet parallelltrapets har och vad som avgrinsar eller skiljer det fran
de andra begreppen.

Till sin hjilp kan eleverna f3 tillgdng till en lista med tinkbara
egenskaper: parallella sidor, lika eller olika langa sidor, vinklars stor-
lek, antal vinklar, rita linjer eller béjda kurvor, symmetrier, konvex
eller konkav, regelbunden eller oregelbunden.

Begrepp steg for steg

Begrepp steg for steg ar en vidareutveckling av den férra dokumenta-
tionen med pastéenden, frdgor och uppmaningar i stigande svarig-
hetsgrad. Forst ges exempel, sedan motexempel och utifran infor-
mationen avgdrs vilka av figurerna som uppfyller kriterierna for be-
greppet. Direfter ger eleverna sjilva exempel och motexempel och
slutligen beskriver de vad som kidnnetecknar det aktuella begreppet.
Syftet 4r att ge eleverna tillfille att utvecklasitt tinkande genom att
jamfora och utesluta, formulera och testa hypoteser och till sist sam-
manfatta sina slutsatser.

Liraren kan utga fran de olika stegen vid genomgéngen och elev-
erna dokumenterar parallellt. Dokumentationen kan sedan sparas
som ett faktablad i elevens egen "Begreppsbok”.

Det hir ir ...
Det hir rinte ...
Vilka av féljande ... 4r ...?
Ritaen ...
Ritaen ... som inte ir ...
Vad ér...?
En variant ir att inleda undervisningen kring ett begrepp med att

dela ut Begrepp steg for steg som en uppgift eller férdiagnos till elev-
erna. Liraren far information om vad de behirskar respektive inte
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behirskar och eleverna kan efter undervisningen komplettera med
det som tidigare saknades. En annan variant 4r att elever sjilva viljer
egna begrepp och redovisar de olika stegen. Direfter kan eleverna
gora nya Begrepp steg for steg och byta med varandra.

Vid aktivt arbete med sprakutveckling kan lirare och elever samla
och lista ord och termer som dr bra att ha tillgéng till vid dokumen-
tationen. Ett exempel: Eleverna har under en period arbetat med sta-
tistik och gjort undersdkningar som presenterats med hjilp av olika
diagram. Nista lektion ska jamforelser géras mellan stapel- och cir-
keldiagram genom att eleverna redovisar samma undersékning i bdda
diagramtyperna. Lektionen inleds med Samla ord.

Liraren ber eleverna fundera 6ver vilka ord och termer som kan
vara bra att anvinda nir man ska beskriva vissa begrepp, i detta
fall stapel- och cirkeldiagram.

Eleverna skriver under ndgra minuter ner sina forslag individu-
ellt.

Parvis gér de igenom sina respektive listor och kompletterar, om
de vill, med kamratens forslag.

Vid den gemensamma genomgangen i klassen skrivs alla ord
och termer upp och gas igenom, s att eleverna kan utnyttja
dem vid sitt fortsatta arbete. Liraren kompletterar vid behov.

Stapel- och cirkeldiagram
frekvens, stapel, x-axel, y-axel,
virde pa x-axel, virde pa y-axel,
hogsta virde, ldgsta virde,
cirkelsektor, gradantal,
procentform, helhet ...

Likheter och skillnader

Tidigare har nimnts att elevernas begreppsutveckling kan stédjas ge-
nom att uppmirksamhet riktas mot bade likheter och skillnader. Har
anvinder eleverna en mall f6r att f3 en enkel struktur pd jamforelsen
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och de kan ta hjilp av de ord som samlades iniden

LIKHETER

forraaktiviteten. Det dr en f6rdel om eleverna forst

far en stund fér eget tinkande och skrivande innan
de fortsitter att arbeta parvis. Avslutningsvis gors
en sammanfattning i helklass och liraren far till-
falle att stilla utmanande fragor och eventuellt ut-

SKILLNADER

6ka med ytterligare jaimforelser.

Mallen kan anvindas for jaimforelser som:
addition - multiplikation

multiplikation - division

brakform - procentform

decimalform - procentform

forkortning av brék — forlingning av brak
tiotal — tiondel

medelvirde — median

langdskala - volymskala

uttryck - ekvation

graf — funktion etc.

Stapeldiagram - Cirkeldiagram

Likheter

Man behover gora en frekvenstabell forst.

Det dr latt att se vad som tex dar populdrast (frekvens).
Man far veta mycket bara genom att titta.

Man behover inte lasa sarskilt mycket.

Det gar att luras med bada.

Skillnader

har staplar

lattare att ldsa av exakt
resultatet kan ritas in direkt
visar antalef

man Kan luras genom att kapa
staplarna

man kan ofta rakna ut hur
manga som varit med i under-
sokningen.

Elevexempel
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delas in i sektorer

inte sa ldatt att ldsa av exakt
man maste rdkna om ftill grader
visar fordelningen

man kan luras genom att “tippa
ner” cirklarna

man kan inte rakna ut hur
manga som varit med i under-
sokningen om det inte star
skrivet bredvid.
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Matematikjournal

Syftet med en matematikjournal 4r att eleverna ska notera vilka ak-
tiviteter de har arbetat med och vad de har lirt sig med hjilp av dem.
Bokféringen kan goras antingen med penna och papper eller med di-
gital teknik. Innan arbetet pabérjas genomférs Samla ord.

For att eleverna ska {3 en fylligare och mer innehallsrik text kan
de behova stodfragor av varierande slag. Eleverna maste ocksa bli in-
forstddda med att de inte enbart ska skriva kortfattade svar pa stod-
fragorna. Texten ska kunna sta fér sig sjdlv och forstés dven av en 13-
sare som aldrig har sett stddfragorna. Det kan férklaras fér eleverna:
om ndgon skulle hitta din text, s ska den personen férsta vad du har
gjort och vad du har lart dig.

Eleven har fyllt i sin journal
efter att ha arbetat med
magiska kvadrater.
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Kognitiva stodfragor. Fragor som beror tankeférmdga och intellektuella fardigheter.
Metakognitiva stodfragor. Fragor som beror tdnkande om det egna tankandet.
Exempel pa kognitiva stidfrdgor:
Var finns de jimna talen?

Var finns de udda talen? Vad hinder om du sitter 9:an i ett
horn?

Vad uppticker du om du tittar pa talen som star pd motsatta
sidor om mittentalet?

Vilka upptickter kan du géra om du jamfér mittentalet med
summan av talen pa varje rad?

Finns det fler 16sningar — och i s4 fall vilka?

Vilken matematik kan du hitta i aktiviteten?
Exempel pa metakognitiva stodfrdgor:

Vad var littast?

Vad var svérast?

Varfor tror du att vi arbetat med Magiska kvadrater under den
hir lektionen?

Varfér tror du att det heter Magiska kvadrater?
Exempel pa direkt fraga om forstdelsen:

Ar det nagot som du funderar &ver, nir det giller varfor talen
placeras pa detta sitt i denna Magiska kvadrat?

Hur skulle du kunna férklara fér ndgon annan varfér det blir
tiokamrater runt 5:an?
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Gemensam dokumentation

Mindmap

Ett alternativ till tidigare f6rslag dr att dokumentation gérs gemen-
samt efter att det laborativa arbetet ir avslutat, eller i dess slutskede,
och fungerar dd som en summering av de insikter eleverna fatt. Tva
exempel:

Mindmap

Anslagstavla

Liraren avgér vilka rubriker som ska finnas med pa en mindmap uti-
fran syftet med 6vningarna. Eleverna fyller sedan p& med sina upp-
tickter eller sd kan eleverna redovisa vad de kommit fram till och 13-
raren systematiserar svaren under lampliga rubriker.

Vi ger ett exempel frdn matematikverkstaden. Klassen arbetar
med trianglar och mélet for den forsta lektionen ir att eleverna ska
uppticka att de kan delas in i grupper: ratvinkliga, spetsvinkliga,
trubbvinkliga, liksidiga, likbenta och oliksidiga.

Det laborativa materialet bestar av styva plastremsor i varierande
langder. P4 varje remsa finns utstansade hal, s3 att de kan sittas ihop
med péasnitar och bilda olika former. Eleverna arbetar tillsammans
och uppmanas att bygga s& manga trianglar med skilda utseenden
som de kan komma pa.

Nir idéerna ebbat ut fir de i uppgift att sortera trianglarna i grup-
per utifrdn form. Nagra elever undrar om trianglar med samma form
men olika storlek kan tillhéra samma grupp. Liraren fingar upp fra-
gan och for en diskussion med eleverna. De kommer fram till att det
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kallas att trianglarna ir likformiga och att det gar bra att placera dem

i samma grupp. Eleverna redovisar vilka grupper de funnit, vad som
utmirker dem och vad som skiljer dem &t. I vissa fall vet ndgon elev

vad den formella bendmningen for trianglarnas form r, i 6vriga fall

kompletterar liraren med korrekt terminologi. Kommande lektioner

tar upp trianglars omkrets, area, vinkelsumma etc och i slutskedet
gors en gemensam mindmap, som skulle kunna se ut som i exemplet:

W

Sprak
Latin
o tri=tre
© angulus = vinkel,
horn

Engelska
© angle = vinkel,
horn

Svenska

triad
triangeldrama
trianguldr
triathlon
trigonometri
trilling

trilogi
trimaran

trio

trippel
trippelkrock
trippelallians
triptyk

r

Omkrets
Summan av
alla tre sidor

_

Berdkningar

Triang-

f lar

" En triangel ar) [ Spetsvinklig A
E en halv Alla vinklar ar %m?@B
L fyrhorning )/ <90 >
P — ( _— )
Trubbvinklig
Area En vinkel dr trubbig D
Basen x hojden s 90°
2 \- J
L _
" Ratvinklig )
E En vinkel dr rat B
=90°
L J

N\
Liksidig W M
Alla sidor @r lika langa

J

( Y [ A
Definition A
® Trekant Ovrigt . )
® Ménghor- ® Vinkel- Likbent
ning med tre summan dr Tva sidor @r lika langa
sidor alltid 180 J
® Tre punk- grader
ter som inte © Phytago-
ligger i linje ras sats
med de fre . Oliksidig
strdackorna 2
- Alla sidor ar olika langa
daremellan.
. J L J
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Eleverna har under lirarens ledning enats om vad som utmirker en
triangel och beskrivit det under rubriken definition. Undersdkning-
arna som gjordes av trianglars olika former har redovisats. De har no-
terat hur berdkningar av omkrets och area kan géras. Med ordlistans
hjilp har ord som bérjar pa tri- samlats och listats under rubriken
sprdak. Mindmappen har utformats gemensamt, men var och en goér
sin egen. Under dvrigt har eleverna kompletterat med fakta eller kom-
mentarer som kints intressanta fér dem personligen.

Sammanfattningen ger liraren méjlighet att fa en bild av klassens
forstéelse, reda ut eventuella missforstdnd och férdjupa diskussionen
sd att elevernas kunnande vidgas.

Anslagstavla

Anslagstavla pa Kungsholmens skola 6-9.

[ matematikverkstaden kan en stor an-
slagstavla skapa nyfikenhet och fér-
vintningar hos eleverna. Vad kommer
de att mota pd matematiklektioner
framéver? Anslagstavlan kan delas upp
i form av en matris. P4 ena ledden mar-
keras &rskurs och pa den andra mate-
matikinnehdll. Valda elevdokumenta-
tioner sitts upp pa lampligt stille. Nu
kan ocksd yngre elever se vad elever gor
i hogre arskurser.

Dokumentation i form av utvarderingar
Eleven behéver utvirdera sitt kunnande for att f3 mojlighet att taett
personligt ansvar f6r sina studier. Undervisningen maste ge eleverna
strategier fér att hjilpa dem att reflektera dver det egna kunnandet
sa att det blir synligt f6r dem sjidlva, men ocksd fér ldraren och for
forildrarna. Tva exempel:

Inledande meningar

Stjdrnmatte och utvirdering
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Inledande meningar
Laborativt arbete kan utvirderas utifrén olika aspekter. Det kan vara
elevernas kunnande i matematik, hur verksamheten fungerar prak-
tiskt och socialt eller de attityder som kommer till uttryck. Nir det
laborativa arbetet dr genomfort reflekterar eleverna skriftligt utifrén
en av nedanstdende inledande meningar.

Om kunskap
Jag har lirt mig ...

Det hir vet jag om ...
Jag 4r mest stolt 6ver att ha forstatt ...
Det som gjorde att jag lirde mig var ...

Jag kan visa vad jag lirt mig pa flera sitt.
Hir 4r ngra exempel ...

Jag kan visa att jag uppnatt malet for ... genom att ...
Fér att genomféra aktiviteten behéver man férst férsta ...

Om jag bérjade med arbetet nu skulle jag istillet ...
Orsaken till det 4r att ...

Om jag skulle ge ndgra goda r&d till andra sa skulle jag foresla
att ... Anledningen till det &r ...

Ovningen skulle kunna forbéttras genom att ...

Om verksamheten
Goda rad till mig sjilv infor nasta verkstadsbesék ar att ...
Nista vecka ska jag utvirdera hur det gick.

Mina tankar om arbetet i matematikverkstaden:
Detta fungerar bra ...

Detta fungerar mindre bra ...

Mina férslag till forbattringar ir ...
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Om attityder
Jag tyckte den hir aktiviteten var ... darfor att jag forstod / for-
stod inte varfor ...

Idag tycker jag att arbetet i matematikverkstaden fungerade ...
Det berodde pé att ...

Ska eleverna kunna g pa djupet i sitt resonemang bér de inte fa flera
punkter att utvirdera vid ett och samma tillfille. Risken finns da att
derasreflektioner blir ytliga och mer eller mindre o6vertinkta, vilket
inte gynnar den efterféljande diskussionen. Formuleringen av den
inledande meningen behéver noga dvervigas, sd att den leder till det
engagemang och den reflektion som efterstrivas. Elever tycker ofta
att det ger en god hjilp nir inledningen redan ir fardigformulerad,
men de ska ocksa sjilva skriva den sd att dokumentet blir komplett
och inte ett papper med en text dir den forsta delen saknas. I de hir
exemplen ligger fokus pé eleven och elevens lirande vid arbete med
laborativa aktiviteter — inte enbart pd om de tycker att det ir litt,
svart, trakigt, kul etc. De daterade dokumenten kan efter diskussio-
nerna sparas pa ett for klassen lampligt sitt. Det krivs inskolningstid
for att eleverna ska f8 en chans att utveckla det reflekterande skri-
vandet. Nivén pd innehéllet hdjs mirkbart vid ett kontinuerligt och
strukturerat arbete.

Stjdrnmatte och utvirdering

Stjarnmatte — elevdokumentation Namn:

Stjarnmatte, som beskrivits tidigare, kan

Vi tycker att den hir aktiviteten var litt, Vi tycker att den hir aktiviteten var svir,
darforatt

anvindas som en introduktion till att skriva
meningsfulla utvirderingar. Lararen gorett
lampligt urval av de frgor som presentera-
des pa forra sidan och skriver dem som in-
ledning pa ett dubbelsidigt A4-ark, vilket
delas s3 att antalet rutor anpassas till anta-
let stationer.

Nir eleverna dr klara med en aktivitet
skriver de en kort utvirdering. Forst ska

darforatt

Valj den ruta med text som ni tycker passar bast till den aktivitet ni gjort. Det finns mer att valja bland pa

andra sidan. Skriv forst i aktivitetens namn och fortsatt sedan den pborjade texten. gr uppen tillsammans Vélj a Vilken inledande

mening som de tycker passar pa just den sta-

Viorsdenbirabintcensar —| | Viondr tionen. Sedan kan de tillsammansigruppen

diskutera och hjilpas at att formulera fort-
sdttningen innan var och en skriver sin egen
utvirdering. Speciellt nér elevernainte drsé
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vana vid att dokumentera sitt laborativa arbete skriftligt, kan det
kinnas bra att det "bara” ir en ruta att skriva i, inte ett stort tomt
pappersark.

Skriftliga utvirderingar behéver foljas upp, sé att eleverna far ater-
koppling pé sina texter. I gemensamma uppféljningar blir eleverna
medvetna om sina klasskamraters reflektioner och mirker att deras
dokumentation tas pé allvar. Nagra exempel:

Eleverna liser upp vad de skrivit. Om de vid genomgangen blir
paminda om nagot viardefullt, kompletterar de sina texter.

Eleverna skriver férst pa egen hand. Darefter arbetar de i par
och laser hogt for varandra vad de skrivit. Eventuellt gor de till-
lagg i sina texter. Redovisning i helgrupp.

En av inledningarna viljs ut, tex "For att genomféra aktivite-
ten behover man forst forsta ...”. Eleverna skriver forst sjilva
sina forslag. Direfter samlas de i grupper och sammanstiller
sina svar. Nagon i varje grupp antecknar p ndgot sitt s att hela
klassen kan lisa alla gruppers svar. En gemensam diskussion
fors utifradn gruppernas anteckningar. Liraren stédjer, kom-
menterar och ifrigasitter.

Alla grupper far olika inledningar. Grupperna redovisar sina
texter for hela klassen.

Liraren viljer ut en viss punkt och sammanstiller delar av text-
erna anonymt for eleverna. Texten finns till stéd for diskussion
kring det fortsatta arbetet i matematikverkstaden.

Aterkopplingen kan ocks ske enbart mellan lirare och den enskilde
eleven. Texten ldmnas da till liraren som ger respons. Fér att upp-
muntra elevernaideras skrivande bér ldraren ge personliga kommen-
tarer. Om detta inte ska bli 6vermiktigt f6r liraren kan en viss aspekt
viljas ut vid varje tillflle och liraren kan formulera sig pa liknande
satt till flera elever. Elever som lamnar kortfattade och ytliga texter
kan 2 f6ljdfragor for att fortydliga och utvecklainnehallet. Fragorna
besvaras vid nista utvirderingstillfille och erfarenhet visar att kva-
liteten pé texterna hojs betydligt efter hand. Liraren far ocksé ett
gyllene tillfalle att ge extra utmaningar.
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| praktiken

I en traditionell och liroboksbunden undervisning skriver elev-
erna det mesta direkt i liroboken under de forsta skoldren och
Svergar sedan till att géra anteckningar och beridkningar i ett se-
parat riknehifte eller kollegieblock. Det borjar se lite annorlunda
ut idag i och med att allt fler elever har sin egen dator med pé lek-
tionerna. Men hur 4n eleverna arbetar medfér matematikverksta-
dens arbetssitt att de kommer att hantera instruktioner och ar-
betsgéngar, prick- och triangelpapper, egna faktablad, teckningar,
diagram, uppklistrade 16sningar, webbsidor, linkar, material frén
tidningar och reklam, dokumentation, utvirderingar och mycket
annat. For att hélla ordning behdver eleven troligen bade en fysisk
mapp och en mapp i sin dator.

Ett beprovat sitt att samla och ordna elevernas papper ir féljande:
Varje elev har en enkel namnmirkt plastmapp som hela tiden far vara
kvar i verkstaden. I mappen samlas dokument, markta med datum.
Eleverna sammanstiller egna bocker férdelade pa omréden som tal-
uppfattning, geometri, algebra, statistik och sannolikhet. Var och
en gor sin egen personligt designade bokframsida med titel, firglagd
informativ bild samt namn. Om klassbeteckning utelimnas kan bo-
ken anvindas under flera ar. Framsidan lamineras och forbereds for
spiralbindning. Nir det blir fullt i mappen, eller d& ett omrade av-
slutas, sitts alla papper in i den egna boken. Sker spiralbindningen
med framsidan nedat gar det att allt eftersom fylla pad med nya sidor.
De flesta spiralbindningssystem gér det méjligt att byta ut spiralerna
mot tjockare ndr boken vixer i omfang.

Om eleverna har arbetat med aktiviteter som beskrivits pa ett la-
minerat ark i en 1dda bor dessa underlag dupliceras. Det ser mirkligt
ut i boken om det bara finns 16sningar och svar utan att uppgiften
presenteras. A4-sidor kan forminskas till en fjirdedel och dessa sma
aktivitetsunderlag klistras in pa ritt stille.

Ar undervisningen i férsta hand datorbaserad kan exempelvis en
powerpointpresentation ersitta den egentillverkade boken.
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Aldre grundskoleelever har fillt f5ljande kommentarer kring detta
sdtt att samla sina papper:

- Kaul att géra ndgot i matten som man kan ta hem.

- Det hir ska jag spara till gymnasiet.

- Nufinns det ju anledning att skriva snyggt och prydligt. Det
fanns det inte nir jag bara anvinde kollegieblock som hamnade
i pappersinsamlingen d& det var fullskrivet.

Finns utrymme i verkstaden kan béckerna girna hingas upp efter-
som de ir intressanta att bliddra i och dessutom dekorativa.

Formativ och summativ bedémning

136

I det forra avsnittet, Dokumentation i form av utvdrderingar, ir det
eleverna som sjilva utvirderar sitt laborativa arbete utifran olika as-
pekter. Det laborativa arbetet kan ocks& bedémas av liraren utifrdn
béde ett formativt och ett summativt syfte. I Lgr11 sker bedém-
ningen utifrdn kunskapskraven som utgar fran i hur hég grad de
olika férmagorna kommer till uttryck. Nagra exempel pa kunskaps-
kraviLgrl1l:

Eleven kan beskriva begreppens egenskaper med hjilp av sym-
boler och konkret material eller bilder. (Kunskapskrav for god-
tagbara kunskaper i slutet av arskurs 3.)

Eleven kan dven beskriva olika begrepp med hjilp av matema-
tiska uttrycksformer p ett vil fungerande sitt. I beskrivning-
arna kan eleven vixla mellan olika uttrycksformer samt féra
vilutvecklade resonemang kring hur begreppen relaterar till
varandra. (Kunskapskrav for betyget A i slutet av &rskurs 6.)

Eleven kan dven beskriva olika begrepp med hjilp av matema-
tiska uttrycksformer p ett vil fungerande sitt. I beskrivning-
arna kan eleven vixla mellan olika uttrycksformer samt féra
vilutvecklade resonemang kring hur begreppen relaterar till
varandra. (Kunskapskrav for betyget A i slutet av &rskurs 9.)

Laborativt material kan ses som en av flera uttrycksformer, vilket gor
attett laborativt arbetssitt kan ge ytterligare stod for allsidig bedém-
ning av elevers kunnande. Naturligtvis maste krav stillas pa progres-
sion, sd att eleverna med stigande &lder anvinder mer precisa och vil-
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utvecklade matematiska uttrycksformer och anpassar dem till syfte
och sammanhang i allt hogre omfattning.

Formativ bedomning

Elevernas arbete och dokumentation kan ligga till grund fér bedém-
ning i ett formativt syfte, vilket beskrivs pa féljande vis i Bedomning
av kunskap — for ldrande och undervisning i matematik: Bedémning i
formativ mening innebir bedémning for lirande. Det dr en utgangs-
punkt f6r utveckling och férdjupning av savil lirande som under-
visning. Tonvikten ligger pa tre nyckelprocesser: att identifiera var
eleven ir i sitt lirande, vad eleven ska na och vad som behéovs fér att
komma dit. I dessa processer ingdr att tydliggora syftet med undervis-
ning och larande, att gora bedémningskriterier férstaeliga fér eleven,
atteleven far visasitt kunnande pd olika sitt samt att ge aterkoppling
som leder elevens lirande framat.

Fyra bedémningsdiskurser
Lisa Bjorklund Boistrup har i sin doktorsavhandling analyserat kommunikatio-
nen mellan lirare och elev nir det giller bedémning i matematik.

Hon undersokte bland annat vilken matematik som var i fokus fér bedém-
ningen. Var det sjilva gérandet, tex hur ménga uppgifter som eleven hunnit
rikna i boken, eller var det vilken férstielse eleverna hade utvecklat om olika
matematiska begrepp och processer? Hon studerade ocksa vilken sorts ater-
koppling som dgde rum. Var det tex aterkoppling frén elev till lirare eller var
det tvirtom och pa vilka sitt uttrycktes aterkopplingen?

Bjérklund Boistrup fann fyra olika sétt hur larare hanterar bedémning i ma-
tematikklassrum:

gor det fort och gor det ritt
vad som helst duger
6ppenhet med matematik
resonemang tar tid.
Hennes beskrivning av de fyra kategorierna kan fungera som redskap for att ut-

veckla bedémningspraktiken i matematikklassrum och kan anvidndas som un-
derlag vid diskussioner om den egna skolans matematikundervisning.
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Artikeln Bedémning for engagemang och ldrande i NamnarenTemA Mate-
matik ett grunddmne.

Avhandlingen Assessment discourses in mathematics classrooms: A multi-
modal social semiotic study. Nedladdningsbar fran su.diva-portal.org.

Summativ bedomning

Flera av de exempel som ges i detta kapitel skulle ocksa kunna bilda
underlag f6r bedémning i ett summativt syfte. Denna form avser att
ge en sammanfattande bild av vilket kunnande en elev har vid ett
visst tillfille, ofta i slutet av ett arbetsomrade eller termin, och re-
sulterar i ett omdome eller ett betyg. Till skillnad fran den férra for-
men ses bedémning i summativ mening som bedémning av larande.
Nationella prov dr framtagna for att liraren ska géra en summativ
bedémning av elevers kunnande, men proven kan naturligtvis ocksa
anvindas i ett formativt syfte.

Att veta vad som bedoms

I forskningsartikeln Hur blir man biist eller scimst i klassen? tar Eva
Jablonka upp att framgéng i matematik inte behéver spegla en "na-
turlig fallenhet” for amnet. Elevers framgang kan snarare vara base-
rad pa deras skicklighet att tolka kriterier for vilket kunnande som
efterfrdgas av liraren och vilka attityder, beteenden och virderingar
som ir fordelaktiga. Lararnaiforskningsstudien var otydliga med att
markera vad som ir viktigt for eleven att klara f6r olika betygsnivaer.

Det betyder att om alla elever ska f4 samma chans att lyckas, och
inte enbart de som #r duktiga pa att avlisa ldrarens koder, maste 13-
raren uppmirksamma eleverna pé vad som kommer att bedémas.
Om elevernas texter ska bedémas utifran vilka kunskaper eleverna
har om vissa matematiska begrepp och hur dessa anvinds, ir det na-
turligtvis viktigt att alla elever ocksa tinker pa att uttrycka sig med
hjilp av matematiskt sprakbruk i sd stor utstrickning som de 6ver
huvud taget kan.

Eleverna maste ges mojlighet att ldra, att visa vad de kan och veta vad de ska visa att de kan.
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Vér erfarenhet frdn omfattande kontakter med engagerade larare dr
att det stora intresset for att arbeta laborativt i matematikundervis-
ningen fortsitter att 6ka. Idag nir allt storre fokus laggs pa kollegial
samverkan ger det mojligheter att diskutera och hjilpas &t att gora
det laborativa arbetssittet till en naturlig del i den ordinarie under-
visningen. Vi har ocks sett att den yttre formen av en matema-
tikverkstad dr av mindre betydelse till f6rman for det inre laborativa
arbetet, vilket r positivt.

I Lgr11 lyfts ord som begrepp, uttrycksformer och férmégor tyd-
ligare 4n tidigare, men de kanske inte alltid har samma innebérd fér
alla. Den dkande anvindningen av digital teknik gor ocksa att det 4r
viktigt att sld vakt om att det fysiska och konkreta arbetet med ma-
terial inte sitts helt pd undantag utan att de tva formerna komplet-
terar och stottar varandra. Syftet med alla olika inslag i matematik-
undervisningen ar sjilvklart att eleverna ska fa ett breddat och for-
djupat matematikkunnande.

Vi hoppas att det i skrivande stund precis padbérjade Matematik-
lyftet ger kompetensutveckling bdde fér stunden och att det blir en
naturlig del avskolans verksamhet dven efter att den statliga insatsen
iravslutad. Organisationen runt den kollegiala samverkan bér kunna
ge lirarna egen tid att prova material och aktiviteter tillsammans
med eleverna. Som vi redan pétalat finns det st6d i forskning fér att
fortsitta utveckla ett laborativt arbetssitt. Det skulle vara mycket in-
tressant om det genomférdes svensk forskning direkt riktad mot hela
den laborativa processen i ett genuint matematikverkstadsarbete.

Area med stickor

Avslutningsvis vill vi aterknyta till bokens nya omslagsfoto och en
laborativ aktivitet som kan utgéra signum for ett vil genomtinkt la-
borativt arbetssitt. Area med stickor dr en intressant och innehalls-
rik aktivitet vilken engagerar savil elever i grundskolan och pa gym-
nasiet som vuxna. Aktiviteten lyfter fram det faktum att en given
omkrets kan ge ytor med olika areor och den innehaller dven en stor
portion problemlésning.

Area med stickor dr ocksa ett bra exempel pé en aktivitet dir ma-
terial inledningsvis dr nddvindigt fér alla, men dir ett abstrakt och
generellt matematikinnehéll sedan kan utvecklas i olika hég grad
beroende pé elevernas kunnande och intresse.
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SN WSS

Area med stickor

Material
12 stickor, prick- eller rutpapper.

Mé&nghormingar

Det finns minga sitt att ligga manghtrningar med 12 stickor si att arean ir ett heltal. Hir
visas tva exempel, den férsta mdnghdrningen har arean 9 ae och den andra arean 8 ae. En
areaenhet ir hir den kvadrat som kan liggas av fyra stickor, dvs sidans lingd #r en sticka.

Gor sé har
Anvind de 12 stickorna till att ligga olika manghorningar med en area pa
e 7 areaenheter
e 6areaenheter
e Sareaenheter
e 4areaenheter

e 3areaenheter.

Dokumentera

Rita alla Iésningar, och dven forsok till losningar, pa prick- eller rutpapper. Ar det till och med
méjligt att ligga mdnghdrningar med dnnu mindre area?

i A

ndmnaren/NCM ncm.gu.se/stravorna sidan far kopieras

Aktiviteten finns i sin helhet pd ncm.gu.se/stravorna med sdviil liraranvisningar som facit.
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