Kurvformen for en bojd linjal — analytiska, numeriska och
experimentella studier, samt visualisering

Anders Johansson

1 Introduktion

Det finns méanga olika kurvformer i naturen. En av dessa dr kurvformen for ett rep
eller en kedja som &ar fastsatt i sina bada &ndar och hénger fritt endast paverkad av
jordens dragningskraft p.g.a. kedjans egen massa. Denna kurvform bendmns "Katena-
ria” eller "Kedjelinjen” och kan beskrivas av en cosinus hyperbolicus-funktion, se t. ex.
Pehrson [1].

En annan kurvform &r den som bildas d& en linjal trycks ihop fran &ndarna. Om krafterna
som trycker ihop linjalen &r tillrdckligt sma, hdnder ingenting. Om déremot kraften ckar
over ett visst viarde (den s.k. knécklasten), sa kan linjalen plétsligt béjas och sedan ger en
liten 6kning av kraften en stor 6kning av utbdjningen. Denna typ av stabilitetsproblem
kallas knéckning inom hallfasthetsliran. Se t. ex. Dahlberg [2] for en introduktion till
hallfasthetslara. I denna artikel studeras fysiken/matematiken bakom fenomenet genom
att anvinda den exakta differentialekvationen och en approximativ metod tillsammans
med experimentella undersokningar. Nagra forslag pa hur stoffet kan anvindas i under-
visningen pa grundskolan och i gymnasiet redovisas.

Elastica ar ett latinskt uttryck som kan 6verséttas med “tunn strimma av elastiskt mate-
rial”. Det matematiska problemet att beskriva kurvformen fér en bojd elastica (t. ex. en
linjal eller tumstock) 16stes av Euler 1744. 1859 upptéckte Kirchoff att samma differenti-
alekvation kan anvindas for att beskriva rorelsen for en matematisk pendel. En historisk
oversikt av elastica, dess 16sning och tillampningar ges av Levien [3].

Ett problem som ibland uppstar for snickare ar att tumstocken béjer sig. Ett resultat av
undersokningen beskriven i denna artikel ar att tumstockens mittpunktsutbdjning kan
berdknas med ett enkelt analytiskt uttryck, om det ar kant hur mycket den trycks ihop
(axiella forskjutningen).

For att visualisera béjda linjalers kurvformer, har en enkel programvara utvecklats, vilken
t. ex. kan anviandas i undervisning. Den numeriska implementeringen har gjorts i program-
varan VPython som kors direkt i en weblédsare och nas pa lanken: https: //www.glowscript.org.
Programvaran &r enkel att anvinda for nyborjare, men har ocksa en viss potential for
mer avancerade berdkningar. Flera grundliggande matematiska verktyg finns inbyggda,


https://www.glowscript.org
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t. ex. fordefinierade funktioner i det anvinda programspraket Python. VPython anvands
i fysikundervisningen pa en del kurser pa bl. a. Géteborgs universitet.

Detta ar en nedkortad och omarbetad version av artikeln ” The curve shape of a bent

ruler — analytical, numerical and experimental studies” tidigare publicerad i tidskriften
"Physics Education”, se referens [4].

2 Analytiska och numeriska studier

2.1 Presentation av den exakta differentialekvationen

I detta avsnitt presenteras den exakta differentialekvationen kortfattat. For en mer de-
taljerad hérledning, se referens [4]

S

Figur 1: Figur som visar en b6jd linjal.

Figur 1 visar en linjal som bdjs p.g.a. de axiella krafterna P i varje &nde. Avstandskoor-
dinaten langs linjalen betecknas s, laterala forskjutningen (utbdjningen) betecknas w(s),
horisontella avstandet x(s), vinkeln a(s), axiella forskjutningen a, mittpunktens utbéj-
ning A och ldngden Ly.

Differentialekvationen som beskriver kurvformen fér en bojd linjal ges av:

d*a P

s "Bl
ET &ar bojstyvheten som fas som produkten av elasticitetsmodulen E (materialkonstant)
och yttroghetsmomentet I (som beror av geometrin for linjalens tvérsnitt).

sin(a) =0 (1)

Denna differentialekvation kan inte 16sas analytiskt pa ett enkelt satt, varfér en numerisk
16sning gors. Nér ekvationen 16sts och «(s) har bestamts, kan z(s) och w(s) bestimmas
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genom att anvdnda sambanden:

w(s) = /OS sin(a(s’))ds’ (2)

x(s) = /08 cos(a(s"))ds' (3)

Dessa bada samband har erhallits genom att studera Figur 1 och inse att ‘é—f = sin(a),

dr __ :
g% = cos(a) och sedan integrera m.a.p. s.

De bada integralerna (2) och (3) berdknas sedan numeriskt for att erhalla funktionen
w(z). For detaljer kring en numerisk l16sning av den exakta differentialekvationen, se
referens [4].

2.2 Harledning av en 16sning tillampbar for sma vinklar

Ekvation (1) kan for smé vinklar skrivas om sé att det &r mojligt att ta fram en analytisk
16sning. Genom att studera Figur 1 kan inses att:

d
% = tan(a) =~ « (4)
d
di: = sin(a) = « (5)

dar tan(a) = « och sin(a) = « kan motiveras med att vinklarna dr sméa. Genom att
satta in (5) 1 (1), erhalls:

d?« P

@‘FEO&:O (6)

Anvénds nu ekvation (4), ekvation (5) och derivering m. a. p. z fas:

d*w P d*w

ot P Erde =Y (7)

Detta ar 4:e ordningens differentialekvation for en axiellt belastad balk. Denna diffe-
rentialekvation anvinds inom héallfasthetsldran for att t. ex. dimensionera pelare mot
knéckningsbrott.
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Ekvationen har den allménna l6sningen:

w(x) = Asin(nx) + Bcos(nz) + Cx + D (8)

" N
dar n = ok

I vart fall, sa &r det fyra randvillkor: w(0) = w(Lo—a) = Py (0) = i (Lo—a) = 0.

dz? dz?
Ly ar linjalens ldngd och a &r den (kidnda) axiella forskjutningen. Det férsta randvillkoren
indikerar att utbojningen &r noll i elasticans (linjalens) &ndar och de andra randvillkoren

att det inte dr nagra bojmoment applicerade i &ndarna (vilket i hallfasthetslara bendmns
fritt upplagd balk).

Efter lite analytiska berdkningar erhalls féljande ekvation:

Asin(n(Ly —a)) =0 9)

vilken har den icke-triviala l6sningen:

(10)

Om m =1 fas foljande 16sning:

w(z) = Asin (L” ) (11)

0o—a

For stabilitetsproblem i hallfasthetslara, forsummas ofta den axiella forskjutningen, vil-
2 2
ket leder till randvillkoren: w(0) = w(Ly) = €%(0) = %%(Ly) = 0, utbdjningen

dz? dz?
w(z) = Asin (}%) och den kritiska lasten Py, = 772%. Detta benédmns ofta Euler:s
0
andra knéckningsfall for en fritt upplagd balk. For krafter P < Py, uppstar ingen ut-

béjning for linjalen som forblir rak.

2.3 Harledning av ett enkelt approximativt uttryck for A
En ekvation for att bestdmma linjalens mittutbdjning A fas genom att anvénda anta-

gandet att langden Lo pa linjalen ar konstant. Langden pa linjalen kan bestdmmas med
det allménna uttrycket for en kurvas langd:

L:/:\/1+<C$)2dm (12)
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Kombineras nu ekvation (11) och ekvation (12) erhalls foljande ekvation for att bestimma

A, d& Lo och a ar kinda:

Lo—a s 2 T
A) = 14+ A2 ——— 2 dr—Log=0
f(4) /0 \/+ (Lo—a> cos (Lo—a>x 0

For att fa ett enklare uttryck att losa, anvands Maclaurinutveckling av integranden:

§2
V1I+HE2 21+ 2 + ..

2

vilket ger:

Lo—a T 2 T
1+ A2 2 dr ~
/0 \/ i <L0—a> o (Lo—a> )
Lo—a 1 s 2 T
1+ - A? 2 d
/0 ( 3 (Lo—a> cos <L0—a> v
Efter viss forenkling erhalls foljande uttryck:

1 A2x2 Lo—a T
Lo — L — 2 d
0 a+2(L0a)2/0 cos <L0a) T

For att 16sa integralen, anvénds sedan det trigonometriska sambandet:

1+ cos 26

2
0 pu—
COS B

Detta ger slutligen:

Lo—a T 2 TT 1 A27T2
1442 (") cos? dr~ Lo —a+ -
/0 \/ " (Loa> oo <L0a> e a+4L0*a

Ekvation (13) kan da skrivas om som:

1 A%r?
Lo — -
0 a+4L0—a

—Ly=0

vilket ger:

2
AAnalytisk = E V Loa — a?

(13)

(14)

(15)

(16)

(18)

(19)
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dér den negativa roten forkastas eftersom A &r ett avstand. Fér smé virden pa a, géller
att a® << Lga och uttrycket kan forenklas till:

2
AAnalytisk = ; L0a (20)

Kombineras ekvationerna (11) och (20) sa fas foljande approximativa uttryck tillampbart
for sma axiella forskjutningar:

2 . T
wAnalytisk(x) = —V LOG s (LO — a) (21)

s

2.4 Sammanfattning

Sammanfattningsvis kan kurvformen f6r en b6jd linjal utsatt for axiell belastning erhallas
pa ett par olika séatt:

e Funktionen a(s) erhalls genom en numerisk 16sning av den exakta differentialekva-
. 2 . R
tionen, ZT(% + %sm(a) = 0. Kurvformen wnymerisk () bestdms sedan genom nu-
merisk berdkning av integralerna

WNumerisk($) =[5 sin(a(s'))ds och z(s) = [ cos(a(s'))ds’

e Ett approximativt analytiskt uttryck tillimpbart for smé axiella férskjutningar ges

. _ 2 :
av: wAnalytisk(x) B Loasin (Lgfa .
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3 Experimentella studier

Tva experimentella undersokningar genomfordes for att jamfora teoretiska studier med
experimentella data.

3.1 Mittpunktens utbojning for tumstock av tra

For att experimentellt undersoka inverkan av tumstockens ena &ndpunkts axiella for-
skjutning pa mittpunktens utbéjning, gjordes nagra méatningar med en tva meter lang
tumstock. Matarrangemanget illustreras i Figur 2. Olika virden valdes for den vénstra
andens axiella forskjutning och mittpunktens utbéjning méattes. Det noterades och kom-
penserades for att mittpunkten forflyttades at hoger under forsoket nar hogre virden for
den vénstra dndens axiella forskjutning valdes. For att undvika inverkan av gravitation,
bojdes linjalen horisontellt langs golvet.

Figur 2: Experiment for att studera inverkan av vénstra dndens forskjutning pé mitt-
punktsutbdjningen for en tumstock.

3.2 Kurvform for plastlinjal

Ett annat experiment, som &r enkelt att genomféra for elever i en klass, utférdes. En 30 cm
plastlinjal bojdes t. ex. mellan en vigg och en stabil och hallfast hog av bécker pa ett A4-
papper med 5 mm rutor, se Figur 3. Kurvformen for den bojda linjalen ritades sedan upp
pa pappret och méatpunkter lastes av som koordinater (x,y) pa den uppritade kurvan,
dér ett koordinatsystem med origo i linjalens vanstra &ndpunkt definierades. Varden for
linjalens usprungsléngd Ly och den axiella forskjutningen a méttes ocksa.

7 NAMNAREN NR 4 2022



Anders Johansson: Kurvformen fér en bgjd linjal

Figur 3: Experiment for att studera kurvformen for en plastlinjal. Linjalen b6js mellan
en vagg och en hog med stabila och hallfasta bocker.

4 Visualisering av resultatet i VPython

Ett par verktyg for att visualisera en bojd tumstock resp. en bojd linjal utvecklades i
VPython. Tanken med dessa verktyg ar att demonstrera vilka mojligheter som ges inom
ramen for VPython. Elever ska &ven sjélva enkelt kunna jamfora och verifiera experimen-
tella resultat med simuleringar och f& en bra introduktion till anvédndning av numeris-
ka hjdlpmedel. Kallkoden &r tillgénglig, vilket mojliggor for programmeringsintresserade
elever att sjdlva modifiera enligt egna 6nskemal, t. ex. att &ndra linjalens ldngd. Det
bor dock podngteras att endast de forenklade analytiska uttrycken, ekvation (20) och
ekvation (21) har implementerats, varfor endast visualiseringen géller for sma axiella
forskjutningar.
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5 Resultat och diskussion

I detta avsnitt presenteras nagra numeriska och experimentella resultat grafiskt.

Figur 4 till Figur 8 visar berédknade resultat for den ihoptryckta tumstocken fér axiella
forskjutningar mellan 6.6 cm och 221 cm. Fran figurerna ses att den analytiska 16sningen
fungerar bra for sméa axiella forskjutningar, emedan mittpunktens utbdjning 6verskattas
for stora axiella forskjutningar. Den sinusformade l6sningen fungerar inte alls for fallet
dér den axiella forskjutningen &ér storre dn tumstockens initiella langd och elastican slar
knut pa sig sjilv, se Figur 8.

Mittpunktsutb6jningen (A) som funktion av &ndpunktens axiella forskjutning (a) pre-
senteras i Figur 9 och Figur 10. I Figur 9 &r en jamforelse med métdata inkluderad, men i
Figur 10 presenteras endast berdknade resultat. Av Figur 9 framgéar att det &r en god &ver-
ensstammelse mellan métdata och berdknade virden for smé axiella forskjutningar.

En kurvanpassning med hjilp av minstakvadatmetoden till en funktion av typen A(a) =
CaP gav virdena C = 0.85m%° och D = 0.48 for métdata presenterade i Figur 9. Detta
kan jamforas med ekvation (20), vilken fér Lo = 2 m kan skrivas A apaiytisk = %a(m ~

0.90a%® | nir Sl-enheter anvinds.

Figur 11 visar en jamforelse mellan experimentella data for den béjda plastlinjalen och
L;rfa .
ensstdmmelse visas for de uppmaétta métvirdena Ly = 313 mm och ¢ = 19 mm. En
kurvanpassning med minstakvadratmetoden till en funktion av typen w(x) = C; sin (Cax)

gav virdena C1 = 0.052 m och Cy = 10.72 radianer/m vilket motsvarar Loggp = 314 mm

den approximativa analytiska 16sningen w apaiytisk () = % Loasin ( En god o6ver-

och agz, = 21 mm.

I Figur 12 och Figur 13 visas bilder pa ett utvecklat VPython-program for att visualisera

en bojd tumstock. Figur 14 visar ett liknande program for att visualisera en bojd linjal.
Simuleringarna kan nas pa:

Tumstock: https://www.glowscript.org/# /user/Anders_ Johansson/folder/LinjalensMatematik/
program/TumStock

Plastlinjal: https://www.glowscript.org/# /user/Anders Johansson/folder/LinjalensMatematik/
program /PlastLinjal
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Utbgjning [cm]

100 |—— Numerisk Isning av exakt differentialekvation, wy . 1
== = Analytisk sinusformad I6sning, W Analytisk
80 .
60 .
40 .
20 .
ok -
0 50 100 150 200
x-koordinat [cm]
Figur 4: Thoptryckt tratumstock med en axiell férskjutning 6.6 cm.
100 ' |—— Numerisk I6sning av exakt differentialekvation, wy |
umerisk
= =Analytisk sinusformad I6sning, W nalytisk
80 .

60

Utbdjning [cm]
S
o

20

0 50 100 150 200
x-koordinat [cm]

Figur 5: Thoptryckt tratumstock med en axiell férskjutning 25 cm.
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100 |—— Numerisk Isning av exakt differentialekvation, wy . 1
== = Analytisk sinusformad I6sning, W Analytisk
8o L -
5 eof :
o
c
=
9 40 .
=
D
20 .
ok i
0 50 100 150 200
x-koordinat [cm]
Figur 6: Thoptryckt tratumstock med en axiell férskjutning 87 cm.
100 i T / \ Ll Ll T T i
— NUmMerisk l6sning av exakt differentialekvation, W umerisk
== = Analytisk sinusformad I6shing, WAnaIyﬁsk
80 .
5 6ot :
o
c
c
0 40+ 1
=2
=)
20 .
ok 4

0 50 100 150 200
x-koordinat [cm]

Figur 7: Thoptryckt tratumstock med en axiell férskjutning 131 cm.
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100
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Utbdjning [cm]
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x-koordinat [cm]
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200

Figur 8: Thoptryckt tratumstock med en axiell férskjutning 221 c¢m. Endast numerisk

16sning av den exakta differentialekvationen, wyymerisk Visas.

60

S &)
o o

Mittpunktsutbdjning A [cm]
w
o

20
Y e Numerisk 16sning av exakt differentialekvation, ANumerisk |
= =Analytisk I6sning, AAnalyﬁsk
o Matdata
0 L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35

Axiell forskjutning a [cm]

Figur 9: Mittpunktens utbdjning (A) som funktion av axiell férskjutning (a) fér sma
axiella forskjutningar for tratumstock. Jamforelse mot métdata.
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160 L L) L) L)
—a— Numerisk [6sning av exakt differentialekvation, A

Numerisk

140 F |=o-Analytisk sinusformad I6sning, AAnaIyﬁsk E

-
N
o

-
o
o

Mittpunktsutbéjning A [cm]
(2] o]
o o

B
o

20

0 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250

Axiell forskjutning a [cm]

Figur 10: Mittpunktens utbdjning (A) som funktion av axiell forskjutning (a) for stora
axiella forskjutningar for tratumstock.

300 LI L1 L1 Ll Ll
= =Analytisk 16sning, W Analytisk
* Matdata

250 .
‘©200 .
E
®©
£ 150 .
2
o
o
~
£.100 f .

T v-u“"'“.w.‘”u.“'“'h-u. |

’.“' “.\.
0 - i i i Lo
0 50 100 150 200 250 300

x-koordinat [mm]

Figur 11: Thoptryckt plastlinjal vid en axiell forskjutning 19 mm. Jamforelse mellan
analytisk 10sning w anaiytisk och métdata.
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Approximativ kurvform for en béjd tumstock

Rotera figuren genom att hélla ned hdger musknapp och réra pd musen!

Vilj hoptryckning genom att flytta markéren i sidled. Tryck sedan pa valfri tangent p& tangentbordet fér att uppdatera grafen och resultatrutan nedan.
26.15 cm

Figur 12: VPython-simulering av béjd tumstock. Onskad axiell forskjutning kan stillas
in med hjalp av glidaren.

Valj hoptryckning genom att flytta markoren i sidled. Tryck sedan pa valfri tangent pd tangentbordet fir att uppdatera grafen och resultatrutan nedan.
26.15 cm

Mittpunktens forflyttning beroende pa hur mycket tumstocken tryckts ihop

60

50

40

{cm)

30

w_max

20

10

0 10 20 30 40 50
a(cm)

a= 10 cm ger w_max= 28.5 cm
a= 26.2 cm ger w_max= 46 cm

Figur 13: VPython-simulering av bojd tumstock. Onskad axiell forskjutning kan stillas
in med hjilp av glidaren.
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T 2
Approximativ kurvform fér en bjd linjal w(z) = Wmay sin(ﬁ) ) Wimax = —+/Ipa

0 — ™
.|

Valj hoptryckning, a genom att flytta markéren i sidled. Tryck sedan p& valfri tangent pa tangentbordet for att uppdatera grafen och resultatrutan nedan.

3.95cm
Bojd linjal
30
25
20
—
g
S 15
H
10
[
5 \
0 5 10 15 20 25 30
X (cm)

Hoptryckning a= 5 cm ger mittpunktsférskjutningen w_max= 7.8 cm fér x= 12.5 cm
Hoptryckning a= 4 cm ger mittpunktsférskjutningen w_max= 6.9 cm fér x= 13 cm

Figur 14: VPython-simulering av bojd plastlinjal. Onskad axiell forskjutning kan stéllas
in med hjalp av glidaren.
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6 Slutsatser

Den exakta differentialekvationen for en bojd linjal redovisades och 16stes numeriskt.
Aven en approximativ analytisk sinusformad kurvform togs fram baserad pa en 4:e ord-
ningens approximativ differentialekvation tillimpbar for smé vinklar. En ekvation for
att bestdmma linjalens mittpunktsutbojning harleddes baserat pa antagandet att ling-
den pa linjalen ar konstant. Ekvationen 16stes approximativt algebraiskt och ett enkelt
analytiskt uttryck togs fram.

Ett experimentellt forsok gjordes med en tva meter lang tumstock. Mittpunktens utboj-
ning méttes for flera virden péa den axiella forskjutningen. God &verensstammelse mellan
métdata och berdknade viarden erholls for sma axiella forskjutningar.

Aven ett annat experiment limpligt for att genomféras av elever i en klass presenterades.
I experimentet bojdes en 30 cm plastlinjal. En god 6verensstammelse mellan métdata
och det forenklade analytiska uttrycket erholls for en axiell forskjutning av 19 mm.

For elever i grundskolan och pa gymnasiet kan en del av den presenterade matematiken
vara nagot svar att forsta, varfor istdllet de experimentella undersékningarna, kanske
i kombination med de utvecklade visualiseringsverktygen i VPython, rekommenderas.
Eleverna kan utfora métserier och t. ex. ldgga in dessa i ett kalkylblad. Om nagra data
saknas, kan réita linjens funktion (y = kxz 4+ m) anvindas for linjar interpolation mellan
kidnda métpunkter. Sedan kan kurvanpassning med minstakvadratmetoden genomforas.
Ett annat alternativ skulle kunna vara att anvinda uttrycket Aanqaiyisk = 2v/Loa eller

2 .
W Analytisk (l‘) =z Loasin <L2—fa)'

Den analytiska héirledningen av uttrycket Aanaytisk = %\/m skulle kunna anvéindas
inom ramen for t. ex. matematik specialisering, kanske i kombination med en experimen-
tell undersékning. Salunda kan problemen och metoderna presenterade i denna artikel
vara anviandbara inom undervisning pa olika nivaer.

Det forenklade analytiska uttrycket Aapqiytisk = %\/ Lpa kan anvindas som en tumregel
for snickare som upplever problem med b6jda tumstockar.

Den enkla programvara som utvecklats i VPython for att visualisera bojda linjalers kurv-
former kan anvéndas i undervisning eller som en illustration av den ovan ndmnda enkla
tumregeln. VPython kan nas pa lanken: https://www.glowscript.org och ar enkel att an-
vanda for nyborjare, men har ocksa en viss potential for mer avancerade berdkningar.

Sammanfattningsvis, sa &r problemet med att finna kurvformen for en bojd linjal ett ex-
empel pa ett fascinerande, vid forsta anblicken enkelt problem, vilket dock kréaver ganska
avancerade analytiska och numeriska metoder for att 16sas med god noggrannhet. A
andra sidan kan ett enkelt uttryck tas fram genom t. ex. métningar och minstakvadrat-
kurvanpassning. Genom att 16sa problemet fas dven en del insikter i stabilitetsproblem
och knéckning, dar en axiell last 6ver en viss kritisk niva (knécklast) kravs for att fa
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linjalen att boja sig, men en liten 6kning av den axiella kraften 6ver detta kritiska vérde,
ger en stor 6kning av utbdjningen.

7 Tack

Denna artikel ar till stor del baserad pa en artikel ursprungligen publicerad péa engelska
i tidskriften Physics Education (The curve shape of a bent ruler - analytical, numeri-
cal and experimental studies, Phys. Ed. 54 (3) 2019), © IOP Publishing Ltd. Adap-
ted with permission. All rights reserved. This adaptation has not been verified by IOP
Publishing.

Forutom de personer som omnédmns i den urspungliga engelska artikeln, énskar forfatta-
ren dven rikta ett tack till Ann-Marie Pendrill (Professor Emerita vid Géteborgs univer-
sitet och Lunds universitet) for inspiration och uppmuntran till att skriva denna svenska
version av artikeln. Bertil Nilsson (Universitetslektor i tillimpad matematik, Hogskolan
i Halmstad) tackas for matematisk och fysikalisk granskning. Nagra tacksamhetstankar
riktas dven till Carlo Ruberto (Universitetslektor i fysik, Goteborgs universitet) for en
bra introduktion till VPython inom ramen for kursen "Fortbildning inom programmering

for fysiklarare A, LFY081”, VT2020.
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