Hakan Lennerstad

Chanseri sport och Pascals
summatriangel

Med lite matematik gar det att forsta och kontrollera hur vettiga olika spel pa
sportresultat ar. Det visar sig att i flera sporter gémmer sig en heltalstriangel
som ar nara beslaktad med Pascals triangel. Har handlar det inte om tennis
men vi har dnda en fortsattning pa £n tennisgdta i Némnaren 2019:4.

i olika sporter. I det exempel som ges i denna artikel uppenbarar sig en

triangel av heltal dir eleverna kan se likheter med Pascals triangel. Men
innan vi kommer sa langt ska vi forst se pa hur poingrikning och korandet av
vinnare sker p4 helt olika sitt i olika sporter.

I fotboll, handboll och ishockey vinner det lag som gor flest mal och man spe-
lar en begrinsad tid. Ingen vet i férvig hur manga mal det blir. I konstakning och
simhopp far de tivlande poing av domare efter utford tidsbegrinsad prestation.
[ skiddkning, simning, [6pning och liknande sporter ska de tivlande fullfolja
nagot pd s kort tid som majligt.

[ manga andra sporter vinner den som vunnit ett givet antal bollar. Nir det
skett ir matchen slut. I dessa sporter finns ingen tidsbegrinsning och enskilda
bollar kan ta mycket ling tid. Exempel pa sidana sporter ir bordtennis och
squash. Hir vinner man ett set niir man har 11 poiing. I tennis krivs 4 poiing (15,
30, 40 och en till) for att vinna ett gem. I badminton #r det forst till 21 bollar
som vinner ett set. [ dessa fyra racketsporter miste den tivlande vinna ett set
med minst tvd poing. Vid 11-10 i bordtennis ir setet innu inte slut.

Det méste inte vara bollar som ska vinnas. I snooker, en form av biljard,
bestir en match av att vinna exempelvis 10 bord, eller "frames’ som man siger
pi engelska. Den som férst har vunnit 10 frames ér vinnare. Hir behéver inte
differensen till motstindaren vara minst 2. Nir det star 9-9 borjar matchens
absolut sista frame.

I : lever i bide grundskolan och gymnasiet kan underséka chanser for vinst

Att rakna baklanges

For att undersoka chanser for vinst i olika sporter kommer jag att rikna bak-
linges. Lt oss tinka oss att personerna A och B spelar. Vi tittar pi matchen
A-B och jag riknar antalet bollar som ir kvar till vinst.

Om det stir 1-2 s3 menas med det att A vinner setet om A vinner en boll
till, men B behover vinna 2 bollar. Siffrorna anger hur manga bollar man sak-
nar, som man behover vinna ytterligare. Om det i snooker star 9-9 och man gir
till 10, s4 dr det 1-1 med denna baklingesnotation. Bida spelarna behéver bara
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ett frame till. Med den notationen spelar det ingen roll vilket antal man beho-
ver for att vinna. Inte heller vilken sport det handlar om. Det dr ocksd betydligt
littare att rikna.

Lt oss forst halla oss till snookerfallet som éir ndgot enklare. Vi anvinder ett
enkelt grundantagande baserat pd att A och B ir jimna spelare eller lag och att
vi inte vet nigot om psykologi eller speciella forhallanden. D4 ir det naturligt
att anta att vid varje frame 4r det 50 % chans att A vinner och foljaktligen 50 %
chans att B vinner det.

S4 nir det star 1-1 r sannolikheten 1/2 att vinna for bide A och B. Nir det
stdr 1-2 dr sannolikheten 3/4 att A vinner och 1/4 att B vinner. En motivering
for det dr att om A vinner nista boll s har A vunnit och d4 dr sannolikhe-
ten 1 att A vinner. Om A forlorar dr det 1-1 och A har 50 % chans till. Vi far da
sannolikheten

1-0,5+0,5-0,5=0,75.
Vad vi gjorde hir dr en allmin princip. Nér det star m-n, exempelvis 5-3, ir
de tva foljande mojligheterna (m—1)-n och m-(n-1), exempelvis 4-3 och 5-2.

Inget annat kan hiinda. Bdda har sannolikhet 0,5. Vi kan berikna sannolikhe-
ten p(m, n) att A vinner niir det star m-n frin dessa bida fall:

p(m, n)=p(m-1,1n)-0,5+p(m, n-1)-0,5.

Detta samband

p(m, n)=(p(m-1,n)+p(m, n-1))/2

dr viildigt likt Pascals triangel, diir man ju ska addera de tvé talen ovanfor.

Pascals triangel

Pascals triangel kan man fi genom att starta med en serie med bara nollor och
en etta, och sedan ligga till summorna i mellanrummen:

000010000
ger

000010000
00011000

ochinista steg

000010000
00011000
000121000
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och nista

00001000
00011000

000121000
00133100

0

Tar man bort nollorna har vi Pascals berdmda triangel, som innehéller alla
binomialtal (dven lite otympligt kallade "binomialkoefficienter”).

[ vart fall

Den enda skillnaden i algoritmen mellan Pascals triangel och vart fall 4r att vi
ska dela med 2 ocksa for att bilda ett medelvirde. Pa nista rad far man alltid
ytterligare en faktor 2 i nimnaren.

Men 14t oss skippa dessa halvor och fjirdedelar ett tag, vi tar med dem
senare. Fran 1/2, 3/4 och 1/4 som vi har hittills, far vi 1i toppen och direfter 3
och linistarad.

1
31

Andra raden i Pascals triangel ir 1 1, men i vart nya fall fick vi 3 1. S& var tiv-
lingssituation beskrivs inte av Pascals triangel. And &r det samma summaregel
som giller: addera de tva ovanstiende talen. Hur kan det d4 bli annorlunda?
Jo, skillnaden iir startviirdena. I vért fall ska vi faktiskt starta med en serie av
manga ettor, foljt av bara nollor. Det ir skillnaden! (Varfor vi gor sa dterkommer
jag till.) Inte bara en etta som for Pascals triangel. LAt oss testa det och summera
pésammasitt, menstartamed 11111000 O stillet. Det ger

111110000

22221000 (forsta raden, halvor)
444431000 (andra raden, fjirdedelar)
88874100 (tredje raden, dttondelar)

Andra raden ir i alla fall riitt med vad vi fitt tidigare: 3 och 1. Om detta stim-
mer fir vi frin denna tabell att sannolikheterna att A vinner vid 1-3 ir 7/8, vid
2-2 ir 4/8 och 3-14r 1/8. Hir tog jag med halvorna igen, eftersom vi gick éver
till sannolikheter.

Det dr mycket litt att fortsitta triangeln pa Pascals sitt genom att summera
de tvd ovanstdende:

10
210
4310
87410
161511510
32312616610
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Denna triangel av heltal kallar jag Pascals summatriangel dirfor att den, som
vi strax ska se, bestir av summor frin Pascals triangel. Jag tinker mig hir kon-
ventionen att fortsittningen pé en rad till hoger respektive till vinster fir man
genom att kopiera det sista elementet sd manga ginger som man behover.
Talen i triangelns viinsterkant anger dven nimnaren vi ska dividera med
for att fd sannolikheterna. Vi kan illustrera situationen med en graf, som anger
poingstillning och sannolikhet i varje ruta. Pilarna anger till vilka tva rutor en

boll kan leda till.

6/32

48 NAMNAREN NR4-2020

) A 4\ 11 / . B
vinner 1/2 vinner
1-2 / \ 2-1
3/4 1/4
13 22 31
7/8 4/8 1/8
14 23 | "~ 52 41
15/16 11/16 5/16 1/16
2-4 ~ 333 |7 42 N
26/32 16/32 6/32 6/32

Men hur vet vi att allt detta kommer frain raden 1111000 0? Jo, vi kan g3 bak-
linges. Viriknade ut toppen, som var 1/2 och sedan 3/4 och 1/4 och som gav oss
loch efter det 3 och 1. Lat oss ligga till nollor till hoger och fraga oss vad x, y och
znedan bor vara om vi foljer ssamma regel att summera de tva talen éver.

x vy 0
z 10
310

Vi fir y+0=1med den vanliga regeln, si y=1. Vi fir ocksd z+1=3,s3 z=2.
Hirnist far vix +1=2, som ger x=1. Vi kan fortsitta pa detta sitt eftersom san-
nolikheten att A vinner vid 1-3 ir 7/8, vid 1-4 ir 15/16 och sa vidare. Genom att
fortsitta si kan man nysta upp raden111100 00 éverst.,

Pascals triangel och Pascals summatriangel

Men hur ir talen i summatriangeln relaterade till binomialtalen? Det ir ett
enkelt samband och svaret ir att vart och ett av dem ir summan av binomial-
tal. Man kan konstruera denna triangel direkt frin Pascals triangel genom att
ersitta ett tal pd en viss plats med summan av talet och alla andra tal pd samma
rad till hoger om det. Rad tre i Pascals triangel ir 12 1 och ger vid summering pa
dettasitt431. Radfyradr1331och ger8741.

Om vi nu tar med halvor och fjirdedelar ocks3, sd ger detta en formel for
sannolikheten for A att vinna vid stiillningen m-n:

m+n—1
p(m,n) =2-m" Z < m+12171 )

k=n




Men hur kan vi bevisa att vi fir summor av binomialtal? Det kan goras for-
mellt med induktionsbevis, men jag tinker anvinda ett mer geometriskt siitt.
Ett virde i Pascals triangel talar nimligen om nagot konkret geometriskt om
triangeln. Viirdet pd en viss plats ir faktiskt antalet olika viigar som finns fran
ettan i toppen av triangeln till den platsen. Det maste vara kortaste viig och
handlar om hur minga kortaste vigar det finns, riknat i antal steg.

Till varje etta pa kanten finns mycket riktigt bara en vig. Till varje virde i
enrad intill ettorna, till exempel till en fyra, kan man svinga in tillden raden pa
fyraolika stillen, alltsa fyra viigar. Fran talet 6 finns det exakt sex olika viigar till
topp-ettan som anvinder ett minimalt antal steg.

Det generella fallet

L4t oss visa detta generellt. I resonemanget behdver vi att exempelvis ( ; ) =0.
Nimligen att ( ; ) =0 om k>n. Definitionen av binomialtal ir pa hur manga
sitt man kan vilja en grupp av k personer om det finns n personer att vilja p4,
och det finns exakt O siitt att viilja tre personer ur en grupp av tva. Lit oss ite-

rera sambandet
n n—1 n—1
(F) =1 ()= ()

Hir har jag skrivit ut ettorna. Varfor? Jo, de anger antalet siitt att g fran ( " )
till var och en av de andra. Sitt nuin

GoD=(22+(:22)
()= )= (%),

och

Nu har vi gtt tvé steg uppét fran ( . ), som gav koefficienter 12 1. Tvdan i mit-
ten betyder att vi har anvint tva kopior av talet ( ; ~7 ) for att beriikna (1) Det
betyder ocksa att det finns exakt tv4 sitt att gd frin ( [ ) till ( ' ) Vid niista
steg blir koefficienterna 1331, svarande mot antal viigar till de fyra platserna.
S4 koefficienterna som upptrider till binomialtalen dr ocksd binomialtal.
De noterar dven antalet vigar. Nir man till slut hamnar pa forsta raden ir alla
koefficienter som bekant noll, utom en enda. Den enda ir ett, och har faktor
X ) Detta kan tolkas som att topp-ettan bidrar( Y ) ganger till virdet som star
pé denna plats och svarar mot varje méijlig vig man kan gi dit. Men om vi nu
har med alla ettor till viinster om topp-ettan ocks4, fir vi med dven de binomi-
altalen i summan. Klart!
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Racketsporter

Om man som i racketsporterna kriver en skillnad pa minst tva for att vinna
forsvinner rutan 1-1. Dessutom blir 2-1 till 3-1 och 1-2 blir till 1-3. Det beror pa
att om en spelare vid 2-2 vinner en boll s§ kommer motstindaren samtidigt en
boll lingre frin att vinna. Frin 2-2 blir det 1-3 eller 3-1, inte 1-2 eller 2-1.

A B
vinner vinner
13 31
3/4 A
1-4 2-2 4-1
7/8 4/8 1/8
15 23 "~ 32 5.1
15/16 11/16 5/16 1/16
1-6 ™~ 24 ~ 3 |7 42 N 61
6/32 26/32 16/32 6/32 6/32

P4 samma siitt: frin 2-3 blir det antingen 1-4 (inte 1-3) eller 2-2. Man kan i figu-
ren rikna antalet rutor fran 1-4 till ”B vinner” genom att félja pilarna och det
ir mycket riktigt fyra steg. Detta ger samma triangel som tidigare, men poiing-
stillningarna som svarar mot virdena pa triangelns kanter ir inte samma som i
det forra fallet.

Matematiken, verkligheten och eleverna

Det ir naturligtvis intressant att jimfora dessa sannolikheter med data fran
olikasporter och det kan vara en intressant uppgift for sportintresserade elever
i grundskolans senare del eller pa gymnasiet. Att forklara systematiska avvi-
kelser kan siga en del om sporten. Bide sidana som ir allminna for en sport
och vissa spelares speciella avvikelser. Och det ir forstas mojligt att genom-
fora samma analys med en annan vinstsannolikhet fr spelare A mot B dn 50 %.

Jag har tyviirr inga referenser for "Pascals summatriangel” och har inte hit-
tat denna triangel i ndgon publikation. Men en fantastisk bok om diskret mate-
matik, med ett langt kapitel om enbart binomialtal, ir Concrete mathematics av
Knuth, Patashnik och Graham. Dir beriknas manga olika summor av binomi-
altal till explicita formler. Forfattarna noterar dock att fér en delsumma, som
den som den som dok upp i denna artikel, finns ingen explicit formel.
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