Att designa for elevers deltagande
i ett algebraiskt arbete

Elever i arskurs 2 och 3 utforskar visuellt vaxande monster

JENNY FRED

Artikelns syfte ar att beskriva och analysera vad i olika lektionssekvenser som skapar
forutsattningar for att elever ska engageras i ett algebraiskt arbete och darmed
urskiljer kritiska aspekter. Artikeln bygger pa data fran tre forskningslektioner i vilka
larandeverksamhet (learning activity) tillsammans med Radfords arbete om ménster-
generaliseringar har utgjort teoretiska utgangspunkter. | analysen har didaktiska
principer fran larandeverksamhet samt kritiska aspekter gallande att uttrycka och
argumentera for moénstergeneraliseringar fungerat som analysredskap. Resultatet
kan bidra till att fordjupa forstaelsen gallande pa vilka satt principerna fran larande-
verksamhet kan stodja ett etablerande och uppratthallande av ett algebraiskt arbete
och darmed majliggora for elevers urskiljande av kritiska aspekter.

Inom forskningsfiltet som idag bendmns early algebra (se tex Cai &
Knuth, 2011; Kaput, 2007; Lins & Kaput, 2004; Radford, 2006, 2010a,
2010b, 2014) argumenteras for att elever redan i de lagre drskurserna
behéver introduceras till ett algebraiskt arbete’, foér att dirmed stédja
framvixten av ett algebraiskt tinkande. Elever i yngre &ldrar som enga-
geras i ett algebraiskt arbete férvintas fokusera pa att uppmairksamma,
generalisera, kommunicera och argumentera f6r matematiska strukturer.
Foljaktligen behover inriktningen i undervisningen riktas mot matema-
tiska strukturer snarare 4n pd bemistrandet av matematiska operationer
(se tex Radford, 2012).

Mbonster och generaliseringar féreslés som en méjlig ingéng till algebra
i de lagre arskurserna (Mason, 1996; Radford, 2006; Warren, 2005).
Matematiska ménster har en inneboende struktur gillande hur mon-
strets olika delar 4r organiserade som kan vara fé6remal for ett utforskande
arbete av strukturer och generaliseringar (Mulligan & Mitchelmore,
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2009). En undervisning som tar sin utgdngspunkt i ménster med fokus
pamatematiskastrukturer och generaliseringar antas frimja framvixten
av elevers algebraiska tinkande (se tex Blanton & Kaput, 2011; Radford
2006).

Undervisning utgors av ett komplext samspel mellan uppgifter,
instruktioner, orkestrering av elevers arbete, kunskapsinnehéllet samt
eleverna och liraren (Lindberg, 2010; Newman, Griffin & Cole, 1989).
I relation till uppgiftsdesign framhaller Stremskag (2015) betydelsen
av sjilva fragestéllningen i uppgiften och vad den riktar elevers upp-
mirksamhet mot. Vidare betonar Stremskag att uppgifter som endast
fokuserar antalet komponenter i ménster, och inte dess inneboende
multiplikativa strukturer, inte 4r gynnsamma f6r utvecklingen av alge-
braiskt tinkande. I relation till orkestrering av elevers arbete framstills
bland annat ldrares férmaga att identifiera, agera och utnyttja betydelse-
fulla matematiska situationer som uppstar i undervisningen (Blanton
& Kaput, 2011; Larsson, 2015; Warren, 2005). Vidare betonar Larsson
(2015) behovet av medierande redskap for att kunna hantera helklassdis-
kussioner som tar sin utgdngspunkt i elevers olika idéer. Ryve, Larsson
och Nilsson (2011) framhéller att elever behéver erbjudas medierande
redskap for tinkande och kommunikation i form av tabeller, siffror och
muntliga uttryck.

I s8 vl planeringen som genomférandet av undervisningen 4r bland
annat larares féorméga att bygga in férutsittningar f6r algebraisk tin-
kande i instruktionerna och fragorna central. Instruktioner, frdgor och
medierande redskap har alltsd i denna artikel en central roll gillande att
skapa forutsittningar for att elever engagerasi ett algebraiskt arbete med
visuellt vixande ménsters matematiska strukturer.

I relation till det kunnande eleverna ska utveckla understryker Runes-
son (2011) och Kullberg (2011) betydelsen av att elever far majlighet att
urskilja det de beskriver som kritiska aspekter, det vill siga aspekter av ett
specifikt och avgrinsat kunskapsinnehéll som i relation till en specifik
elevgrupp kan antas vara avgorande for deras ldrande. Aspekterna anses
vara kritiska dd eleverna dnnu inte har urskilt dem. For att avsett larande
ska dga rum behover eleverna urskilja de kritiska aspekterna. Attidesign
av undervisning ta utgdngspunkt i kritiska aspekter gillande exempelvis
ett avgrinsat algebraiskt kunskapsinnehéll har i tidigare studier visat sig
vara gynnsamt for elevers ldrande (se tex Fred & Stjernlof, 2015).

For att designa en undervisning som engagerar elever i ett algebraiskt
arbete krivs kunskaper om uppgiftsdesign och design av orkestrering av
klassrumsarbetet som kan skapa férutsattningar for att elever engageras
i ett algebraiskt arbete. Vidare krivs kunskaper gillande det kunskaps-
innehall som undervisningen ska riktas mot. Syftet med denna artikel
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ar att beskriva och analysera vad i olika lektionssekvenser som skapar
forutsittningar for att elever ska engagera sig i ett algebraiskt arbete och
ddrmed fa méjlighet att urskilja ett antal identifierade kritiska aspekter
gillande férmagan att uttrycka och argumentera for algebraiska moén-
stergeneraliseringar (Fred & Boistrup, 2017, se vidare nedan). Foéljande
fraga adresseras: P4 vilka sitt kan didaktiska principer fér larandeverk-
samhet stédja ett etablerande och ett uppritthéllande av ett algebraiskt
arbete och dirmed mojliggora for ett urskiljande av kritiska aspekter?

Teoretiska utgangspunkter

Artikeln bygger pé data som utgar frdn Davydovs (2008) lirandeverk-
samhet (learning activity) tillsammans med Radfords arbete (tex 2006,
2010a, 2010b, 2011) om monster och monstergeneraliseringar som teor-
etiska utgdngspunkter.

Léirandeverksamhet

Lirandeverksamhet (Davydov, 2008) ir ett teoretiskt och didaktiskt
ramverk som har sin grund i Vygotskijs (2001) kulturhistoriska perspek-
tiv och Leontievs (1978) verksamhetsteori. I ett kulturhistoriskt pers-
pektiv ses lirande som ett foérindrat deltagande (handlande) i en speci-
fik praktik som #r kulturellt och historiskt utvecklad (Davydov, 2008).
Bemaistrande av praktikspecifika redskap ses som en aspekt av vad det
innebdr att vara kunnig. Vidare betonas att elever for att lira sig behover
forsittas i problemsituationer som utmanar till ett teoretiskt arbete, i
vilket eleverna sjilva dr aktiva agenter (Eriksson, 2017). Intentionen
med en lirandeverksamhet ar att skapa férutsattningar for att elever
ska kunna engagera sigi ett teoretiskt arbete dir de kollektivt och aktivt
konstruerar och utvecklar systematiska och vetenskapliga begrepp inom
specifikt kunskapsinnehéll (Davydov, 2008; Repkin, 2003). Lirande-
verksamhet tillhandahaller principer om hur undervisning, uppgifter
och klassrumskommunikation kan designas sa att elever engageras i ett
teoretiskt (lds hir algebraiskt) arbete. Tre centrala didaktiska princi-
per dr 1) skapandet av innehallsliga problemsituationer, 2) skapandet och
etablerandet av ldrandemodeller och 3) skapandet eller framlyftandet
av motsdttningar (Eriksson, 2017, se dven Bj6rk, Nikula, Stensland &
Stridfalt, 2019; Eriksson mfl, 2019)

I larandeverksamhet har lirandemodeller en central betydelse gil-
lande att moijliggéra for elever att kollektivt engagera sig i ett teoretiskt
arbete. Det 4r i malet att 16sa ett givet problem som arbetet med ldran-
demodellen tar form. Idén &r att lairandemodellen ska fungera som ett
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redskap i det kollektiva teoretiska arbetet genom att lirandemodellen
skapas, rekonstrueras och/eller bearbetas (Davydov, 2008; Gorbov &
Chudinova, 2000). Lirandemodeller kan vara materiella, ikoniska eller
semiotiska och tar bland annat form som scheman, skisser, strickor eller
symboler (Davydov, 2008). Centralt ir att lirandemodellen fangar teo-
retiska aspekter av det kunskapsinnehéll som ska liras och att det sedan
ir genom att eleverna skapar, rekonstruerar och bearbetar lirandemo-
dellen som de far tillgdng till kunskapsinnehéllet (Eriksson, 2018; Gorbov
& Chudinova, 2000). I figur 1 visas ett exempel pa en lirandemodell.

S

Figurl. Exempel pé ldrandemodell?

Lirandemodellen i figur 1 syftar till att gestalta relationen mellan a,
x och e och intentionen &r att den dirmed ska mojliggéra for eleverna
att genom ett teoretiskt arbete utforska strukturer och relationer i
algebraiska uttryck.

Motsittningar dr historiskt utvecklade spanningar som i vardagen
ofta kommer till uttryck i form av upplevda konflikter, dilemman eller
en hake (Eriksson, 2017). Vidare ir idén med motsittningar att de kan
anvindas som redskap i designen av problemsituationer fér att pa s
sitt utmana elever att engageras i ett teoretiskt arbete (Davydov, 2008;
Zuckerman, 2003). Det 4r ndr motséittningen framtrider i form av en
hake eller liknande som den kan fungera som en drivkraft i elevers teo-
retiska arbete. Motsittningar beskrivs dven utgéra grunden for att en
praktik forandras eller utvecklas, da elevernai sina forsok att dverbrygga
motsittningar behdver hitta nya redskap och metoder (Eriksson, 2017).
Vidare 4r intentionen att férsdka planera motsittningar for att stimu-
lera elever till ett ytterligare utforskande av innehéllsliga aspekter. Till
exempel kan motsittningar handla om att ldraren eller ndgon elev skapar
ett matematiskt dilemma eller en hake som behdver hanteras och som
nir det hanteras mojliggodr for ett urskiljande av innehéllsliga aspekter.

Aven idén om kollektiva reflektioner #r centralt i lirandeverksam-
het, dar reflektion ses som en viktig aspekt i utvecklingen av elevers
framvixande teoretiska tinkande. Med kollektiv reflektion avses i
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larandeverksamhet att man férséker forklara hur ndgon annan har tinkt
och resonerat. Idén ir sdledes att eleverna ska utvecklas i sitt eget teo-
retiska tinkande genom att forsdka reflektera 6ver hur ndgon annan
har tinkt och genom att sétta det i relation till hur man sjilv tinker
(Zuckerman, 2004).

Algebraiska monstergeneraliseringar

Radfords (2006) distinktion mellan aritmetiska och algebraiska ménster-
generaliseringar handlar inte om huruvida skriftliga symboler anvinds
eller ej, utan pa vilket sitt det generella i ett ménster behandlas. I stora
drag handlar skillnaden om att en aritmetisk monstergeneralisering inte
gor det mojligt att forutsiga vilket element som helst i ett ménster, ndgot
som didremot en algebraisk ménstergeneralisering gor. Exempelvis ses
en monstergeneralisering som "nista element har tva fler” som aritme-
tisk, d& den representerar endast den konstanta differensen mellan tva
element. En aritmetisk ménstergeneralisering anses alltsé inte ge under-
lag for att forutsiga relationen mellan ett godtyckligt elements posi-
tion och antalet komponenter. En ménstergeneralisering som "addera
tre till elementets nummer” anses ddremot algebraiskt, d& den uttrycker
relationen mellan elementets position och antalet komponenter (Fred &
Boistrup, 2017; Radford, 2006).

Radford (2006) delar in algebraiska monstergeneraliseringar i tre kate-
gorier: verklig, kontextuell och symbolisk baserat pa sittet de uttrycks
pa. En verklig moénstergeneralisering baseras pd handlingar i form av
ord, gester eller perceptuell aktivitet. Den kan ta form genom att eleven
urskiljer specifika elements interna relationer, att till exempel eleven
pekar pa respektive element samtidigt som han/hon uttrycker dess
uppbyggnad verbalt "Det skulle vara ett plus tre /... / tva plus tre /... /
tre plus tre” (min dversittning, Radford, 2006, s10). I en kontextuell
monstergeneralisering har det obestimda gjorts sprakligt explicit, det
namnges. Det innebir att ménstergeneraliseringen kommer till uttryck i
verbala utsagor, som till exempel ” Du dubblar siffran pa elementet” (min
oversittning, Radford, 2006, s 13). I en symbolisk ménstergeneralisering
baseras ménstergeneraliseringen pa det matematiska symbolspréket, till
exempel "n + n” (Radford, 2006, s 13).

Metod och data

Learning study (Marton & Tsui, 2004; Marton, 2015) har anvints som
ansats fér dataproduktion.® I denna learning study arbetade artikelns
forfattare och ldrare tillsammans i en kollaborativ och intervenerande
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process med att utveckla en lektion. Intentionen var att férfina undervis-
ningsdesignen fér en och samma lektion och genom det studera vad som
skapade forutsittningar for elever att engageras i ett algebraiskt arbete
och dirmed ges méjlighet att urskilja ett antal identifierade kritiska
aspekter gillande férmagan att uttrycka och argumentera for algebraiska
monstergeneraliseringar. I arbetet med att utveckla lektionen genom-
fordes tre forskningslektioner dér respektive forskningslektion genom-
fordes i en ny elevgrupp. I samtliga tre forskningslektioner var artikelns
forfattare den undervisande ldraren. * Denna learning study genomférdes
i en iterativ process i tre iterationer dir varje iteration inneholl stegen:
design, genomférande samt analys och revidering av forskningslektion.’
Analysen av forskningslektionerna genomfordes i tvé steg (jfr Carlgren,
Eriksson & Runesson, 2017), dér steg 1 skedde mellan forskningslek-
tionerna och steg 2 efter att samtliga tre iterationer genomférts.  denna
artikel presenteras framfér allt resultat fran den fordjupade analysen
i steg 2. Det datamaterial som ligger till grund fo6r artikeln beskrivs i
tabell 1.

Tabell 1. Datamaterial

Data Antal Sidor Minuter
Lektionsplaneringar 3 12
Videoinspelade forskningslektioner 3 111
Transkriberade forskningslektioner 3 13

Samtliga elever i rskurs 2 och 3 fick genom sina vrdnadshavare en f6r-
fradgan om att deltaiforskningsprojektet. Elever fick &ven i samband med
forskningslektionerna ge sitt muntliga medgivande. Sammanlagt deltog
53 elever i forskningslektionerna.

De elever som finns med i utdragen i denna artikel har getts fingerade
namn, anonymiserats genom att de har ftt ett annat namn, dock har
flickor fatt flicknamn och pojkar fatt pojknamn.

Design av forskningslektioner

De ménster som anvindes i forskningslektionerna var visuellt vixande
monster (se figur 2) som illustreras med bilder, dir komponenterna i
elementen var i form av kvadrater, och som 6kar eller minskar enligt
en additiv struktur (Warren & Cooper, 2008). I artikeln benimns ett
monsters olika delar enligt bilden (figur 2) och benidmningen tar sin
utgdngspunkt i Stremskag Masgval (2011, s 140):
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Figur 2. Bendmning av ett monsters olika delar®

I den didaktiska designen fungerade begreppen problemsituation, liran-
demodell och motsdittningar som designredskap (Davydov, 2008).” Vidare
fungerade ett antal identifierade kritiska aspekter gillande férmégan att
uttrycka och argumentera fér algebraiska moénstergeneraliseringar som
utgdngpunkt i designen (Fred & Boistrup, 2017). De kritiska aspekterna
hade identifierats i en kartliggningsstudie® (Fred & Boistrup, 2017), dir
elevers kvalitativt skilda sitt att erfara ménstergeneraliseringar utfors-
kades. Kartliggningsstudien genomférdes fére forsta forskningslek-
tionen. Den utgjordes av fyra semistrukturerade intervjuer, i vilka atta
elever parvis fick arbeta med uppgifter som efterfragade att de gjorde
monstergeneraliseringar. Med utgingspunkt i transkriptioner av elevin-
tervjuerna kategoriserades sedan elevers skilda sétt att uppfatta moénster-
generaliseringar, vilka i sin tur utgjorde underlag for identifieringen av
foljande kritiska aspekter.

A Att urskilja relationen mellan elementets position och antal komponenter
Eleverna betonar hir antalet komponenter i férhallande till elementets
position vilket indikerar att de endast urskiljer enskilda elements interna
strukturella relation, det vill sdga relationen mellan elementets position
och antalet komponenter.

H
Y

Figur 3. Relationen mellan elementets position och antalet komponenter
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B Att urskilja hur man kan anvinda relationen mellan ett elements position
och antalet komponenter for att forutsdiga ett godtyckligt element i ménstret
Eleverna urskiljer hir sdvil elementens interna som externa strukturella
relationer, det vill siga de urskiljer bade relationen pa enskilda elements
position och antalet komponenter samt hur de enskilda komponenternas
relation kan séttas i relation till varandra. Relationen anvinds ocksa for
att férutsiga ett godtyckligt element i monstret.

Y

5 WyN

fed 48

Figur 4. Att anvinda relationen mellan ett elements position och antalet kompo-
nenter for att forutsdga ett godtyckligt element i monstret

C Att urskilja konstanten i monstret

Eleverna urskiljer hir den eller de komponenter som inte fordndras i
monstret. Urskiljandet av konstanten kan till exempel komma till uttryck
”... d& kan man siga att om man ligger undan den ... [pekar samtidigt pa
den markerade kvadraten i ménstret i figur 5]”. Med andra ord best&r kon-
stanten av lika manga komponenter oberoende av elementets position.

_
N
w

Figur 5. Konstanten i monstret

Analysprocess
Analysen har skett i tre faser, dir varje fas innehéller olika steg (figur 6).

Fas 1

Ifas 1 ingick féljande steg (1) transkription av videoupptagningar, (2) iden-
tifiering av monstergeneraliseringar (3) kodning av monstergeneraliseringar.
I steg 1 transkriberades delar av videoupptagningar fran forskningslek-
tion 1 och 2 samt hela forskningslektion 3. Valet av vilka delar som tran-
skriberades tog sin utgdngspunkt i de synopsis som gjorts pa samtliga
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1.Transkribering
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Figur 6. Analysprocessen

3. Kodning av
manster-
generaliseringar

| —

forskningslektioner. I steg 2 identifierades och markerades i transkrip-
tionerna elevernas uttryckta ménstergeneraliseringar. I steg 3 kodades
uttryckta monstergeneraliseringar med utgdngspunkt i de kritiska
aspekter eleverna gav uttryck foér att urskilja.

Fas 2

I fas 2 kategoriserades, med kodningen som grund, de uttryckta mén-
stergeneraliseringarna i algebraiska monstergeneraliseringar (steg 4a i
figur 6) respektive ej algebraiska monstergeneraliseringar (steg 4b i figur
6). I kategorin ej algebraiska monstergeneraliseringar kategoriserades
monstergeneraliseringar vilka ej f6ll inom ramen f6r de tidigare iden-
tifierade kritiska aspekterna eller kunde identifieras som vad Radford
(2006) beskriver som algebraiska moénstergeneraliseringar. Férdelningen
visas i tabell 2.

Fas 3
Ifas 3 ingick identifiering av lektionssekvenser (steg 5 i figur 6) samt analys
av lektionssekvenser (steg 6 i figur 6). Detta arbete tog sin utgngspunkt i
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Tabell 2. Kategorisering av ej algebraiska vs algebraiska monstergeneraliseringar

Ej algebraisk Algebraisk

monstergeneralisering  monstergeneralisering
Forskningslektion 1 2 0
Forskningslektion 2 4 2
Forskningslektion 3 2 6

de 4tta identifierade algebraiska ménstergeneraliseringarna (frin forsk-
ningslektion 2 och 3)ifas 2. Fokusisteg 5 var att finga lektionssekvenser
som helhet. Stod i identifieringsprocessen var fragorna: "Vilka lektions-
sekvenser/uppgifter mojliggjorde ett urskiljande av kritiska aspekter?”
samt "I vilka lektionssekvenser moijliggjorde lirarens orkestrering av
klassrumsarbetet ett urskiljande av kritiska aspekter?” som analysred-
skap. I steg 6 analyserades de identifierade lektionssekvenserna med
fokus pa: "Vad i uppgiftsdesignen och lirarens orkestrering av klass-
rumsarbetet mojliggjorde ett algebraiskt arbete gillande utforskandet av
visuellt vixande monsters algebraiska strukturer?” I analysarbetet
anvindes innebérder av de tre didaktiska principerna fran lirande-
verksamhet som analysredskap: problemsituation, ldrandemodeller och
motsdttningar.

I foreliggande artikel ligger fokus pé att beskriva och analysera vad som
skapar forutsittningar for att elever engageras i ett algebraiskt arbete i
undervisningen. Det finns samtidigt i varje forskningslektion saker som
har begrinsat och hindrat elevernas deltagande i ett algebraiskt arbete.
Da det inte har varit fokus péiartikeln har detta uteslutits fran analysen.

Resultat

I resultatet nedan presenteras exempel pa lektionssekvenser fran forsk-
ningslektion 3 dir det framtrider extra tydligt att eleverna engagerades
i ett algebraiskt arbete och dirmed kan antas ha méjlighet att urskilja
de kritiska aspekterna. Resultatet 4r organiserat med utgdngspunkt i tre
lektionssekvenser®, innefattande (1) en beskrivning av lektionssekven-
sen som helhet samt (2) en analys av lektionssekvensen. Urvalet av lek-
tionssekvenser, tre av totalt atta identifierade, motiveras med syftet att
synliggdra vilka redskap som kan ha betydelse i uppgiftens design och
lararens orkestrering av klassrumsarbetet f6r mojliggérandet av elevernas
urskiljande av de kritiska aspekterna.

Under forskningslektionernas genomférande anvinde lararen ordet
figur nir hon talade om olika element (se figur 2) i ménster. I nedan-
stdende utdrag har ordet figur ersatts med ordet element, detta for att
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ordet figur som giller for datautdrag (bilder pa uppgifter, monster etc.)
inte ska sammanblandas med bendmningen figur som giller f6r element
i monstren.

Lektionssekvens 1

Den forsta lektionssekvensen exemplifierar vad som bidrog till att ele-
verna urskilde den kritiska aspekten relationen mellan elementets position
och antalet komponenter. | analysen av denna lektionssekvens adresseras
framfor allt samspelet mellan uppgiftens design och ldrarens orkestrering
av klassrumsarbetet som mojliggjorde detta urskiljande. Vidare diskuteras
i analysen av denna lektionssekvens vilken funktion lirandemodellen
fick.

Lektionssekvensen inleddes med att eleverna fick ett ménster (figur
7) dir element 3 och element 5 var givna. Liraren introducerade uppgif-
ten genom att siga "Er uppgift nu ar att ni ska rita element 4. Ni har fatt
element 3 och ni har fitt element 5.”

Rita element 4

Element 3 Element 5

Figur 7. Uppgift "Rita element 4”

Efter en kort stund avbrét ldraren elevernas parvisa arbete.

Liraren: Vet ninu ir jag inte s8 jdtte intresserad egentligen ... Vet ni vad jag ar
intresserad av? Det 4r hur ni tittade pa de hiir elementen [pekar p3
element 3 och 5 som finns p4 tavlan, se figur 7] nir ni kom fram till
hur element 4 skulle se ut?

Lararen dndrade alltsd néstan genast inriktningen pa fragestéllningen,
fran hur ett specifikt element skulle ritas till hur eleverna hade anvint
sig av de tva givna elementen f6r att bestimma hur det icke givna
elementet skulle ritas.

Eleverna fick darefter fundera ytterligare en kort stund innan liraren
fortsatte med att siga: "For jag tror att ni kan ha tittat lite olika pa
monstret. S& skulle ndgon vilja komma fram och rita hur de tittade? Vill
du, Thea, rita?” Thea och hennes kompis Elvira gick fram till tavlan men
de sdg lite tveksamma ut. Lararen visade d&, genom att i luften ringa
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in den ensamma kvadraten lingst till vinster i element 5 (figur 7), hur
man kunde rita. Kort direfter bérjade Thea ringa in den 6versta raden i
element 5 i det moénster som fanns pé tavlan (se figur 8).

Element 5

Figur 8. Eleven ringar in 6vre raden i element 5%

Nir Thea hade ritat klart i element 5 tittade hon fragande pé liraren.
Liraren uppmanade eleverna att fortsitta genom att sidga: Ok, hur gjorde
ni sedan nir ni hade sett det dir [pekar p& den rad Thea har ringat in]?
Tittade ni pd ndgot annat?” Thea fortsatte d att ringain den undre raden
pa element 5.

LI

(aa=s=2

Element 5

Figur 9. Eleven ringar in undre raden i element 5

Samtidigt som Thea ringade in i element 5 gick Elvira fram och pekade
pa forst den 6vre raden och sedan pé den undre raden i element 3. Thea
fortsatte darefter med att ringa in p&d motsvarande sitt i element 3.

Analys

Uppgiftens design i lektionssekvensen ovan bestod av tva steg. I det
forsta steget skulle eleverna rita ett icke givet element, och i det andra
steget skulle eleverna beritta hur de hade tittat pa tva givna element fér
att bestimma det icke givna elementet. Liraren skapade hir en problem-
situation vilken méjliggjorde for att eleverna bérjade jamféra elementets
strukturella egenskaper i moénstret. Lararen uttryckte inte explicit att
eleverna skulle gbra detta, men framfér allt genom uppgiftens andra
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steg riktades elevernas uppmairksamhet mot hur givna element kunde
anvdndas for att forutsdga ett godtyckligt element. Att det ocksd var det
som skedde framtridde genom elevernas inringningar i elementen, da
de grupperade komponenterna pd ett sitt som kunde sittas i relation till
elementets position.

Lararens orkestrering av klassrumsarbetet skapade dven forutsétt-
ningar f6r att en ldrandemodell tog form. Det var elevernas inringningar
igivnaelementsom fick funktionen av en lirandemodell. Den 6vre raden
bestod av samma antal komponenter som elementets position i mén-
stret angav och den undre raden bestod av en extra komponent. Med
andra ord kunde grupperingarna av komponenterna sittas i relation till
elementets position. Eleverna fick saledes tillging till, genom inring-
ningarna, en algebraisk struktur gillande relationen mellan elementets
position och antalet komponenter.

Lektionssekvens 2

Den andra lektionssekvensen exemplifierar hur eleverna urskilde hur
relationen mellan elements position och antalet komponenter kan anviin-
das for att forutsdga ett godtyckligt element i monstret. I relation till denna
lektionssekvens adresseras framfor allt hur eleverna, genom att lararen
gjorde fel, inbjods till att reflektera 6ver relationen mellan elementets posi-
tion och antalet komponenter samt hur den kan anvindas for att forutsdga
ett godtyckligt element i monstret.

Lektionssekvensen inleddes med att ldraren av misstag omvandlade
Theas och Elviras inringningar i element 5, framme pa tavlan, felaktigt:
”S4 som de [Thea och Elvira] hir hade sett p& det [m6nstret]. Skulle jag
kunna skriva det sa hir?” Liraren pekade pa elementens évre respek-
tive undre rad samtidigt som hon sa och skrev omvandlingen av inring-
ningarna, det vill siga sa hon fem samtidigt som hon pekade pé 6vre raden
i element 5 och sé vidare (se figur 10).

Den felaktiga omvandlingen innebar att inringningarna i element
5 omvandlades till ”5 + 4” istillet fér ”S + 6”. Element 3 omvandlades
ddremot relevant till "4 + 3”, Lararen fortsatte efter att ha omvandlat
dven element 3 med att stilla frigan: "Var det sd ni sig det tjejer? Eller
ar det nagot ni vill andra?”. Thea och Elvira svarade genom att skaka pa
huvudena och ldraren inbjéd dé eleverna att uttrycka vad det var som de
inte holl med om: "Det var inte s ni sig det? [Later férvinad i rosten —
har #nnu inte upptickt sitt misstag]”. Varp4 Elvira bérjade argumentera
for varfor hon inte tyckte att omvandlingen var korrekt: "Det var tre dir
uppe. Det ir tre. P4 element 3 4r det tre rutor. Men element 5 ir det fem
ddruppe och da sd méste det pa element 4, fyra dir uppe.”
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Ji=mmn

Element 3 Element 5

Y43 N

| [

Figur 10. De tre uppsdttningarna av det visuellt vixande monstret pd tavlan

Analys
Under lektionssekvensen riktades elevernas uppmairksamhet mot de
givna elementens strukturer genom att liraren uttryckte omvand-
lingen av Theas och Elviras tidigare grupperingar verbalt, med gester
samt genom att symbolisera dem med tal.

Liraren byggde dven omedvetet in en motsittning, i form av en hake,
i lektionssekvensen genom att omvandla tidigare inringningar felak-
tigt. Motséttningen fungerade som utgingspunkt i elevernas kollektiva
arbete, genom att den inbj6d eleverna att ytterligare reflektera 6ver rela-
tionen mellan elementets position och antalet komponenter. Att det var
det som ocksé skedde blev synligt i Elviras argumentation, da hon tog
stod i elementens position i relation till antalet komponenter pa dvre raden
(se ovan).

Lektionssekvens 3

Den tredje lektionssekvensen exemplifierar dven den hur eleverna
urskilde hur de kunde anvinda relationen mellan elements position och
antalet komponenter for att forutsdiga ett godtyckligt element i ménstret. |
relation till denna lektionssekvens adresseras framfér allt hur lararen
skapade forutsittningar for detta genom att erbjuda en alternativ
struktur samt att bjuda in eleverna att reflektera éver den alternativa
strukturen.

Lektionssekvensen inleddes med att liraren erbjod en alternativ grup-
pering av komponenternaielement 5. Den alternativa grupperingen, som
fanns pa tavlan, innebar att liraren ringade in komponenterna lodritt tva
och tvd och den ensamma kvadraten till vanster for sig (figur 11).
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—

Element 3 Element 5

Figur 11. Ldraren erbjuder en alternativ struktur

Liraren bjéd sedan in eleverna genom att, med utgdngspunkt i den
alternativa grupperingen, beritta hur element 5 skulle skrivas:

Liraren: Om jag sig monstret s [pekar mot inringningarna i element 5]? Hur
skulle jag skriva d3, det hir [lter undrande]? Hir skrev jag fem plus
sex [pekar p4 tidigare inringningar i element 5].

En elev, Elton, svarade snabbt: "Tva plus tva plus tva plus tva plus tva plus
en.” Varpé liraren bad honom att fértydliga med hur manga tvéor han
sa. Elton svarade forst pa frdgan hur ménga tvaor han hade sagt och gav
sedan ett alternativt férslag for hur element 5 skulle kunna uttryckas: ”
Fem. Eller tvé génger fem plus 1.” Efter en stund flyttade liraren fokus
frdn element 5 till hur ett icke givet element skulle kunna uttryckas: ”
Om vi ska skriva hur element 7 dr uppbyggd da? Hur ska vi skriva d&?”
Samtidigt som lararen frégade detta pdminde hon eleverna om hur upp-
byggnaden av element 5 uttryckts tidigare: "Nar vi tittade pa figur 5 da
skrevvi2+2+2+2+2+1eller 5+ 6.” Ella svarade genom att uttrycka
hur elementets komponenter kunde grupperas horisontellt pd ett sitt
som gick att sittairelation till elementets position: "Sju dir uppe och atta
dér nere.” Liraren bad direfter de andra eleverna att beskriva vad i Ellas
verbalt uttryckta grupperingar som de héll med om och varfér: "Haller ni
andra med om det? Varfér haller ni med? Vad dr det ni haller med om?”
Varpa Sophie valde att argumentera med utgdngspunkt i grupperingarna
av de 6vre raderna i element 3 och element 5: "P4 element 3 s 4r det tre
dir uppe och pé element 5 dr dir fem dar uppe, sd pa element 7 maste
det vara sju.” I nista skede kopplade liraren tillbaka till den alternativa
grupperingen som uttryckte lodratta grupperingar av komponenterna.

Liraren: Om man vill anvinda det hir sittet da?
Elton: D4 kan man ta sju tvaor plus 1.
Liraren: Haller ni med om det hir d3? Om det r element 7 kan man skriva

sa? Ska det vara sju tvdor plus ett? Eller kan man skriva 2 x 7 + 12 Och
varfor haller ni med? Vad ir det ni haller med om?

Grete:  Forattpdelement5sddrdet2+2+2+ 2+ 2 +1 och dir var det jufem
(---) och da blir det ju fem tvaor men pé figur sju blir det ju sju tvaor.
Da varierar sju-siffrigt (---).
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Analys

I lektionssekvensen ovan skapade ldraren férutsittningar for att ele-
verna skulle kunna urskilja att moénstrets algebraiska struktur kunde
uttryckas pé olika sitt, detta genom att hon skapade en motsittning
mellan en lodritt gruppering och Theas och Elviras horisontella gruppe-
ring. Eleverna behovde séledes hantera de bdda grupperingarna samtidigt
och ocksa ytterligare utforska hur komponenterna hade grupperatsirela-
tion till elementens position. Mot bakgrund av detta blev det m&jligt for
eleverna att utveckla en mer generell férstéelse gillande hur relationen
mellan elements position och antalet komponenter kan formuleras. Det var
genom att de olika grupperingarna bada visualiserade en relation mellan
elementens position och antalet komponenter men samtidigt sdg och
uttrycktes olika som skapade férutsittningar fér detta. Till exempel
uttrycktes element 5 som "5 + 6” eller som "tva gdnger fem plus 1”.

Lirarens orkestrering av klassrumsarbetet bestod i att liraren genom
attstillafrdgan: "Om vi ska skriva hur element 7 d4r uppbyggd d&? Hur ska
vi skriva da?” bjéd in eleverna att anvinda sig av hur elements uppbygg-
nad tidigare hade uttryckts. Med andra ord anvénde liraren den interna
strukturen foér element 5 som redskap for att eleverna skulle kunna ut-
trycka ett icke givet element. Lararen riktade samtidigt elevernas upp-
mirksamhet mot att det var just strukturen som skulle fokuseras, detta
genom att efterfraga elementets uppbyggnad.

I denna lektionssekvens innebar dven lararens orkestrering att hon
genom att stélla frigorna: "Varfér héller ni med? Vad héller ni med om?”
bjéd in eleverna att reflektera 6ver andra elevers sitt att uttrycka element
7:s uppbyggnad. Att detta ocksa skedde synliggjordes i savil Sophies:
"Pa element 3, s 4r det tre dir uppe och pa element 5 ar dar fem dar
uppe, sé pa element 7 méste det vara sju.” som Gretes argumentation:
"Fér att pa element 5sd/ .../ var det ju fem / ... / och d& blir det ju fem
tvior men pa element sju blir det ju sju tvdor”. Bada eleverna tog i sina
argumentationer pa olika sitt stod i relationen mellan elements position
och antalet komponenter.

Diskussion
I foreliggande artikel adresseras fragan: Pd vilka sdtt kan didaktiska prin-
ciper for lirandeverksamhet stodja ett etablerande och ett upprdtthdllande
av ett algebraiskt arbete och ddrmed majliggira for ett urskiljande av kritiska
aspekter?

Centralt i etableringen av ett algebraiskt arbete &r, ur ett lirandeverk-
samhetsperspektiv, att eleverna inledningsvis stélls infor en problem-
situation som utmanar dem att engageras i ett algebraiskt (teoretiskt)
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arbete. Det dr dock inte tillrdckligt att det algebraiska arbetet etableras
utan lika stor vikt behéver liggas pé sjdlva uppritthéallandet av det. Den
larandeverksamhetsteoretiska principen om lirandemodeller har en
central roll i savil etablerandet som i uppritthéllandet. Lirandemodel-
lernas roll handlar dels om att m&jliggéra ett kollektivt algebraiskt arbete
dels att eleverna genom att kollektivt skapa, rekonstruera och bearbeta
modellen far tillgang till sidana teoretiska aspekter av det kunskapsin-
nehall som de ska lira sig (Eriksson, 2018; Gorbov & Chudinova, 2000). I
detta learning study-projekt skulle det kunna tolkas i termer av att ele-
verna genom arbetet med lirandemodellen ges moijlighet att urskilja de
kritiska aspekterna. Aven den lirandeverksamhetsteoretiska principen
motsittningar kan ha en tvadelad roll, det vill siga att fungera som en
drivkraft i sivil etablerandet som i uppritthallandet av det algebraiska
arbetet. Till exempel kan det handla om att ldraren eller ndgon elev
skapar ett matematiskt dilemma eller en hake som behover hanteras av
eleverna och som nir det hanteras méjliggor for ett urskiljande av inne-
hallsliga aspekter. Aven hir skulle det kunna uttryckas i termer av att
motsittningen mojliggér ett urskiljande av kritiska aspekter.

I foljande avsnitt kommer de lirandeverksamhetsteoretiska prin-
ciperna som namnts ovan att diskuteras i relation till skapandet av
forutsittningar for ett algebraiskt arbete och hur eleverna dirigenom
ges mojlighet till att urskilja kritiska aspekter gillande férmégan att
uttrycka och argumentera for algebraiska ménstergeneraliseringar.

Davydov (2008, jfr. Eriksson, 2017) beskriver hur aspekter av det teo-
retiska kunnandet elever férviantas utveckla behéver byggas in i de prob-
lemsituationer som elever stills infér samt att dessa problemsituationer
ska utmana elever till ett teoretiskt arbete i vilket de sjilva dr aktiva
agenter. Det kan beskrivassom att en problemsituation etableradesiforsk-
ningslektion 3 dir eleverna utmanades till ett teoretiskt utforskande
av monstrets strukturella egenskaper. Problemsituationen etablerades
genom uppgiften "Rita element 4” tillsammans med ldrarens uppmaning
till eleverna att visa hur de hade tittat i de givna elementen fé6r att rita
figur 4. Det fanns inte uttalat i uppgiften eller i lirarens fragor att ele-
verna skulle jimfora givna elements strukturella egenskaper utan det var
uppmaningen som inbjéd till detta genom att ldraren bad eleverna visa
hur de hade tittat i givna element for att forutsiga ett icke givet element.
I forlangningen moijliggjorde dven elevernas arbete med att jamf6ra givna
element att de kunde urskilja den kritiska aspekten relationen mellan
elementets position och antalet komponenter.

I relation till principen ldrandemodell far de inringningar (se figur 9)
som gjordes inledningsvisiden tredje forskningslektionen funktionen av
en lirandemodell. Den skapades nir eleverna skulle visa hur de hade tittat
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i givna element for att bestimma ett icke givet element. Nir det skedde
fick dven de andra eleverna tillgang till den kritiska aspekten relationen
mellan elementets position och antalet komponenter. Detta mojliggjordes
genom att grupperingar av komponenter i givna element kunde sittas
i relation till elementets position, vilket ddrmed innebar att relationen
visualiserades. Vidare fungerade inringningarna som redskap fér klass-
rumskommunikationen och de reflektiva diskussionerna. Det skedde till
exempel nir liraren omvandlade inringningarna till tal felaktigt, och
ddrmed utmanade eleverna till att argumentera kring varfor och vad i
omvandlingen som var felaktig. Nir ldraren senare férdndrade inring-
ningarnai givet element och erbjéd en alternativ struktur blev det moijligt
for eleverna att urskilja att relationen mellan elementets position och antalet
komponenter kan uttryckas pa olika sitt.

Aven den didaktiska principen motsittningar i form av en hake visade
sighabetydelse foratt elevernaskulle engagerassigiett algebraiskt arbete.
Resultatet i foreliggande artikel ger exempel pé hur ldrarens misstag att
omvandla elevers inringningar i element felaktigt utmanade elever att
ytterligare prova och reflektera 6ver relationen mellan elementets posi-
tion och antalet komponenter. Det blev synligt genom att elevernaisina
argumentationer tog stéd i aspekter som till exempel relationen mellan
elementets position och antalet komponenter. Vidare ges exempel péd hur den
planerade motsittningen mellan en lodritt gruppering och en horison-
tell gruppering av komponenterna i givna element gjorde det mojligt for
eleverna att utveckla en mer generell férstéelse gillande hur relationen
mellan elements positioner och antalet komponenter kan formuleras.

Denna artikel bygger pa en begrinsad kvalitativ studie, dér tre forsk-
ningslektioner har genomférts. Trots detta kan den bidra till att férdjupa
forstdelsen gillande pa vilka sitt principerna for lirandeverksamhet kan
stddja ett etablerande och uppritthéallande av ett algebraiskt arbete och
ddrmed mojliggora for elevers urskiljande av kritiska aspekterna. Resul-
tatet kan anvindas som grund for fortsatta studier, exempelvisien studie
av en serie av lektioner dir 4ven mer komplexa monster anvinds.
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Fotnoter

1

Begreppet “algebraic activity” dr ett begrepp som anvinds av bl.a. Kieran
(2008, 2011), Kieran, Pang, Schifter & Ng (2016) och Radford, Bardini &
Sabena (2007) och har hir éversatts till algebraiskt arbete.

Bilden #r efterkonstruerad utifrdn Davydov, Gorbov, Mikulina och Saveleva
(2012).

Learning study som forskningsansats majliggor ett systematiskt utfor-
skande och analyserande av vad som kan skapa férutsittningar i undervis-
ningen empiriskt.

Valet att férfattaren genomférde forskningslektionerna var att ett nytt teo-
retiskt och didaktiskt ramverk skulle prévas och det fanns inte utrymme
for de deltagande ldrarna att sitta sig in i ramverket innan férsta forskning-
slektionen skulle genomféras.

Med forskningslektion avses hir en lektion som designas, genomférs, ana-
lyseras och revideras i en iterativ process. Intentionen ir att férfina under-
visningsdesignen fér en och samma lektion och genom det studera vad det
ar som skapar forutsittningar for elevers larande gillande specifika kun-
skapsinnehéll. Det 4r med andra ord "samma” lektion med samma innehéll
som genomférs tre gdnger med olika elever.

Bilden #r efterkonstruerad utifrdn Davydov, Gorbov, Mikulina och Saveleva
(2012).

Lirandeverksamhet har under senare &r anvints som en alternativ lirande-
teori till variationsteori i learning study (se tex Bjork m.fl, 2019; Eriksson,
2015; Eriksson, 2017).

Det overgripande forskningsprojektet som ligger till grund for denna
artikel bestar av tva delstudier, dér delstudie 1 4r en kartliggningsstudie
gillande elevernas erfarande av monstergeneraliseringar.

I utdragen har féljande transkriptionsnycklar anvints:

Kursivering innebir att liraren betonar ordet.

... innebir att liraren pausar.

Inom [ | beskrivs gester och dylikt, det som uttrycks verbalt.

(---) innebdr att det som sigs inte dr hérbart.

Spraket i utdragen har dndrats nagot, for att underlitta lasning. De rediger-
ingar som gjorts har inte indrat innebérden utan handlar till exempel om
att halva ord har tagits bort.

10 Denna och liknande bilder ir efterkonstruerade med stéd av

videoinspelning.
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Abstract

The aim of the article is to describe and analyze what in different lesson
sequences that creates the conditions for students to be involved in alge-
braic work and thereby distinguish critical aspects. The article is based
on data from three research lessons in which Learning activity together
with Radford’s work on pattern generalizations were theoretical start-
ing points. In the analysis, didactic principles of Learning activity along
with a few identified critical aspects regarding the ability to express and
justify algebraic generalizations served as analytical tools. The result can
contribute to deepened understanding of the ways the principles can
support the establishment and maintenance of algebraic work enabling
students to distinguish critical aspects.
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