Materialisering av algebraiska
uttryck i helklassdiskussioner med
larandemodeller som medierande

redskap i arskurs 1 och 5

INGER ERIKSSON, SANNA WETTERGREN, JENNY FRED,
ANNA-KARIN NORDIN, MARTIN NYMAN OCH TORBJORN TAMBOUR

Syftetmed dennaartikel &r att beskriva och diskutera vilka funktioner larandemodel-
ler kan ha for att framja yngre elevers kollektiva diskussioner om algebraiska uttryck.
Artikeln bygger pa datafran ett designforskningsprojekt baserat pa Davydovs princi-
per for larandeverksamhet, bestaende av videofilmade forskningslektioner i arskurs
1 och 5. Analysen fokuserar pa vad som skapar forutsattningar for helklassdiskus-
sioner om algebraiska uttryck, hur de drivs framat och kvalificeras samt vilka funk-
tioner larandemodeller kan ha for elevernas utforskande av matematiska strukturer
och relationer i algebraiska uttryck. Resultatet indikerar att larandemodeller som
medierande redskap gor det mojligt for eleverna att fora kreativa och reflekterande
diskussioner om algebraiska uttryck och deras komponenter.

Det 6vergripande intresset for denna artikel dr att diskutera vilka funk-
tioner speciellt utformade medierande redskap, lirandemodeller, kan ha
nir det géller att kvalificera yngre elevers (drskurs 1-5) kollektiva diskus-
sioner rérande algebraiska uttryck. Diskussioner som i férlangningen
kan bidra till utvecklingen av elevernas algebraiska tinkande. Utgangs-
punkten dr Davydovs (2008) matematiska lirandeverksamhet, learning
activity, med begreppet lirandemodeller i centrum.

Bakgrund

Under senare ar har intresset f6r matematikundervisningens kommu-
nikativa inslag 6kat bade nationellt och internationellt och da med ett
sarskilt fokus pd utvecklingen av elevers matematiska tinkande och deras
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formaga att resonera, argumentera och delta i matematiska klassrumsdis-
kussioner (Larsson, 2015; Lithner, 2008; Radford & Barwell, 2016; Sfard,
2008). I en studie rorande klassrumsdiskussioner konstaterar Larsson
och Ryve (2012) att produktiva klassrumsdiskussioner inte alltid 4r l4tta
att fa till stdnd. Exempelvis kommer diskussionerna litt att handla om
procedurfragor dven om eleverna ger inspel som skulle kunna 6ppna upp
for produktiva diskussioner. Ryve, Larsson och Nilsson (2011) konstaterar
vidare att kvaliteten pa klassrumsdiskussioner blev innehéllsligt rikare
nir eleverna erbjods medierande redskap i form av till exempel tabeller
och inte enbart verbala representationer (se dven Leung & Bolite-Frant,
2015; Ryve, Nilsson & Pettersson, 2013). Medierande redskap ses saledes
som viktiga for den innehallsliga kvaliteten i klassrumsdiskussioner.

Inom forskningsfiltet tidigalgebra, early algebra, har fragor om vad som
skapar forutsittningar och hinder fér utveckling av elevers algebraiska
tankande som grund for formell algebra i senare arskurser diskuterats
(Blanton mfl, 2015; Hodgen, Oldenburg & Stremskag, 2018; Kaput, Car-
raher & Blanton, 2008; Kieran, 2018; Radford, 2018; Radford & Barwell,
2016; Warren, Trigueros & Ursini, 2016). Inom detta falt finns det dven
flera forsok att kategorisera nivéer och typer av algebraiskt resonemang
och/eller algebraiskt tinkande (se tex Godino mfl, 2015; Radford, 2018).
I denna artikel har vi valt att utga fradn Lithners (2008, 2017) beskrivning
av imitativa och kreativa resonemang. I imitativa resonemang anvinder
eleverna memorerade procedurer. Kreativa resonemang handlar istéllet
om att de a) férs i relation till, fér eleverna, nya problemsituationer b)
framstar som rimliga och/eller sanna och c) 4r matematiskt forankrade
(Lithner, 2008, 2017).

Flera forskare pekar pé att den dominerande traditionen att introdu-
cera algebra grundat i aritmetik skapar problem, speciellt i relation till
elevers forméga att resonera, argumentera och 16sa problem algebraiskt.
Stacy och MacGregor (1999) uppger att elever som inledningsvis under-
visas inom en aritmetisk undervisningstradition tenderar att anvinda
aritmetiska problemldsningsmetoder som en grund nir de senare intro-
duceras till algebra. Exempelvis dr det vanligt att elever 16ser algebraupp-
gifter genom att "sitta in” konkreta tal istillet for att fora mer generella
resonemang (Kieran, 2006). Att utveckla ett algebraiskt tdnkande med
aritmetiska metoder som bas beskrivs siledes som problematiskt (Kieran,
2006; Lins & Kaput, 2004; Stacy & Chick, 2004). Forskare som arbetar
inom sociokulturella traditioner i linje med Vygotskijs arbete om teo-
retiskt tdnkande havdar att algebraisk problemldsning och algebraiskt
tinkande bor introduceras redan fran arskurs 1 (Lins & Kaput, 2004). I
relation till detta har Davydovs (2008) matematiska program, som bygger
pa larandeverksamhetsteori, férts fram som ett alternativ (Cai & Knuth,
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2011; Kieran mfl, 2016; Schmittau, 2004, 2005; Veneciano & Dougherty,
2014). Matematiskt tar programmet sin utgdngspunkt i méjliga relationer
mellan kvantiteter, det vill siga innehallet bygger pa att kunskaper utveck-
las i relation till mitning (Schmittau, 2004; Schmittau & Morris, 2004).

Ett av sirdragen i Davydovs larandeverksamhet &r reflektion och da
speciellt kollektiva reflektioner. Zuckerman (2004) beskriver att reflek-
tionsprocessen behéver organiseras sé att eleverna kan a) fa syn pa syftet
med egna och andras redskapsmedierade handlingar, b) ta andras pers-
pektiv och ¢ férstd sina egna handlingar och forséka identifiera styrkor
och begrinsningar f6r att kunna driva sin sak eller inse vad som kan vara
problematiskt. Att férstd hur ndgon annan har tinkt kan mojliggéras
genom att lita eleverna méta problemsituationer dir de far ta del av vad
andra elever har gjort eller svarat, till exempel i en fiktiv klass: ”i en annan
klass”. Kollektiva och redskapsmedierade diskussioner dr dirmed cen-
trala for att eleverna ska kunna utveckla sitt teoretiska eller algebraiska
tankande. Principerna f6r lirandeverksamhet vidareutvecklas nedan.

Utifran ovanstdende kan fragor stéllas som handlar om vilka redskap
som tas i bruk och hur de kan anvindas f6r att fraimja innehallsligt rika,
kreativa och reflektiva resonemang i form av klassrumsdiskussioner. Det
finns sdledes skl att ytterligare undersoka betydelsen av hur redskap kan
introduceras och anvindas for att kvalificera diskussionerna matematiskt
samt vilka innehéllsliga aspekter som medieras genom bruket av redska-
pen i klassrumsdiskussioner. Om undervisningen syftar till att utveckla
eleversalgebraiska tinkande och deras problemlsningsf6rmégairelation
till exempelvis diskussioner om algebraiska uttryck blir frigan om bade
innehéllet och de medierande redskapens potentialiteter av betydelse.

Det preciserade syftet med foreliggande artikel 4r att exemplifiera och
diskutera vilka funktioner lirandemodeller, i kombination med &vriga
larandeverksamhetsteoretiska principer (Davydov, 2008), kan ha for att
frimja elevers diskussioner om algebraiska uttryck. Den mest centrala
frdgan som vi vill diskutera &r:

— Vilka funktioner kan lirandemodeller ha fér att helklassdiskus-
sioner om generella strukturer i algebraiska uttryck drivs framét
och kvalificeras?

Larandeverksamhet

Larandeverksamhet (learning activity) har sin grund i kulturhistoriska
(Vygotskij, 2001) och verksamhetsteoretiska (Leontiev, 1978) princi-
per for lirande och utveckling. Dessa principer far konsekvenser bade
for hur innehéllet i undervisningen viljs ut och hur det behandlas och
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organiseras for frimjandet av elevernas teoretiskt tinkande som i relation
till matematik kan ses som algebraiskt tdnkande (Davydov, Slobodchikov
& Tsuckerman, 2003). En ldrandeverksamhet i Davydovs mening karak-
teriseras av att elever introduceras till en problemsituation som skapar
ett meningsbidrande ssmmanhang men dir deras aktuella kunskaper i
viss utstrackning &r otillrickliga. En sddan problemsituation behover
konstrueras si att en motsittning byggs in i den uppgift eleverna pre-
senteras for.! Motsittningen kan ta form som ett dilemma, en hake eller
synbarligen oférenliga villkor. I matematik kan sddana motsittningar
skapas till exempel genom att tva olika 16sningar béda presenteras som
korrekta. For att avgora om bada stimmer eller om négon &r felaktig
maste eleverna analysera situationen. Utifrén problemidentifieringen tar
eleverna, med st6d av ldraren, sig an arbetet med det som Davydov (2008)
kallar en lirandeuppgift. Upprittandet och uppriatthallandet av 1arande-
verksamheten underlittas av att eleverna kan anvinda sig av varandras
kompetenser, det som Vygotskij (1934/1963) talar om som sekundira
erfarenheter for att pa detta sitt dverskrida sina aktuella kompetenser.
Arbetet ien lirandeverksamhet frimjas av att eleverna kollektivt, exem-
pelvis i form av klassrumsdiskussioner, reflekterar dver andras och egna
16sningsforslag (Zuckerman, 2004). Problemsituationer och kollektiva
reflektioner dr sdledes centrala begrepp i lirandeverksamhet. Ytterligare
ett centralt begrepp, och kanske det mest karakteristiska, dr lirande-
modeller (Davydov, 2008; Repkin, 2003). En ldrandemodell ska kunna
fungera som ett medierande redskap med vilket eleverna ska kunna l3sa
det problem de identifierat.

Lérandemodeller som medierande redskap

Davydov (2008) argumenterar foér att lirandemodeller kan utgéra en néd-
vindig lank for utveckling av teoretiskt tinkande. En lirandemodell ska
inte blandas ihop med matematiska modeller utan ir en form av visuali-
sering som i relation till en specifik larandeuppgift kan hjilpa eleverna
att utforska ett teoretiskt innehall. Lairandemodeller ses som en speciell
form av abstraktion:

[...] where the visually perceived and represented connections and
relations of the material and semiotic elements reinforce the essen-
tial relations of the object. [...]| This is a unique unity of the indi-
vidual and the general, where the general and essential come to the
fore. (Davydov, 2008, s95)

I Davydovs matematiska lirandeverksamhet anvinds till exempel
strickor (———) som lirandemodell frdn &rskurs 1. Strickorna ir
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tankta att géra det mojligt for de yngsta eleverna att utforska vad som ar
lika och vad som &r olika och i férlingningen hur en olikhet matematiskt
kan transformeras till en likhet. I figur 1 nedan finns tva likadana burkar
som béda har samma innehall men har olika mingd. De tva horison-
tella parallella strickorna nedanfér burkarna refererar till att burkarna
ser likadana ut och har samma innehall. De tva vertikala strickorna till
héger om burkarna visar att volymen av innehéllet i de tva burkarna
inte &r lika. Kvantiteten kan ddrmed inte bestimmas med négot tal utan
maéste istéllet forstas generellt och relationellt.

4

Figur 1. Utdrag ur ldromedlet for drskurs 1, Matematikka 1 (Davydov mfl,2012,519)

Strickorna kan sedan kopplas samman med algebraiska bokstavssym-
boler. Kvantiteten i den férsta burken kan siledes benimnas a och i den
andra b. Det dr d& mojligt for eleverna att bestdmma att a < b. Genom
att uppritta en relation mellan strickorna och de algebraiska beteck-
ningarna skapas en lirandemodell som mojliggor fér eleverna att utforska
olika generella och strukturella aspekter hos ett uttryck. Ddrmed méjlig-
gors matematiska diskussioner om likhet, olikhet och méjliga transfor-
mationer fran olika till lika som generella operationer (Krutetskii, 1976).
Att enbart 13ta eleverna arbeta med det "nakna” algebraiska uttrycket
a < b blir inte meningsfullt. Visserligen skulle eleverna med guidning
kunna se hur den uttryckta olikheten a < b pa olika sitt skulle kunna
transformeras till likheter, till exempel: a+c¢=b; b—c=a; a+d=b-d.
Genom att istillet diskutera hur volymerna representerade av a och b
kan goras lika ges uttrycket en funktion som ar mera innehéllslig 4n vad
enbart det nakna uttrycket méjliggor. I en aritmetisk tradition skulle
motsvarande exempel kunna vara 6 < 8 och fér att gora 6 < 8 lika skulle
eleverna till exempel kunna resonera sig fram till: 6+2=8; 8-2=6;
6+1=8-1. Det konkreta, i detta fall talen, kan med sitt fokus pa vilka
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tal som dr mojliga férsvara for eleverna att erfara generella strukturer
och relationer. Enligt ldrandeverksamhetsteori behdver eleverna forst
forsta det generella for att sedan kunna se hur det generella kan fungera
for konkreta fall, till exempel i form av aritmetiska operationer med
tal (jfr Brating, Madej & Hemmi, 2019). Om eleverna istéllet anvinder
strickorna som en lirandemodell kan de transformera dem sé att de blir
lika genom att till exempel f6rlinga den kortare strickan (a) med ytter-
ligare en stricka (¢). Strickorna a och ¢ 4r dé tillsammans lika ldinga som
strickan b. Detta ger en grund for att transformera uttrycket a < b till
a+c=b.Elevernakan sedan resonerasig fram till andra varianter av gene-
raliserade bearbetningar av relevans for den aktuella situationen, exem-
pelvis kvantiteterna i honungsburkarna. En lirandemodell kan enligt
Davydov skapa férutsittning for elevers utforskande av innehallets teo-
retiska aspekter (jfr Eriksson, 2017, 2018). Eleverna far med andra ord
moijlighet att arbeta teoretiskt med ldrandemodeller som medierande
redskap (Gorbov & Chudinova, 2000).

Metod och analys

Data for féreliggande artikel kommer fran ett tredrigt forskningspro-
jekt (&r 2017-2019) finansierat av Skolforskningsinstitutet.? Projektets
overgripande syfte var att utforska hur undervisningen, i termer av
matematikuppgifter, lirandemodeller och arbetssitt, kan utformas sé
att elever ges mojligheter att utveckla forméagan att kunna féra och félja
algebraiska resonemang. Studien genomfordesiform av en serie learning
studies (Marton, 2015) med lirandeverksamhet® som teoretiskt ramverk
i arskurserna 1, 5 och 7 i tre olika grundskolor och i en gymnasieskolas
ak 1 (bygg- och samhillsprogrammet). I denna artikel anvinds data fran
de tva forsta learning studies som genomférdes i 8k 1 och ak 5 liséret
2017-2018. I dessa arskurser genomférdes tre respektive fyra iterativt
justerade forskningslektioner. Varje forskningslektion videofilmades
och transkriberades inkluderande utsagor, tonfall och gester (Radford,
2010; Roth & Radford, 2011). Vid transkriberingen har elevernas namn
fingerats. Analysen bygger pa data frdn den tredje forskningslektionen
i 8rskurs 1 och den fjarde i drskurs 5 da dessa lektioner var de mest
innehallsligt utvecklade.

Design och genomforande av forskningslektionerna

I arskurs 1 anvindes Cuisenairestavar som lirandemodell for att visu-
alisera algebraiska uttryck och i rskurs 5 anvindes pé motsvarande sétt
ritade strickor (se nedan).
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I Davydovs lirandeverksamhet 4r tanken, som beskrivits ovan, att ele-
verna ska mota en problemsituation som kriver ett arbete som kan resul-
teraiutveckling av deras teoretiska tdnkande. En sddan problemsituation
maéste for eleverna upplevas som meningsfull samtidigt som den behéver
innehélla ndgon form av motséttning, ett dilemma eller en sé kallad hake
(se tex Eriksson, 2017). Genom att bygga in en motsittning ir tanken
att eleverna ska erfara ett behov av att utforska problemet (jfr Blanton
mfl, 2015). I forskningslektionerna utformades problemsituationerna
med hjilp av fiktiva elevers l6sningar pé olika matematikuppgifter som
antingen kunde vara korrekta eller felaktiga. Liraren sa till exempel: ”i
en annan klass svarade négra elever s& hir nir de fick den hir uppgiften”
eller "hur kunde den hir eleven ha tinkt?”.

Analysarbetet

Analysen harsin grundi ett verksamhetsteoretiskt perspektiv (Leontiev,
1978) dir minskliga redskapsmedierade handlingar ses som malinrik-
tade i avsikt att exempelvis 16sa olika problem (ett objekt eller ett probl-
emomrade). Ddrmed riktas analysen mot hur eleverna, tillsammans med
lararen, initierar och driver diskussioner med hjilp av de redskap de tar
i ansprak och pé vilka sitt eleverna anvinder redskapen. Detta gor det
moijligt att analytiskt urskilja vilka funktioner lirandemodellerna kan
ha i en given klassrumssituation. Speciellt analytiskt fokus laggs pa de
handlingar som tar form som argument och lirandemodellens funktion
i detta. Analysarbetet genomfordes i tva steg. I ett férsta steg identi-
fierades olika sekvenser i respektive forskningslektion dir elevernas och
lararens diskussioner kring algebraiska uttryck tog form och dir det var
tydligt att lirandemodellen hade en betydande funktion. I &rskurs 1 och
5 urskildes tre sekvenser vardera. Dessa sekvenser analyserades vidare
i ett andra steg med ett fokus pa vad som kunde ses som tecken pa att
eleverna genom diskussionerna hade méijlighet att reflektera 6ver struk-
turella och relationella aspekter i de algebraiska uttrycken. I detta steg
identifierades dven vilken funktion eller vilka funktioner lirandemod-
ellen hade for att helklassdiskussionerna kunde drivas framat och kva-
lificeras. Vidare identifierades vilken betydelse inplanerade och spontant
uppkomna motsittningar hade fér elevernas diskussioner.

Resultat

Nedan presenteras resultatet frn analysen av de tva utvalda forskning-
slektionerna. Férst presenteras resultatet fran arskurs 1 och darefter fran
arskurs 5.
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Algebraiska diskussioner i drskurs 1

I den forsta sekvensen presenterades en problemsituation pa tavlan och
uttrycket c+a=b tillsammans med hur tv4 fiktiva elever representerade
uttrycket (figur 2). Syftet var att iscensitta en problemsituation dir den
planerade larandemodellen skulle etableras i en kollektiv diskussion.

Figur 2. Problemsituationen sdsom den presenterades for eleverna”

I lektionens andra sekvens fick eleverna i uppdrag att med hjilp av Cui-
senairestavar’ skapa representationer av uttrycket c + b=a. Stavarna rep-
resenterade, liksom papperslapparna, okinda kvantiteter och syftet var
att synliggéra mojliga relationer och strukturer i uttrycket. Elevernas
stavkonstruktioner skulle direfter anvindas som lirandemodeller i de
kollektiva diskussionerna i lektionens tredje sekvens.

”Man behéver en till”

Sekvensen inleddes med att liraren samlade eleverna runt ett bord dir
hon hade lagt kopior pé elevernas stavkonstruktioner, bdde sddana som
stimde med uttrycket, c+b=a, och sddana som inte stimde (figur 3).
Liraren pastod: “alla de hir [stavkonstruktionerna] stimmer”. Flera av

Figur 3. Kopior av elevernas stavkonstruktioner (bdde korrekta och felaktiga)
utifrdan uttrycket c+b=a
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eleverna protesterade mot lirarens pastdende. Tva av eleverna, Adam
och Elliot, bérjade argumentera fér varfor alla stavkonstruktioner inte
kunde stimma.

Utdrag 1

Adam:

Larare:

Adam:

Larare:

Adam:

Elliot:

Liarare:

Elliot:

Eh, till exempel den hir [pekar pé stavkonstruktion 6 i figur 3] det
sitter ju inte ihop hir [pekar pé konstruktion 6]. S man borde gora
s4 hir [flyttar stavarna si att de ligger som konstruktion B i figur 4]!

OKk! Fér att det ska stimma 6verens [med frigande tonfall]?
Nej det gick inte [flyttar tillbaka till ursprunglig placering]!

Vad var det du gjorde? Vad ir det som inte gir? [gor om Adams for-
flyttning] Vad 4r det som inte gar hir?

Det ... man behéver en till [pekar dir det ser ut att saknas en om de
ska bli lika 18nga).

Dom har skirt bort lite [visar genom att dra fingret 6ver den stav som
ar "for 1ang”].

Ok. Varfor behéver vi en bit till? [...]

Fér annars blir de inte lika 13nga.

Forst efter att Adam och Elliot arrangerat om stavarna upptickte de
stavkonstruktionens egentliga problem, ndmligen att stavraderna inte
utgjorde en likhet. I den fortsatta diskussionen provades och ompro-
vades argument fér huruvida stavraderna utgjorde en likhet eller inte. I
argumenten uppméirksammades att det antingen krivdes ytterligare en
bit stav, eller att en bit av den lingsta staven togs bort, f6r att det skulle

bli en likhet.

A B

Figur 4. Konstruktion A visar den ursprungliga konstruktionen och B den manipu-
lation som Adam gjorde i utdrag 2
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Adam och Elliot byggde vidare pa varandras idéer genom att laborera
med stavkonstruktionerna. Argumenten tog form som en kombination
av elevernasverbala uttryck och deraslaborerande med stavarna och pro-
vande av vad som hénde nir stavarna flyttades. Stavarna visualiserade och
fixerade vad som kunde utgora ett problem och sdledes materialiserades
argumenten for eleverna. Lirandemodellen gav férutsittningar for det
kollektiva arbete som ledde till den mer kvalificerade diskussionen som
foljer i nésta utdrag.

"Flera blir en bokstav”

Under den pagéende diskussionen om innebérden i likheter uppmérk-
sammade Embla att det inte rackte att diskutera stavkonstruktionerna
enskilt utan att de ocksd maste beakta det skrivna uttrycket, c+b=a.
Embla kopplade ocksa till det arbete som gjorts gemensamt i lektionens
inledande sekvens och som fanns kvar, skrivet pa tavlan (se figur 2).

Utdrag 2

Embla:  Jag gissade pi ... kanske att dir [pekar mot tavlan dir arbetet frn
sekvens ett fanns kvar| [ohérbart]. En fér varje bokstav [en pappers-
lapp eller en stav for varje bokstav].

Lirare:  En f6r varje bokstav?

Embla:  Hir [pekar pd en stavkonstruktion dir tre stavar tillsamman bildar
en likhet i 6verensstimmelse med uttrycket] men hir behéver man
[pekar p4 en konstruktion som inte gir jimt upp] fler fér att de ska
bli lika 1anga [pekar terigen mot tavlan] dir, ... lika 14nga [petar pa
konstruktionen i figur 5] f6r d& blir det ritt. Hir behovs det flera. D&
maste man ... flera blir en bokstav. Hir blir det en bokstav och det gér
inte. Dir [pekar 4terigen mot tavlan] 4hm, ja.

Embla papekade att stavkonstruktionen (figur 5) inte stimde med utt-
rycket d& det krivdes fler stavar for att skapa en likhet. I argumenta-
tionen tog Embla st6d, dels i en annan stavkonstruktion som bildade

Figur 5. Stavkonstruktion nummer 5 fran figur 3
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en likhet, dels i den tidigare lirandemodellen pé tavlan. Embla kopp-
lade ocksé samman stavkonstruktionen med uttrycket och uppmark-
sammade att antalet stavar maste motsvara antalet variabler i uttrycket.
Lirandemodellen majliggjorde sdledes att Embla kunde vidareutveckla
det arbete som Elliot och Adam pébérijat. Det var nir Embla pekade pa
papperslapparna och samtidigt manipulerade med stavarna som argu-
menten kvalificerades ytterligare. Sdledes materialiserades savil struk-
turerialgebraiska uttryck som relationer mellan variablernai uttrycken.

”Da blir det tva ¢”

Islutet avlektionen dtervinde ldraren till en annan konstruktion dér Ines
hade anvint tva gula stavar for att gora stavraderna lika (figur 6). Liraren
forsokte fa eleverna att uppticka att dven uttrycket behovde justeras for
att stavkonstruktion och uttryck skulle stimma 6verens.

Utdrag 3

Lirare:  Men om vi har kvar dom hir gula [figur 6]. Hur skulle vi skriva d&?
[...] For ni sidger att de méste vara olika stora [pekar och rér pa den ena
gula]. Hur skulle det hir uttrycket skrivas [flyttar p& lappen med det
skrivna uttrycket och héller upp det|?

Ines: Ska det vara lika 18nga staplar?

Lirare:  Ja, men om vi skulle skriva det d& [pekar pa det skrivna uttrycket]?
Ines: Désa...

Lirare:  Vilken 4r den hir [pekar pa orange]?

Ines: Detir...al

Larare: a

Ines: ..och..ddidrdettvac!

Lirare: D4 ir det tva cistillet.

Elliot: ¢ plus ¢ blir a.

Lararen utnyttjade hir Ines konstruktion (figur 6) som tillkommit under
det gemensamma arbetet och férsokte med hjilp av den driva diskussionen

Figur 6. Ines bearbetning av en av de ursprungliga konstruktionerna
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framét genom att visa pd motsittningen att tva olika variabler, ¢ och b,
representerades av tva likadana stavar.® I diskussionen riktade liraren
elevernas uppmirksamhet mot bade uttrycket och stavarna samt rela-
tionen mellan dessa. Den kollektiva diskussionen ledde slutligen till
att Ines och Elliot urskilde att dven uttrycket behévde férindras, till
c+c=a. Detta kan f6rstés som att eleverna uppmirksammade det gene-
rella i stavkonstruktion och diarmed valde att géra motsvarande férand-
ring i uttrycket. Eleverna identifierade att uttrycket har strukturen av
"summan av tva tal dr lika med ett tredje tal”, och representerade den
strukturen genom att bygga konstruktion 1, 2, 4, 7, 8 och 9 (se figur 3).
Eleverna identifierade senare att Ines konstruktion (se figur 6) utgjorde
ett relationellt specialfall dir de tva korta stavarna var lika och darmed
motsvarade att de tva termerna i uttrycket borde vara lika, och fér att
aterge den konstruktionen algebraiskt borde uttrycket justerades till
c+c=a. I den kollektiva diskussionen skapades en méjlighet att mate-
rialisera argumenten med hjilp av de kopior av elevernas konstruktioner
lararen samlat eleverna runt. I och med lirandemodellen kunde bade
lararen och eleverna ga tillbaka till idéer som uppstétt under det tidigare
teoretiska arbetet. Lirandemodellen méijliggjorde darmed att modelle-
ringen av problemet inte bara blev momentant utan fick funktionen av
ett kollektivt "minne”.

Algebraiska diskussioner i drskurs 5

I den férsta sekvensen i arskurs 5 introducerade liraren lirandemodellen
genom att presentera en bild av en stricka med delstriackor markerade
med bigar pa smartboarden. Strickorna var markerade med variablerna
a, boch ¢ (figur 7).

Figur 7. Ldrandemodell som anvindes i drskurs 5 (med inspiration fran Davydov

mfl, 2012)

Under bilden stod fragan Vilket eller vilka av foljande uttryck stimmer
med bilden? samt tre algebraiska uttryck, a=b+c, b+c=a och b=c+a.
Dessa presenterades som forslag som fiktiva elever hade gett. Avsikten
med strickorna var att de skulle symbolisera okidnda kvantiteter, det
vill séiga fungera som en lirandemodell dir strukturer och relationer i
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uttrycken visualiserades. Den planerade motséttningen bestod i att alla
forslag fran de fiktiva eleverna kunde uppfattas som korrekta, dé alla tre
uttrycken hade samma struktur. Uttrycken bestod av samma variabler,
samma operator samt ett likhetstecken, dir de tva forsta algebraiska ut-
trycken 6verensstimde med lirandemodellen medan det tredje uttrycket
inte stimde. Tanken var att eleverna kollektivt skulle anvinda strackor-
na som ett redskap for att visualisera den inbyggda motsittningen och
diskutera uttryckens innebérd. I den andra sekvensen, som planerades i
syfte att eleverna kollektivt skulle laborera med lirandemodellen, pre-
senterade ldraren en problemsituation i form av ett pastdende och tre
algebraiska uttryck (figur 8).

Karim, Robin och Petra promenerar till skolan. Petra har lika lang vég till
skolan som Karim och Robin tillsammans.

a=b+c f+e=m t=k-s

Figur 8. En problemsituation i form av ett pdstdende och tre algebraiska uttryck
som majliga svar

Fér att 6ppna upp och erbjuda olika majligheter till kollektiva diskus-
sioner om algebraiska strukturer symboliserades variablerna i uttrycken
med olika bokstiver. Aven dessa uttryck presenterades som forslag fran
fiktiva elever. I problemsituationen planerades f6r en méjlig motsittning
i form av att texten hade en additiv karaktér da ordet "tillsammans”
vanligen signalerar att nigonting ska liggas samman, men dir ett av de
algebraiska uttrycken, t=Fk-s, uttrycktes som en subtraktion.

En tredje sekvens urskildes nir liraren forde in ett nytt uttryck som
inte stimde med den givna lirandemodellen men som diremot kunde
stimma med problemet.

"Jag vet inte vilken som ir vilken”

I borjan av helklassdiskussionen fragade en av eleverna, Matilda, om man
inte kunde anvinda den nyligen introducerade liarandemodellen fér att
visa varfor uttrycket a=b+c, stimde:

Utdrag 4

Matilda: [ritar en stricka (figur 9)] Jag tror att det var ndgonting s& hir [ritar en
bage &ver strickan] [ritar tvd bigar under, en kortare och en lingre].
Fast det hir #r a [drar fingret lings den 6vre bigen] och det 4r typ b
[drar med fingret lings den ena bigen] och ¢ [drar med fingret lings
den andra bégen].
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Lirare:  Skriv ut det d&.

Matilda: [skriver bunder den vinstra bigen och c under den hégra] Jag vet inte
vilken som i#r vilken [skriver a ovanfér den &vre bégen)].

Matilda ritade en likadan modell som den liraren presenterat. Hon satte
ut variablerna b respektive ¢ under bigarna och sa "jag vet inte vilken
som #r vilken” samtidigt som hon pekade pa strickorna och sedan satte
ut variabeln a.

Karim, Robin och Petra promenerar 1)1 skolan

Petra har ik
till skolan som Karim och Robin tillsammans

azbe+c foe=

= ‘

Figur 9. Matildas ldrandemodell (nederst)

Matilda uppmiarksammade att relationen mellan variablerna b och c inte
kan bestimmas genom att rita upp lirandemodellen och markera med
fingret. Matildas gester och hennes verbala utsaga "jag vet inte vilken
som #r vilken” bildade tillsammans med lirandemodellen ett argument
som blev tillgingligt f6r de andra. Hon visualiserade ocksé att relationen
till strickan a gér att forstd utan att bestimma virdena pa nigon av de
ingdende delarna.

"Fast nu dr det k minus s”

Efter Matildas resonemang konstaterade klassen snabbt att dven det
andra uttrycket, f+e=m, stimde. En annan elev, Nils, fragade direfter om
inte uttrycket t=k-s ocksé kunde stimma. Han pekade pé den lingsta
strackan (a i Matildas modell) och sa att det var s. Vidare pekade han pa
variabeln b och sa att det var k samt pé variabeln ¢ och sa att det var .
Nils avslutade sitt férslag med att siga "sd s minus k”. Den felaktiga kop-
plingen mellan variablerna och strickorna samt att Nils sa s minus &,
fick Samuel att invinda.

Utdrag 5

Nils: Kolla, s [pekar mot s i uttrycket k=¢—s] skulle d& vara Petras [pekar
pa Petra i texten] och s b, den mindre [pekar pa b i Matildas modell]
strickan antar jag skulle d& k vara [pekar p4 k i uttrycket] si s minus
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k [pekar pa s och ki uttrycket] skulle bli lika mycket som c [pekar pa
¢ i Matildas modell]

Samuel: Fast nu ir det k minus s [Samuel hinvisar till uppgiften].

Nils: Ja, men [rycker litt pa axlarnal.

Samuel: Det dr tvdrtom.

Nils: Ja, exakt, tvirtom.

Samuel: Om du [ohérbart] vinder pa dem #r det exakt s [...] Jo, tar du den
lilla strickan, minus den stora strickan di kommer det bli minus

[oh&rbart].

Nils upprepade det han redan hade sagt och Samuel avbrét honom och
sa att "om s var den stora striackan sd dr det ju den lilla strickan minus
den stora strickan”. I detta skede valde ldraren att rita en likadan modell
bredvid Matildas pd Smartboarden och uppmanade direfter Nils att
skriva ut variablerna.

Utdrag 6
Lararen: Skriv ut de som du ténker.
Nils: [satter ut s, k och t vid de bigar han sade] (se figur 10).

Figur 10. Nils forsta placering av variablerna i ldrandemodellen lingst till hoger

Samuel argumenterade for att uttrycket t=k-s kan stimma givet att
den langsta strickan i modellen tillskrivs variabeln k och de tva kortare
strickorna s och t men sdsom Nils anvinde variablerna i lirandemodel-
len stimde det inte. Som respons pd Samuels invindning ryckte Nils pa
axlarnaoch sa”Ja, men”, som om det inte spelade sd stor roll att han vinde
pa variablerna i uttrycket. Att Nils inte verkade uppfatta det problema-
tiska med hur han hade relaterat uttrycket till strickornailirandemodel-
len skapade en motséttning som triggade Samuel att fortsitta argumen-
tera. Genom invindningarna "Det ir tvirtom” och "Om du vinder pé

on

dem dr det exakt s&” gav Samuel uttryck for att lirandemodellen stimde
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om k motsvarade den langa strickan och s en av de kortare strickorna.
Nir Samuel sa att "Jo, tar du den lilla strickan, minus den stora strickan
dé kommer det bli minus” jamfoérde han sledes striackornas lingder och
uppmirksammade att en lingre stricka inte kan subtraheras frén en
kortare utan att svaret blir negativt, vilket visualiseradesildrandemodel-
len. Nils justerade slutligen lirandemodellen (figur 11) s att den stdmde
med uttrycket och kontexten varefter Samuel och 6vriga elever holl med.

Karim, Robin och Petra prome

nerar tl| skolan, Petr y ]
till skolan 30m Kanim 6ek Ro! etra har |ika léng vdg

n tillsammans

azb+ec frezm

b c

Figur 11. Nils fordndrade placering av variablerna i lirandemodellen lingst till
hoger

Genom att kollektivt prova olika argument med hjilp av larandemodel-
len materialiserades variablernas inbdrdes relationer samt inneborden av
subtraktion for klassen.

"Eftersom det 4r samma bokstav”

Lite senare under lektionen presenterade liraren ytterligare ett
algebraiskt uttryck, a=d+d, i relation till problemsituationen med
skolvigen dir den tidigare ritade lirandemodellen fanns pa tavlan.

Utdrag 7

Lirare:  Om jagskulleskrivaettannat uttryck d. Om jag skulle skriva[skriver
a=d+d]. Vad skulle det innebira i sina fall?

Filippo: Karims och Robins vig ir lika 1anga.

Lirare:  Hur kan du veta det?

Filippo: Eftersom det &r samma bokstav.

Lirare:  Eftersom det dr samma bokstav och dé skulle det betyda att det ar
samma [hors frin klassen ”det tinker jag ocksa”].

Larare:  Vad siger Ezra?

Ezra: Jag siger som Filippo, d4 ir det ju exakt lika 1dnga strickor eftersom
det ir ... vad heter det, samma bokstav [...]
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Lirare:  Vad siger Sara?

Sara: Assd ... att, typ Karims vag dr hilf/eller att Petras vig dr dubbelt s&
lang som Karims.

Nir lararen skrev det nya uttrycket bjod hon in till ett vidgat resonemang
rérande relationen helhet och delar som dubbelt/hilften. Larandemo-
dellerna, som fanns tillgingliga pd Smartboarden (se figur 11), mojlig-
gjorde f6r eleverna att granska det nya uttrycket i relation till de tidigare
forda resonemangen dven om eleverna inte ritade en ytterligare modell.
Att alla modellerna och de olika uttrycken fanns visuali-serade majlig-
gjorde for eleverna att "minnas” tidigare problem och l6sningar. Resone-
mangen som fordes 6ppnade sdledes upp for en, vad som framstér som,
kvalificerad algebraisk forstaelse for att d +d=2d.

Diskussion

I det f6ljande diskuterar vi resultatet i relation till syftet och den &ver-
gripande forskningsfragan: Vilka funktioner kan lirandemodeller ha
for att helklassdiskussioner om matematiska strukturer i algebraiska
uttryck drivs framéat och kvalificeras? Avslutningsvis lyfter vi mojliga
implikationer fér undervisningen.

Lérandemodellernas funktioner

Genom analysen har vi identifierat tre funktioner som lirandemo-
dellerna hade f6r att driva och kvalificera kreativa helklassdiskussio-
nerna 1) materialisering av argument, 2) materialisering av problem och
problemlésning, och 3) materialisering av ett kollektiv "minne”.

Materialisering av argument — Lirandemodellen blev en del av elevernas
argument och hjilpte till att ge argumenten specifika innebérder som
tillgdngliggjordes for 6vriga eleveriklassen. Argumenten byggdes sdledes
upp av verbala utsagor, gester och manipulationer av lirandemodellen. I
utdrag 1 utgjorde till exempel Adams flyttande av stavarna tillsammans
med utsagan "sd man borde géra s& hir” en kommunikativ helhet som var
mojlig for de andra eleverna att f6lja. P4 liknande sitt materialiserades
Matildas (se utdrag 4) argument genom hennes "jag vet inte vilken som
ar vilken” och att hon pekade pé de tva kortare strickorna samtidigt som
hon skrev variablerna i bAdgmodellen. Verbala utsagor som "den dir”, "nej
det gick inte”, ” jag vet inte vilken som &r vilken”, "det &r tvirtom”, till-
sammans med att pekaimodellen eller justera den utgér kommunikativa
(multimodala) helheter (jfr Roth & Radford, 2011).
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Materialisering av problem och problemlosning — Lirandemodellen majlig-
gjorde ett prévande och omprdvande av argument genom att den visua-
liserade och fixerade vad som kunde utgora ett problem och vad som
kunde utgoéra méjliga 16sningar. Detta méjliggjorde att de kollektiva
diskussionerna kunde féras och f6ljas med en gemensam grund.

Materialisering av ett kollektivt "minne” — Lirandemodellen som hade
anvintsiett tidigare skede fanns tillgénglig pé tavlan (figur 2) och i utdrag
2 kan man f6lja hur Embla kopplade tillbaka till den nir eleverna skulle
skapa sina stavkonstruktioner (figur 3). Denna form materialisering av
minnet som Emblas pekande mot lirandemodellen pa tavlan innebar
gjorde det mojligt for de andra att folja hennes argument. Likasé kan
diskussionen som férdes i utdrag 7 ses som ett exempel pé ett kollektivt
minne.

Utifrdn ovanstdende identifierade funktioner kan lirandemodeller
saledes bidra till att olika elevers resonemang och argument kan gestal-
tas materiellt och darmed littare granskas och prévas av andra. Med
hinvisning till idén om att lirandeverksamhet ska utveckla en reflek-
terande och kritisk hallning hos eleverna (Eriksson, 2017; Zuckerman,
2003, 2004) visar resultatet att lirandemodeller kan ha en sddan funk-
tion, det vill séga redskapet bidrar till att frimja kollektiva teoretiska
reflektioner (Davydov, 2008). Arbetet med lirandemodellerna bidrog
inte bara till kvalificeringen av klassrumsdiskussionerna utan de blev
ocks3 en del av klassens gemensamma matematiska sprak.’

Flera av de resonemang som tog form under klassrumsdiskussionerna
kan ses som kvalificerade for elever i grundskolans l4gre arskurser. Vidare
kan resonemangen som férdes, med Lithners (2008, 2017) indelning i imi-
tativa och kreativa resonemang, ses som kreativa. Det framgér av resul-
tatet att eleverna forsattes i problemsituationer dir imitativa resone-
mang inte var mdjliga eftersom de inte kunde anvinda sig av tidigare
memorerade procedurer. Problemsituationerna och redskapen i form av
larandemodeller var helt nya for eleverna vilket ocksé ledde till att mer-
parten av de diskussioner som eleverna férde kan forstds som kreativa. De
inbyggda och uppkomna motsittningarna i form av hakar eller provoka-
tioner bidrog ocksa till att eleverna méste bedéma rimligheten i olika
16sningsforslag samt férankra dem matematiskt.

Materialisering av ett kollektivt thinking in action

Lirandemodellernas funktion i helklassdiskussionerna kan pa ett
overgripande plan beskrivas som att de bidrog till att eleverna kunde
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identifiera problem, utveckla och beldgga sina argument och synliggéra
sitt tinkande. Genom att lirandemodeller 4r visuella skapas férutsitt-
ningar for eleverna att delta i en kollektiv reflekterande process dér de
kan testa sinaidéer bland annat genom att bearbeta, omforma och justera
modellen (Davydov, 2008; Gorbov & Chudinova, 2000). Detta kan ses
som att eleverna ges mojlighet till det Schon (1983) kallar thinking in
action men ocksé att de, genom att integrera modellernaisina argument,
kan materialisera sitt tinkande. Nar lirandemodellerna dessutom ar till-
gingliga for hela klassen skapas férutsittningar for eleverna att delta i
ett kollektivt thinking in action.

Kuvalificering av helklassdiskussioner — implikationer

Ett uppenbart villkor, med hinvisning till Davydovs (2008) idé om att gé
fran det abstrakta till det konkreta, 4r att de ldrandemodeller som viljs
behover finga ndgra av de centrala strukturer och relationer man vill att
eleverna ska urskilja, det vill siga larandemodellen behéver méjliggora
ett teoretiskt utforskande.

I de forskningslektioner som vi analyserat hir har vi anvént oss av
ett kulturhistoriskt grundat ldrandeteoretiskt ramverk — ldrandeverk-
samhet (Davydov, 2008). I planeringen av lektionerna lades, utdver valet
av lirandemodeller, mycket arbete pé att designa problemsituationerna,
motsittningar och fundera 6ver hur de valda lirandemodellerna skulle
introduceras och anvindas. Vikt lades dven vid att skapa problemsitua-
tionerna och férsdka bygga in motséttningarna eller hakarna som skulle
kunna skapa ett motiv hos eleverna att gé in i ett sddant teoretiskt
arbete som efterstrivades. Lirarens beredskap att utnyttja uppkomna
situationer och da forsoka provocera eleverna att kollektivt kvalificera
resonemangen var séledes teoretiskt motiverade (jfr Eriksson, 2017).

Att anvinda medierande redskap — hir i form av det Davydov (2008)
talar om som lirandemodeller — ger som bland annat Ryve, Larsson
och Nilsson (2011) noterat 6kade férutsattningar for produktiva dis-
kussioner. Men som Newman, Griffin och Cole (1987) visat i relation
till uppgifter, kan en och samma uppgift erbjuda kvalitativt skilda
forutsattningar for larande beroende pé hur den introduceras och bear-
betas. P4 motsvarande sétt har det betydelse f6r hur olika redskap intro-
duceras och anvinds (jfr Lindberg, 2010). Aven om varken uppgifter
eller redskap s att siga kan géras "lararoberoende” s& kan kanske teo-
retiska principer om vad redskapen ska dstadkomma och vilken typ
av kommunikation som behéver efterstrivas komplettera uppgifts-
beskrivningar. P3 detta sitt 6kar férutsittningarna for att utvecklade
amnesdidaktiska kunskaper kan anvindas av lirarkollektivet utan att
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centrala aspekter gar forlorade. De funktioner som vi i denna studie
identifierat kan férhoppningsvis, i kombination med lirandeverk-
samhetsteoretiska principer, utgdra ett sddant teoretiskt bidrag visavi
férandet och féljandet av algebraiska resonemang.
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Fotnoter

1 Denna typ av problemsituationer ir inte unik fér Davydov-traditionen
utan dterfinns i andra didaktiska traditioner, tex: Deweys theory of inquiry
som av Wickman (2014) bendmns den empiriska metoden och Brousseau
(1997) som utvecklat idén med theory of didactical situations (TDS) (se
Stremskag, 2017).

2 https://www.su.se/hsd/forskning/forskningsprojekt/developing-algebraic-rea-
soning-capabilities
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3 Iett antal studier har lirandeverksamhet anvints som ett alternativ till
variationsteori i olika learning studies (se tex Eriksson, H., 2015; Eriksson,
L., 2017; Fermsjo, 2014).

4 Denna figur och dvriga figurer i rskurs 1 dr efterhandskonstruerade.

5 Cuisenairestavar har tidigare anvints som lirandemodeller i andra studier
dér uppgifter for elever i drskurs 1 designades med inspiration fran
Davydov (se tex Eriksson & Jansson, 2017).

6 Tva olika variabler, till exempel c och b, kan visserligen anta samma virde,
diremot ir det inte ldmpligt att representera ett generellt samband med ett
specifikt samband i vilket variablerna har samma virde.

7 Eriksson (2015) visar i sin licentiatuppsats att lirandemodeller fungerar
som en gemensamt matematikspraklig resurs i flersprakiga klassrum.
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Abstract

The aim for thisarticle, which draws upon on data from a design research
project based on Davydov’s principles of learning activity, is to discuss
which functions learning models can have to promote students’ collec-
tive discussions on algebraic expressions. The data is comprised of video-
taped lessons in Grade 1 and 5 respectively. The analysis focuses on con-
ditions for qualifying whole-class discussions and the functions learning
models can have for the students’ collective exploration of mathematical
structures and relationships in algebraic expressions. The result indicates
that learning models as mediating tools enable the students to conduct
creative and reflective discussions on algebraic expressions and their
components.
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