Sprakspalten

Diskreta tal ar inte diskreta

et finns ord som har en speciell betydelse i matematik. Ett sidant ir
D ordet diskret. Den forsta betydelse som kommer upp i en modern ord-

bok ir taktfull, finkinslig, forsynt, dimpad eller lagmild. Exempel
som ges ir ett diskret papekande; en diskret firg; att kli sig diskret; att vara
diskret nir du limnar salen. I Svenska Akademiens ordbok, SAOB 1916, kan
vi lisa att ordet diskret kommer av latinets discretus som betyder atskild, skild
frén varandra. Det ir ordets ursprungliga betydelse. Motsatsen ir samman-
hingande eller kontinuerlig.

S smaningom kom ordet diskret att anvindas i dverford bemirkelse for att
beteckna egenskaper hos en person som haller sig lite vid sidan av andra. En
sddan person ir ofta forsiktig i sitt tal, eftertinksam, varsam, forsynt, finkiins-
lig, lagmild. Det ir en person som kan behélla en hemlighet. Dirifran 6ver-
fordes ordets betydelse till konsthantverk som kunde beskrivas som dimpade
och mattfulla, och 4t saker som ska hallas privata och hemliga. P4 engelska kom
den nya betydelsen av ordet att fi en annorlunda stavning, och dirmed, helt
diskret, vandra ivig till att bli ett nytt ord. Pa engelska stir ordet discrete for
nagot avskilt och ordet discreet {6r nagot finkinsligt och ligmilt. Rubriken
skulle pa engelska vara Discrete numbers are not discreet, vilket kan oversittas
till Atskilda tal 4r inte forsynta.

I matematiken anviinds ordet i sin ursprungliga betydelse. Diskreta tal iir tal
som inte hiinger ihop, medan kontinuerliga tal gor det. Uttryckt med mingd-
lirans sprak definieras en diskret mingd som en mingd dir ett avstind har
definierats sddan att det for varje element finns ett minsta positivt avstind till
varje annat element. Vad innebir da det?

Jo, ettsiitt att forstd det ir att tinka att diskreta tal betecknar antal. Riknar
vi till exempel antal personer sa ir det bara hela antal, antingen 1 eller 2 eller
3 osv. Aldrig nigot diremellan. Det hinder att vi litsas som om diskreta tal
ir kontinuerliga genom att rikna medeltal. Exempelvis kan vi siga att svenska
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kvinnor i genomsnitt féder 2,3 barn. Det gar inte,
barn ir diskreta element och forekommer bara
som hela. Nir vi anvinder medeltal viljer vi att
betrakta de diskreta talen som kontinuerliga.
Bilden av diskreta tal som antal fungerar ganska
linge men innefattar inte negativa heltal som ocks
ir diskreta. Ett annat sitt dr att betrakta tallinjen.
Om vi enbart tittar pa heltalen p4 tallinjen sd utgor
de distinkta punkter med ett vildefinierat avstand
emellan (en enhetsstricka). De ir alltsé skilda fran

varandra pa tallinjen.
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Miingden av kontinuerliga tal motsvaras pa tallinjen av alla punkter, dven de
oindligt minga punkterna som ligger mellan heltalen. De ir oindligt minga
och siigs vara sammanhiingande, vilket innebir att hur nira varandra du éin vil-
jer tva tal s kommer det att finnas fler tal mellan dessa.

Nir elever ska ta klivet frin de vardagliga heltalen till den abstrakta mate-
matiska idén om en kontinuerlig talmingd uppvisar de ofta ett visst motstind.
Att det finns oindligt minga tal mellan exempelvis 1,0 och 2,0 kan vara svért
attacceptera. Elever tinker ofta pa talen diremellan som diskreta och uppriik-
neliga de ocksa. Till exempel kan elever svara att det finns precis nio tal mel-
lan 1,0 och 2,0 — inte oiindligt manga. Den hir revolutionerande férindringen
iforstaelsen av tal skulle nog kunna gras mycket mer explicit i skolans under-
visning. Nu kan det vara si att eleven moter heltal, s& plstsligt finns det deci-
maltal, sen negativa tal och sen moter de pi som sitt forsta (och ofta enda) icke-
rationella tal i skolmatematiken. Vilken mojlighet har eleverna di att forstd
olika talmingder och de egenskaper som kiinnetecknar dem?

Kontinuerlig kommer fran latinets continuus som betyder sammanhing-
ande. Ordet kontinuerlig anvinds i vardagen om foreteelser som varierar dver
tid utan sprangvisa forindringar. Under upplysningstiden betraktades natu-
ren som kontinuerlig. Planeters rorelser beskrevs med kontinuerliga modeller
och funktionsbegreppet definierades som en kurva som kunde ritas utan att
pennan lyftes, utan avbrott och mellanrum. Under senaste &rhundradet har vi
genom kvantfysiken kommit att betrakta manga forlopp i naturen i termer av
stegvisa forindringar som bittre later sig modelleras med diskret matematik.
Datavetenskapen har ocksé inneburit ett dkat intresse for diskret matematik.
En dator arbetar med tva diskreta virden: pa/av eller ett/noll. Det finns aldrig
nagot diremellan. En algebraisk struktur med endast tvé tal kallas for Boolesk.

Det finns dven tillfillen da diskreta fenomen modelleras som kontinuerliga
forlopp. Den aktuella pandemin #r ett sidant exempel. All data som samlas in
om smittspridning och insjuknade, tillfrisknade respektive doda utgors av dis-
kreta virden eftersom det alltid handlar om antal personer. Men {6r att {6r-
std foraindringen over tid betraktar vi datan som kontinuerlig och kan dirmed
beskriva utveckling med hjilp av funktioner som bide kan deriveras och inte-
greras. Modellen ger oss linjira funktioner och exponentialfunktioner som kan
ritas som kontinuerliga kurvor. For att knyta tillbaka till spaltens rubrik kan
man siga att s3 linge vi kan se de
diskreta virdena i data s ir de
inte alls forsynta. De visar faster
Greta som blivit sjuk, tva perso-
ner i klassen som ir smittade och
Kalles farmor som avlidit. Varje
individ sticker ut och represen-
terar en speciell, frin alla andra
4tskild person. Men nir vi bor-
jar titta pa aggregerade data och
behandlar informationen som
kontinuerlig, da férsvinner indi-
viderna in i mingden.
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Antal doda i covid-19 i Sverige under en mdnad, svarta punkter ir observerade
data och bld stjdrnor dr prognosticerad data. Kurvan dr exponentiell.
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Diskret matematik

Diskret matematik ir heltalsmatematik, det vill siiga en gren av matematiken
som omfattar kunskap om diskreta tal och problem som l6ses med hjilp av dis-
kreta tal. P4 universitetsniva finns det kurser i diskret matematik och dven pa
gymnasiet har det tidigare funnits en sidan kurs, men i grundskolans liroplan
star inte diskret matematik som ett eget kursinnehall. Att det inte finns som
ett eget centralt innehall i skolmatematiken innebir dock inte att vi inte ska
syssla med det — problem som ror diskreta tal dyker upp 6verallt. Hiir foljer
nagra exempel pd vad som kan ingd i diskret matematik.

Kombinatorik

Alla problem som handlar om p4 hur ménga siitt nigot kan ske eller hur manga
kombinationer av ndgot som finns ir problem inom diskret matematik. Hir dr
tvé exempel:

Tomtens traktor heter Alfred. Alfreds registreringsnummer borjar med bok-
staverna AFD. Hur manga olika registreringsskyltar kan det finnas som inne-
haller tre bokstaver ur Alfreds namn? (Ur Namnarens adventskalender 2019,

P4 hur manga olika satt kan du kombinera en maltid som bestar av huvud-
ratt och efterrdtt om du har 5 olika huvudrétter och 4 olika efterratter att
vélja pd?

Talteori

Inom skolmatematiken anvinds inte begreppet talteori, men nir vi héller pa
med att bygga forstielse for till exempel udda och jimna tal, primtal, delbar-
het, modulorikning eller talfolider sa hiller vi pd med talteori. Bide problem
och lésningar hanterar enbart heltal.

Ett talteoeretiskt problem handlar inte om att finna en 16sning utan om att
finna ettlogiskt argument fr [6sningen, ett bevis. Frigan ir alltsd inte bara Vad
dr svaret? Den egentliga frgan iir Hur kan vivara sikra pd svaret?

© Hur manga femsiffriga tal har ett udda antal Lor?
© Hur manga av heltalen frin 1till 100 dr delbara med 3?
o Vilket dr niista tal i foljden? Hur vet du det?
2,4,6,8...
3,10,17,24 ..
1,1,2,3,5813...
1,4,9,16..
1,2,5,10,17,26,37,50....
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Grafteori

Grafteorin har sitt ursprung i Eulers 16sning av det klassiska problemet med
Konigsbergs broar ar 1736. Problemet lir ha formulerats av sondagsflansrer
som ville promenera si att de passerade alla broar i Kénigsberg en ging, men
utan att behova gd éver nigon av dem tva ginger.

Euler 16ste problemet genom att reducera det till en graf ver noder och for-
bindelser. Med hjilp av den forenklade representationen kunde han sedan visa
att om det finns fler &n tvd noder som har ett udda antal forbindelser sé finns
det ingen 16sning. I Konigberg fanns fyra noder, och alla hade ett udda antal
forbindelser. On i mitten har fem broforbindelser, alla Gvriga landomrade har
tre broforbindelser.

Grafproblem iir roliga att arbeta med. Hiir ir ett problem som finns i olika
varianter:

Du startari punkt A och ska s& snabbt som mojligt ta dig till skatten i punkt B.
Du far bara ga pa stigarna. Avstandet mellan stigkorsningarna (noderna)
kallar vi for steg. Den kortaste vagen fran A till B &r 6 steg. Hur manga olika
vagar finns det fran A till B som &r 6 steg ldnga? Hur vet du sékert att du

hittat alla vagar?

En storre utmaning: prova att véxla upp till en karta med 4 x4 rutor, 5x5
rutor ellernxn rutor.
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