Lasse Berglund

Tankar fran marginalen

Marginalen som namns i rubriken ska fora tankarna till Fermats stora sats. Har
tar artikelforfattaren oss med pa ett resonemang genom ett liknande men
nagot enklare samband.

att han hade ett vackert bevis for en utsaga, men att marginalen tyvirr

var for smal for att rymma beviset, ir beromd. Utsagan var den som
numera ir kind som Fermats stora sats. Den siger att ekvationen a"= b"+¢"
saknar heltalslosningar for n > 2.

Mycket intressant, men tyvirr, det ligger utanfor ramen fér denna tidskrift
att bevisa denna sats — iven denna marginal ir for smal. Ett liknande men lite
enklare samband kan dock erbjudas. Att en ekvation saknar 16sningar ir en
smula otillfredsstillande, sd istillet tittar vi pi en ekvation med oindligt minga
heltalslésningar:

l l istorien om hur Fermat pa 1630-talet i en marginalanteckning angav

ar=b>—c?
Viinleder med ett specialfall:
B=bic?

En heltalskub kan alltid skrivas som en differens av tva kvadrater. Senare ska
vi ocksd betrakta den mer avancerade ekvationen med en summa i hogerledet.

Att prova sig fram och stdlla en hypotes

Det ir bra med uppgifter som kan 16sas pa olika nivéer. Vissa elever tar fram
riknaren och letar en stund. Kanske finner de f6ljande samband:

73 =282-21?
och méjligen far man hir ge lite viigledning:
73=(7-47—(7-3)

Sista hindret for att uppticka eventuella strukturer ir att andra faktorn i var
term behover skrivas om:

fh]

Hir skymtar ett monster och det 4r dirmed dags f6r en hypotes. Kanske far
man foljande forslag pa hur talen b och ¢ ir konstruerade:

_ala+]) oo a(a-1)
) I

b
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Det naturliga steget blir dirpa att forsdka bevisa hypotesen:

HL=b*-c*= (a(ﬂHl)T— (a(a—lﬂz: 4@ =a’*=VL
2 | | 2 4

For exempelvis talet 1000 som ir en heltalskub, ger vart nyfunna samband:

2 2
10°= (1()2'11) _(10;9) = (5- 11— (5-9) = 5545

Hir kan man passa pd att nimna konjugatregeln:
55452 = (55— 45)(55+45) = 10-100 = 1000

Enfoljdfrdga ir: Kan vivarasikrapiatt talenb=a(a+1)/2 och c = a(a—-1)/2 all-
tid ar heltal nir de bida innehaller en faktor 2 i nimnaren?

Angreppssdttet varierar

Andra vill kanske inte formulera en hypotes, utan hellre bara rikna pa. Ett sitt
ir att skriva kuben pa formen a® = aa®. Vi ser dd att:

a=b-c
aa®?=b*—c?=(b—c)(b+c) = {

Identifikation a*=b+c

av faktorer
Ledyvis addition respektive subtraktion ger samma uttryckt for b och ¢ som
ovan:

b a+a _ ala+l) - a—a  ala-1)
S22 S22

Eleverna har dirmed pavisat existensen av en kvadratdifferens, och da aterstar
att visa entydigheten. Denna del av problemet kanske passar andra elever och
for dem foljer hiir nigra rader.

Mer allmant samband

Om man tar ett tal i kubik och primtalsfaktoriserar, s ser man att talet kan
skrivas som en produkt av tva faktorer pd mer in ett sitt, till exempel:

6°=(2-30=1-2-2-2-3-3:3 = 1:216 =2-108 =372 =454
=636 =924 =827 =12'18

Vi anar att detta blir flertydigt och skriver dirfor a* som en produkt av tvd
allminna faktorer n och k:

nk=a*=b>-c*=(b-c)(b+c)

Med samma identifikation av faktorer som tidigare ger det:
b

k+n k—n
= Czi
2 2
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Nagra elevuppgifter:

o Visa forst att antingen iir bdde k och n jimna tal eller sd r bida udda, for
annars blir varken b eller ¢ heltal. Ange direfter alla de kvadratdifferenser
som finns doldai6°.

© Hur blir det om a ir ett primtal?

Mot hogre hojder

Utifrdn kubekvationen gir man sen vidare upp till fjirdepotenserna osv. Man
inser snart att man lika giirna kan ta sig an det allmiinna fallet en ging for alla:

ar= bZ _ CZ
Vi gor hiir en av flera tinkbara faktoriseringar av potensen:
aa'=a"=b*-c?’=(b-c)(b+c)

Samma gamla identifikation ger:

n-2 n-2__
b a(a—?+1) . a(a—-1)
2 2

Ett exempel: 7° =1204? 11972

Att a"=a’a"? osv, visar att inte heller detta ir entydigt. Ger man sig pa den
generella faktoriseringen, a*a™*, finner man samtliga differenser. Virt att hiir
notera ir att vi hela tiden har utgitt frin potensen. Det motsatta giller inte —
en kvadratdifferens kan inte alltid skrivas pa formen a”. Lat oss dirfor titta lite
nirmare pa talen som sddana.

Ga inte dver an efter vatten

Att ett udda tal alltid kan skrivas som en kvadratdifferens kan man finna utan
att gd denna omvig runt potenserna. Man delar upp talet i tva termer si att
dessa far en enhets skillnad, vilket alltid ir mojligt:

35=18+17

Att multiplicera ett tal med 1{6rindrar inte talets virde, 35=(18 +17)-1. Fran
konjugatregeln foljer nu de udda talens kvadrater:

35=(18+17)(18-17) = 182~ 172

eller om man hellre vill: 18 + 17 = 182 =172 som ocks4 alltid stimmer s klart.

Halften av alla jamna tal

Kan det vara sd att alla heltal kan skrivas som en kvadratdifferens? Nej, men
alla udda tal och "hilften” av alla jimna. Vi har konstaterat att k och n maste
antingen vara jimna bida tv3, eller udda bida tvi. D4 kan inte ett heltal inne-
hilla en tvda, for da blir bara en av k eller n jimnt. Sd om vi multiplicerar udda
med 2, fir vi alla tal som inte kan skrivas som en kvadratdifferens:

22m+)=4m+2 = 2,610,14,..
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D4 aterstar resten, det vill siga alla udda tal och alla tal delbara med 4:

De udda talen Fyrans tabell
13=7"-67 20=62—4
15=8-72 24 =7*-%

I I

[o.¢] [o¢]

P4 sidan 52 fann vi att talet 1000 kan skrivas med tva kvadrater. Nu vet vi att
dven 999 gir bra, likasd 1001 och 1003 och 1004 men inte 1002. Efter att ha
vandrat runt och botaniserat ett tag bland potenser och annat, har vi funnit,
ungefir som Pippi, att det mesta fanns diir vid grindstolpen hela tiden.

Over till summan

D3 konjugatregeln inte kommer oss till hjilp vid en summa, kan man kanske
tro att problemet dr odverstigligt. Men si ir inte fallet. Vi inleder med en kub
och forenklari forsta vindan genom att siitta b=a sd att vi far: a* =a? + ¢

Med riknaren i hand kan man sitta och prova en stund och kanske finner
man att &tminstone en kub kan skrivas som en kvadratsumma: 10°=10?+ 302
For att mer allmint se hur talet ¢ ir konstruerat, 6ser vi ut ¢ ur ekvationen:

d=a-a = c=ava-1
Det framgar att ¢ blir ett heltal om a —1ir ett kvadrattal. Vi gor en tabell:

a-1 a c=ava-1 aA=a’+c?
25 26 130 263 =26 +130?
49 50 350 50°=50%+350?

Innan vi tar oss vidare p4 huvudspéret med de tva kvadraterna i hogerledet, ser
vi frin detta specialfall en annan viig att folja: a*=a""'+ ¢%. Samma hantering
som ovan ger: 5% =512+ 312507

Ateranvandning

For att 16sa den mest intressanta delen i denna forenklade version av Fermats
stora sats, a*=b? + ¢, borjar vi med att betrakta foljande samband:

(m?+ k)0 +7) = (my+ k) + (mx—kyf (%)

Detta ir en trevlig identitet dd den har en produkt till vinster och en kvadrat-
summa till hoger. Detta pekar fram mot en iterativ 16sning pa vart problem. Vi
viljer fritt nigra viirden pa m och k med m > k. Dessa forblir sedan konstanta.

m=3 k=2 = F+2=13

Nu viljer vi samma viirden dven pa x och y s att vi far tva faktorer som ir 13.
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132 = (3+29)(3+29) = (3:2+2:3)+(3:3-2:2 = 12245

Enligt (*)
Eftersom 13 =122+ 5%siitter vinuin x =12 och y =51 vér ekvation (*).
133 = (32+29)(122+5) = (3-5+2-12)*+(3-12-2-5)* = 39>+ 267

Nu siitter vi in x=39 och y=26. Och pi denna vig fortsitter vi — iterativt —
genom att stoppa in de nya x- och y-virdena allteftersom de kommer:

134 =156 + 65
13°=5072 + 3387
!

0

Nackdelen med detta ir det monotona sifferriknandet. Dirfor forsoker vi nu
formalisera denna algoritm, sa att datorn kan utféra berikningarna.

En gammal trotjanare duger

Foljande program ir skrivet i en T-83:a. Det kan naturligtvis forbittras bade i
sin kod och vad giller finesser. Det visentliga i programmet ir utnyttjandet av
hogerledeti (*), och sa while-satsen som ser till att maskinen tuggar runti (*) sa
linge som man &nskar.

Anvindaren ska hiir vilja tva heltal M och K, diir M > K for att slippa nega-
tiva virden. Dessa utgor delar i vart tal a enligt a = M? + K2 I kérningen nedan
haranvindarenvalt: M=7 K=2 N=I1L

PROGRAM: KVADSUM

: Input "ANGE ETT HELTAL: ", M

: Input "ANGE ETT HELTAL: ", K

: Input "ANGE EXPONENT: ", N

M- X # Precis som med pennan nyss, far X

K > Y och Y samma varde som M och K.

2 - T # Enintern variabel T far startvardet 2.

: While T<N # Salange T inte ar storre an N, utfors
HL i (*) Ievererar{ MY +KX - B dessa tva berdkningar om och om igen.

: MX-KY - C Vardena lagras i B och C och skrivs

: Disp B ut efter varje loop.

: Disp C

: Disp ""

: z : é 220033468 # XochY far tillbaka uppdaterade varden.

. 355071645

cT+1 > T # T okas pa med 1 sa att loopen tar ett

: End 2927368451 steg framét.

836390986

Done

Det som syns i fonstret iir slutet pa tio stycken talpar med féljande tolkning:
5310 = 220933468> + 355071645
531 2927368451 + 8363909862

Tillsist ett trevligt specialfall: om man viljer att sitta N = 2 far man for olika vir-
den pd M och K en kiind klassiker utan nigra luckor varken bland de primitiva
eller deras multiplar.

N
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