Britt Holmberg & Cecilia Kilhamn

Algebra pa dubbel tallinje

Forfattarna visar hur tallinjen kan anvéndas for att visualisera algebraiska
uttryck och fungera som en modell for ekvationer och ekvationslésning.
Artikeln inleds med hur enkla algebraiska uttryck kan representeras som
avstand pa tallinjen i drskurs 5 och avslutas med att visa hur tallinjen kan
anvandas for att [6sa ekvationer med negativa tal.

samt hur tallinjen kan anvindas som en modell f6r addition och subtrak-

tion med savil heltal som brak. Hir gir vi ett steg vidare och visar hur diven
okiinda tal kan visualiseras p4 tallinjen och hur ekvationer kan 16sas med hjilp
av en dubbel tallinje. Tallinjen fungerar dirmed som en ingang till algebra.

I boken Unga matematiker i arbete — algebra beskriver Catherine Twomey
Fosnot och William Jacob hur matematiska modeller som till exempel tallinjen
kan betraktas som mentala kartor éver samband, och hur dessa kan hjilpa oss
att forstd och symbolisera var virld. Fosnot och Jacobs forskning visar att den
dubbla tallinjen kan vara ett kraftfullt hjilpmedel niir elever utvecklar kunska-
perialgebra.

Ett tal kan visualiseras pa olika sitt pa tallinjen, antingen som en punkt eller
som ett avstand. Nir talet visualiseras som en punkt far talet sitt viirde av hur
det ir placerat i relation till andra tal pa tallinjen, dir talen O och Tutgor de vikti-
gaste referenspunkterna. Nir talet visualiseras som ett avstdnd far det sitt viirde
i jimforelse med andra avstind. I den hir artikeln ska vi visa hur obekanta tal
kan vara bdde avstind och punkter, och hur dessa olika representationer av tal
kan anviindas for att utveckla forstaelse for algebraiska uttryck och ekvationer.

Itre tidigare artiklar har vi beskrivit tallinjen som ett didaktiskt redskap,

Okanda tal som avstand pa tallinjen

Viborjar med att beskriva en lektion for att skapa en kontext kring algebraiska
uttryck pd tallinjen. Lektionen som beskrivs genomfordes nir Kara Imm fran
Mathematics in the City i New York var pi besok i Goteborg. Tillsammans
med elever i drskurs 5 utforskade Kara olika sitt att representera hopp och steg
pi en dppen tallinje och gjorde jimforelser genom att utnyttja en dubbel tal-
linje. Kara genomforde en lektion, som trots att den holls pa engelska fung-
erade utmirkt med eleverna. Kara var mycket imponerad av svenska elevers
kunskaper i engelska — och matematiken ir ju universell.

Uppgifterna som vi ska beskriva tog avstamp i en realistisk kontext som
eleverna far undersdka och matematisera utifrin. Att kontexten ir realistisk
innebir att det ir en situation som eleverna kan forestiilla sig och engagera sig i,
snarare in att den ir direkt himtad fran verkligheten. Kara bad eleverna tinka
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pa ett djur som kan hoppa. En gemensam forutsittning var att djuret antogs
kunna gora hopp och gé steg, och att alla hopp respektive steg som ett visst djur
gjorde alltid var lika linga. Nir alla hade fitt kontexten klar for sig och kunde
tinka pa ’sitt” djur genomforde de tillsammans en serie ssmmanlinkade upp-
gifter, en s kallad ’string’.

Uppgifterna fokuserar pd det matematiska innehallet och leder fram till
ett problem som eleverna sedan ska arbeta med i mindre grupper. I en string
ir den forsta uppgiften enkel att I6sa och de &vriga uppgifterna ir samman-
linkade s att svarighetsgraden dkar samtidigt som den matematiska idén som
finns inbiddad blir allt tydligare. Kara anvinde en &ppen tallinje for att visua-
lisera elevernas losningsforslag pa tavlan. Allteftersom uppgifterna lostes fyll-
des tavlan med bilder av tallinjer som eleverna kunde relatera till och senare
anviinda for att 16sa huvudproblemet. Tallinjen ir till for att ge eleverna en
modell att tinka med. En uppgift i taget ldstes gemensamt och representatio-
nen diskuterades tills alla var verens. Bilden visar tavlan efter att alla fem upp-
gifterna i serien var 15sta.
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Den sista uppgiften i serien ir mer utmanade genom att bdde hopp och steg
blandas. Eleverna kom fram till att de fyra hoppen méste landa 8 steg fore 52,
alltsa pa 44. Om sedan 44 delas in i fyra lika lainga hopp maste varje hopp vara
11 steg. Hela tankegidngen ritades p4 tallinjen och skrevs ocksa med siffror for
att alla elever skulle ha méjlighet att folja utrikningarna under diskussionen.

I den beskrivna lektionen representeras det okiinda talet av ett hopp pa tal-
linjen. Tillsammans med enhetssteg kan dirfor uttryck som 4x+3 och 3x—6
kontextualiseras som hopp och steg och dirmed representeras och jaimforas.

Grodhoppstivlingen

Lektionen fortsatte med ett problem himtad ur The California frog-jumping
contest dir olika grodor tivlar mot varandra. Problemet handlar om att avgora
vem som vinner och hur lingt de hoppar. I Nimnarenartikeln Grodhopp —
algebra i femte klass har Kirsti Tangen mer i detalj beskrivit hur elever i Norge
arbetar med dessa uppgifter.

Det problem Kara gav eleverna handlade om grodan Sunny som hoppade
vid tva olika tillfillen: ena gidngen 4 hopp och 11 steg och andra gingen 5 hopp
och 4 steg. Bida gdngerna landade han pa samma plats. Elevernas uppgift var
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att rita hoppen och stegen pa tallinjen och bestimma var pa tallinjen grodan
landade till slut och hur lainga hoppen var. Uppgiften och valet av tal syftade
till att ge eleverna moijligheter att uppticka att algebraiska uttryck som ser
olika ut ind4 kan betraktas som lika om de representerar samma viirde. De ir
ekvivalenta representationer av samma resultat trots att viigen till resultatet ir
olika. Sunnys hopp kan beskrivas symboliskt med uttrycken 4x +11 respektive
S5x+4,vilka bdda landar pa samma stille. Alltsa dr 4x +11=5x+4.

Under arbetet utmanade Kara eleverna att anviinda sig av och laborera med
tallinjen. De ritade och ritade om och utvecklade hela tiden tallinjen som en
modell att tinka med. Nagra elever ritade forst tvd parallella tallinjer men hade
problem med att jimfora hoppens lingd och antal pa de bida tallinjerna. Sa
sminingom sig eleverna att de blev littare att anvinda en tallinje och att hop-
pen och stegen maste ritas lika linga dver och under tallinjen. Istillet for tva
tallinjer anvinde de en dubbel tallinje.

PQ\/? /Jf

‘__v

Lingden pa hoppen ir okinda men ska vara lika langa enligt ursprungsanta-
gandet. Nir eleverna hade ritat in alla hopp och steg upptiickte de att de fyra
hoppen ver linjen och de fyra hoppen under linjen inte behover riknas efter-
som de var lika manga.

Kvar fanns de 11 stegen pa den vre tallinjen och ett hopp och 4 steg pi den
undpre tallinjen. Dessa steg studerades och eleverna sig att stegen dver tallin-
jen kunde delasiniett hopp och 4 steg vilket gav att varje hopp méste vara lika
mycket som 7 steg.

Direfter kunde de sitta ut talen pé tallinjen: 7- 4 =28; 28+ 7 steg hamnar pi 35
och med ytterligare 4 steg landar det sista steget pa 39.
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Nista steg ir att infora bokstavssymboler for de okinda talen och jimfora
olika algebraiska uttryck. Den dubbla tallinjen har da dvergatt frin att vara en
modell av grodans hopp till att vara en modell for att representera och resonera
om algebraiska uttryck.

e ) ‘ P4 bilden jaimfors tva uttryck for grodhoppen diir

o det som tidigare visades dver respektive under tallin-
jennuir hoger och vinster led i likheten.
J+J+J+J+ N =J+J+J+J+J+4, dir J dr lingden pa
grodans hopp. Fordelen med att anvinda den dubbla
dppna tallinjen som modell i arbetet med inledande alge-
bra ir att den hjilper eleverna att uppticka likheter och
synliggor forhillandet mellan hopp och steg, mellan okinda
tal och konstanter. De far en bild av ekvationen och dirmed
blir ekvationen meningsfull och ekvationslosningen nagot
annat in en procedur att lira in.

Okanda tal som punkter pa tallinjen

I Karas lektion var okiinda tal representerade som avstind pa en tallinje och
olika algebraiska uttryck kunde relateras till varandra pa en dubbel tallinje. De
tal som grodan hamnade pa markerades som punkter pA tallinjen och dessa var
ioch for sig ocksa okiinda till en borjan. Nu ska vi beskriva en annan serie sam-
manlinkade uppgifter som fokuserar pa okiinda tal som punkter. Istillet for
grodhoppen utgor tallinjen i sig en kontext som bygger pa att eleverna tidigare
arbetat med tallinjens egenskaper. Uppgifterna ir himtade frin en minilek-
tion som finns beskriven i boken Algebra problem strings.

Syftet med lektionen ir att introducera en 6ppen dubbel tallinje som
ett verktyg for att representera algebraiska likheter och for att 16sa ekvatio-
ner. Introduktionen av den dubbla tallinjen bor ske innan eleverna borjar
l6sa ekvationer. Lirarens uppgift ir att modellera elevernas tankar pa tallin-
jen sé att eleverna kan se 16sningen av uppgiften. Liraren borjar med att rita
en oppen tallinje. Det forsta tal som siitts ut dr x=3, diir x sitts ovanfor och 3
sitts under tallinjen. Tallinjen blir dubbel med algebraiska uttryck ovanfér och
numeriska under.

»
'

X
)
3

Uttrycken som diskuteras ror sig sedan kring tal runt nollan, som utgér en refe-
renspunkt. Aven talen till vinster om O introduceras, liksom begreppet mot-
satt tal. I tur och ordning diskuteras och representeras féljande uttryck:

x = 3
x = -2
x = 5
x = -4
x-4 = 6
x+4 = -6
x—4 = -10
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Vi beskriver nu hur minilektionen skulle kunna g till.

Liraren: ~ Omux=3var finns da 0 pa tallinjen?

Eleverna fir mojlighet att diskutera tillsammans och
liraren sitter s smaningom ut O pa ritt plats tre steg till
vinster om 3.

Liraren: ~ Omx=-2var finns da 0 pa tallinjen?

Eleverna far majlighet att diskutera och liraren sitter
sedan ut O pa ritt plats tva steg till hoger om -2.

Liraren:  Vilket tal ir det motsatta talet till -2 och var
ligger det?

Talet 2 sitts ut pa tallinjen.

Liraren:  Vad hinder om det motsatta talet till x ir
lika mycket som 5? Var dr 0 da? Och var ir x?

Det hiir ir en knepig friga eftersom eleverna férst miste
reda ut vad som menas med "motsatta talet till x” sedan
att det kan skrivas -x, och sé se att -x ir samma som 5.
Gemensamt resonerar eleverna sig fram till att om x=-5,
ddir-x=5.

Liraren:  Omdet motsatta talet till x ir hir vid -4, var
drda x?

Tillsammans fir eleverna befista att talet O utgor en
referenspunkt och att tal som iir lika langt frin O pa 6mse
sidor dr motsatta tal. Minustecknet i det hir samman-
hanget betyder inte subtraktion och inte negativt tal
utan just motsatt tal.

Liraren: ~ Om jag nu siger att ett tal minus 4 ir 6, da
vet ni sikert vilket det okinda talet ir. Vi
kan sitta ut x—4 och 6 pa var sin sida om
tallinjen.

Liraren: ~ Omvi vetattx—4 ligger hir, var kan da talet
x ligga?

Eleverna far diskutera tills de ir eniga om att x maste
ligga 4 steg till hoger om 6. Det innebir att x=10.

Liraren: ~ Nu kommer utmaningen, om x+4=-6, vad
drdax?

P4 den hir uppgiften ir det vanligt att elever foreslar
olika svar, exempelvis att x= 2, x=-2, x=10 eller x=-10.

X
: : >
0 3
X
| >
-2
X
—t— >
2 0 2
-X
= B
0 5
X -X
= = —
-5 0 5
-X
f >
-4
-X X
= = = >
-4 0 4

\

o+ |

NAMNAREN NR1-2020 11



Liraren ritar upp tallinjen och lyfter fram resonemanget som utgar fran den.

x+4
| »
} >
-6
X 4 x+4
m >
-10 -6

Liraren:  Jobba nu parvis och forsdk lista ut den hir: om x—4=-10,
vad dr dax?

\

[
-10 -6

Med tallinjen som tankemodell 4r det inte svart for eleverna att senare 16sa
ekvationer som dem till hoger.

Kara menar att lirare som undervisar i algebra inte
har som uppgift att presentera firdiga och forutbe- x = 12
stimda regler och fakta for eleverna utan att hjilpa dem 2% = 12
att utveckla en forstdelse for matematiska samband.

. . . . .. 2x = 10
Lektioner med varierande lektionsstrukturer, frigestill- *
ningar, undersdkningar, gemensamma diskussioner och x/2 = 3
korta minilektioner med en serie ssmmanhiingande upp- /3 = -2

gifter ger eleverna sdidana majligheter.

Viharide hir bidalektionsbeskrivningarna visat hur en dubbel tallinje kan
anviindas for att representera okinda tal, bide som avstind och som punkter,
och fungera som en kontext for att skapa mening i och hantera negativa tal och
motsatta tal i samband med ekvationsldsning,
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