Anders Mansson

Multiplikation med negativa tal

Varfor ar "minus ganger plus minus” och "minus ganger minus plus”? Det
ar en fraga som elever ibland stéller och som en matematiklarare behover
kunna besvara. Forfattaren ger en forklaring och funderar ocksa éver mojliga
alternativa definitioner av multiplikation med negativa tal.

och varfér ”plus ginger minus ir minus” (+ - — = =). Vanligtvis definieras

multiplikation som upprepad addition, under férutsittning att multi-
plikatorn ir ett naturligt tal. Ar a ett naturligt tal och b ett godtyckligt tal, kan
multiplikation definieras pa foljande vis:

ab Zbibib+.. . +b
%_J

astycken

l 4t oss borja med att motivera varfor plus ginger plus ir plus” (+ + + = +)

Med denna definition giller exempelvis att

3-2=2+2+2=6
| —

3stycken
3:(-2)=(+(-2)+(-2)=-6
| S —
3stycken
Detta motiverar varfor + - + = + och varfor + - — = —. Men hur definieras mul-

tiplikation nir det forsta talet dr negativt? En mojlighet ir att definiera multi-
plikation med en negativ multiplikator (a < 0) som upprepad subtraktion:
def

ab=-b-b-b-.-b
%—J
|a| stycken

Vid upprikningen skriver vi nu absolutbeloppet av g, eftersom multiplikatorns
negativa egenskap synsiatt den upprepade additionen byttes ut mot upprepad
subtraktion. Med denna definition giller exempelvis att
(*3)2 = 727272:76
S ——
3stycken

(-3)(-2) =—(-2)-(-2)-(-2)=2+2+2=6
—_—

3stycken
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Pi detta sitt kan vi alltsd motivera varfér "minus ginger plus dr minus”
(- + + = -) och varfér "minus ginger minus ir plus” (- - = = +). Ett problem ir
att vidé fir en definition av multiplikation som ser olika ut beroende pa om det
forsta talet dr positivt eller negativt:

. b+b+b+...+b oma=0
av= astycken

“b-b-b-...-b oma<0
|a| stycken
Ettannat problem med att definiera multiplikation med upprepad subtraktion
ir att detta inte ir sirskilt vil forankrat, varken i samhiillet eller bland mate-

matiker. Vi vinner alltsd inte s3 mycket p4 att introducera multiplikation som
upprepad subtraktion for att forklara multiplikation med negativa tal.

Rakneregler

Hur tacklar matematiker frigan? Matematikerna Ian Stewart och David Tall
forklarar det indirekt, pa foljande vis: Du kan definiera a-b som du sjilv vill,
s& linge definitionen uppfyller en viss uppsittning fundamentala rikneregler.
Riknereglerna ir fundamentala eftersom vi kan visa att frdn en handfull rik-
neregler kan vi bygga upp matematiken. I denna uppsittning ingar bland annat

foljande rikneregler:
a-b=b-a (D
(a-b)-c=a-(b-c) (1)
a-(b+o=ab+ac (11D

Exempelvis siger den forsta rikneregeln att multiplikation dr kommutativt,
dvs oberoende av talens ordningsfolid. Det dr enkelt att motivera varfér den
rikneregeln giller om vi definierar multiplikation som upprepad addition,
i alla fall om vi begrinsar oss till naturliga tal. Exempelvis kan vi forklara att

2-3=3-2med hjilp av figur L.
00O
00O

Figurl

A enasidan bestar figuren av tva rader av bollar med tre bollar i varje rad, dvs
totalt 2-3 bollar. A andra sidan bestir den av tre kolumner av bollar med tvd
bollar i varje kolumn, dvs totalt 3-2 bollar. Oavsett hur vi ser pa det ir det
samma antal bollar. Det giller alltsd att 2-3=3-2. Eftersom det inte dr ndgot
speciellt med talen 2 och 3, méiste samma sak gilla for godtyckliga positiva hel-
tal @ och b. Didrmed har vi motiverat rikneregel (I). Pa liknande sitt kan vi
motivera de andra fundamentala riknereglerna fér naturliga tal.

Vill vi att de fundamentala riiknereglerna ska gilla dven for negativa tal kan
vi visa att det logiskt foljer att - - + = - och -+ - = +. Enligt definitionen av
multiplikation som upprepad addition har vi att 3-(-2) =—6. Om rikneregel
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(1) dven ska gilla for negativa tal, foljer att (-2)-3=3-(-2)=-6, dvs "minus
ginger plus dr minus”.

Forattforklara varfor "minus ginger minus ér plus” kan vi betrakta uttrycket
(2)-0. Ska rikneregel (I) dven gilla for negativa tal ir (-2)-0=0-(-2). Enligt
definitionen av multiplikation som upprepad addition giller att 0-(-2)=0.
Alltsa giller att (<2)-0=0. Vidare giller att 0=3+(-3), vilket ir ett specialfall
av en annan fundamental rikneregel. Kombinerar vi allt detta med rikneregel
(IID), far vi

0=(-2)-0=(-2)- B+ (-3)=(-2)-3+(-2)- (-3 =-6+(-2)(-3)

vilket innebir att (—6)+(-2)-(-3) =0. Ska detta stimma maéste foljande gilla:
(2)-(-3)=6, dvs "minus ginger minus ir plus”.

Alternativa definitioner

Vi har alltsd visat att om riknereglerna ska gilla dven for negativa tal, foljer det

att- - + = —och - - — = +. Men varfér vill vi att riknereglerna ocksa ska gilla for
negativa tal? Det finns inget som hindrar oss fran att i stillet definiera multi-
plikationsd att -« + = + och - - - = = En anledning till att vi viljer att inte gora

det iir for att matematiken da hade blivit mer komplicerad, eftersom vi hade
varit tvungna att ha olika rikneregler for positiva och negativa tal. Dessutom
hade inte matematiken stimt vil éverens med hur den anviinds i matematiska
tillimpningar. For att férklara nirmare vad vi menar med detta testar vi ett par
alternativa definitioner.

Anta att + - - = - men att — - + = +. D3 har vi definierat multiplikation si att
foljande giller:
+o+=+ +o-=- -+ =+ - —=+

Vi utgar frin att multiplikation med noll alltid ger noll oavsett ordningsfolid.
Eftersom det bara iir tecknen pd multiplikationerna vi har indrat pa, har vi inte
tagit med storlekarna pa talen i multiplikationerna hir. Exempelvis innebiir
-+ +=+att (-3)-2=6. Det ir enkelt att visa med exempel att denna indring
av definitionen av multiplikation inte ir forenlig med nagon av riknereglerna

(D), (ID) eller (IID).

Anta att vi istillet ersatt - - — = + med - « - = - och definierat multiplikation
pa foljande vis:
+-+=4 +e—-=- -4 = —_—— = -

Det dr enkelt att visa att denna indring ir férenlig med rikneregel (1) och (1),
men inte med rikneregel (I11).

Anta att vi gjort bigge indringarna si att vi definierat multiplikation pa fol-
jande vis:
+e+=+ +eo—== -t =+ ———=-

I detta fall blir definitionen férenlig med rikneregel (IT) men inte med (1). Den
ir forenlig med rikneregel (I1I) som vi formulerat den tidigare, men diremot
inte med foljande variant: (a+b)-c=a-c+b-c.

Det iir alltsd mojligt att definiera multiplikationsd att - - + = +och- - - = -
Men da kommer inte lingre alla fundamentala rikneregler att gilla for alla tal
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vilket hade gjort matematiken mer komplicerad. Om "plus ginger minus ir
minus”, men “minus ginger plus vore plus”, hade vi till exempel inte lingre kun-
nat tolka de bada uttrycken 2 - (~100) och (-100)- 2 som "en skuld p4 100 kr som
dubbleras”. Da hade 2-(-100)=-200 varit ett negativt tal och (~100)-2=200
hade varit ett positivt tal. Vidare skulle det varit svirare att sitta upp och tolka
algebraiska uttryck och formler om tecknet pd en multiplikation skulle bero
pé ordningsfoljden av talen i en multiplikation. Nir vi sitter upp algebraiska
uttryck och formler vet vi inte alltid vilka tecken de ingdende talen ska ha. Men
det hade vi behovt veta eller ta hinsyn till om multiplikation inte varit kom-
mutativt. En anledning till att vi vill att multiplikation ska vara kommutativt ir
for att vi ska slippa den typen av problem.

Nar matematiken tillampas

Att matematiken blir enklare ir inte den enda anledningen till att vi defi-
nierat multiplikation si att de fundamentala riknereglerna ska gilla. En
annan viktig anledning ir att matematiken di stimmer 6verens med hur den
anvinds i matematiska tillimpningar, till exempel i fysiken. Betrakta exem-
pelvis en bil som ror sig med konstant fart v lings x-axeln (se figur 2). Vi kan
bestimma bilens position x vid tiden t med formeln x =v-t. Anta att bilens fart
ir v=>5meter per sekund. Da giller att

vid tiden t=—14r bilens position x=5-(-1)=-5
vid tiden t=0 iir bilens position x=5-0=0
vid tiden t=1ir bilens position x=5-1=5
t=1

t=-1 t=0
Figur2 ﬁ — =5 ﬁ —_—=5 ) \ﬁ — =5
S5 4 3 2 -1 0 1 2 4 5

Vilken formel ska vi anviinda om bilen istillet ror sig till vinster (se figur 3)?
Om v fortfarande ska vara bilens fart, kan vi anviinda oss av formeln x=—(v-1).
Med denna formel far vi korrekt att

3

vid tiden t=—1r bilens position x =—(5-(-1)) =—(-5) =5
vid tiden t=0 iir bilens position x =—(5-0)=0
vid tiden r=1ir bilens position x =—(5-1)=-5

t=1 t=-1

t=0
Figur3 V7= ﬁ - V=5 — 6»;;;:; V=5 — ﬁé&‘j}
-5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5

Notera att utrikningen —(—5) =5 inte ir ett exempel pd "minus ginger minus”
utan "minus av minus”. I formeln x=—(v-1) star minustecknet framfor pro-
dukten v-t. Formeln x = —(v-1) dr alltsd inte formellt sett identisk med formeln
x=(-v)-t.
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Det ir inte si ekonomiskt att behdva anviinda tva olika formler, x=v-t och
x=—(v-1), beroende pd om bilen rér sig 4t hoger eller viinster. Det hade varit
enklare om vi hade kunnat anviinda en och samma formel for bidda situatio-
nerna och det kan vi, men di behover vi infora begreppet hastighet istiillet for
fart. Hastighet dr enkelt uttryckt fart med riktning. Ror sig bilen at hoger med
farten 5m/s dr bilens hastighet v=5m/s. Ror sig bilen at viinster med farten
5m/s dr bilens hastighet v=-5m/s. Genom att lita v i formeln vara hastighet
istillet for fart, kan vi anvinda formeln x=v-t bide nir bilen ror sig 4t hoger
och vinster. Men i sd fall miste vi definiera minus ganger plus som minus och
minus ginger minus som plus. For att inse detta, betraktar vi exemplet nir
bilen ror sig till viinster med hastigheten v =—5m/s (se figur 4).

t=1 t=-1

t=0
V=5 <t— ﬁf V==5 <t— G » V=n5 <t— ﬁx, Figu1’4
-5 4 3 -2 -l 0 1 2 3 4 5

Viser i figur 4 att bilens position vid tiden t=14r x=-5. Sitter vi in detta i for-
meln x=v-t med hastigheten v=-5, fir vi -5=(=5)-1. Om detta ska stimma
maste vi definiera (-5)-1 som —5. Eftersom en fysiker riknar med formler pd
det hiir viset, behover en fysiker dirfor definiera minus génger plus som minus.
P4 samma sitt kan vi visa att minus ginger minus behéver vara plus. I figur 4 ska
bilen ha positionen x =5 niir t=—1. Formeln x=v-t blir i detta fall 5=(-5)- (-1).
For att detta ska stimma maste vi definiera (-5)-(~1) som 5.

Exemplet med bilen och formeln x=v-1 ir inte unikt. Det gir att finna
manga andra exempel pd matematiska tillimpningar, inte minst inom natur-
vetenskapen, dir man anvinder matematiken pa ett sitt som forutsitter de
definitioner vi har valt. Det existerar alltsd ett samspel mellan vetenskap och
matematik. Matematiken ir inte nigot som bara ir givet, utan ocksi nigot
som konstrueras. Svaret pd frigan varfor minus ginger plus dr minus och
minus ginger minus ir plus ir alltsd att man valt att det ska vara pa det viset,
for att matematiken ska bli enklare och for att matematiska tillimpningar kri-
ver det. Det finns inget som hindrar oss frdn att anvinda andra definioner,
om det finns behov av det. Didrmed inte sagt att det ir nodvindigtvis ir exakt
denna forklaring man ska ge till en elev. Full forstielse for svaret kriver nim-
ligen en viss matematisk mognad. Diremot ir det viktig att liraren vet svaret,
s& kan denne sjilv bestimma hur svaret ska utformas beroende p4 situationen
och elevens forutsittningar.
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