Cecilia Kilhamn & Susanne Frisk

Reflekterande och
matematiserande barn

— en utmaning

Vilka didaktiska strategier fungerar
foratt starka elevernas matematiska
formagor?  Nar  mdlet  med
undervisningen forandras fran att
lara ut matematiska procedurer
och faktakunskaper till att utveckla
formagan att kommunicera och
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[draren infér nya utmaningar. I den
har artikeln ska vi beskriva ndgra
didaktiska strategier som provas ut
i ett projekt i Géteborg.

ning professor Catherine Fosnot bedrivit, som bland annat resulterat i

materialet Contexts for learning mathematics, har en grupp lirare och fors-
kare fran Goteborgs universitet startat projektet ROMB: Reflekterande och
matematiserande barn. Det som utforskas inom ROMB ir ett forhillningssitt
till matematikundervisning som bygger pa att eleverna arbetar s som matema-
tiker gor: de utforskar — reflekterar — kommunicerar. [ samarbete med lirare pd
en grundskola i Gteborg testar vi hur det amerikanska materialet och under-
visningssittet fungerari ett svenskt klassrum. Undervisningen utgari hog grad
fran elevernas tankar och skiljer sig frin det mer klassiska lektionsuppligget
dir liraren borjar med en genomgang av ny kunskap som foljs av eget arbete didr
den nya kunskapen ska tillimpas.

En av delarna i denna undervisning ir s kallade minilektioner: en kortare
lektion eller del av lektion diir ett mycket specifikt matematiskt innehall stér i
fokusi ett lirardrivet samtali helklass. Vi ska titta pa en sidan minilektion som
handlar om forstaelse av positionssystemet och varfér addition med nio mot-
svarar en okning med ett tiotal f6ljt av en minskning med ett ental. Dialogen ir
fiktiv men baserad pa en lektion vi besokt i New York och aktiviteter testade i
Goteborg. Efter dialogen diskuteras nigra av de strategier liraren anvinder for
att fostra "matematiker”.

Inspirerade av centret Mathematics in the city i New York och den forsk-

ROMB-projektet har tidigare tagits upp i Ndmnarens nummer 2015:4 och 2016:2
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Samtal i helklass

Liraren samlar eleverna i drskurs 31 en ring pa golvet s att alla ser varandra. P4
tavlan skriver liraren 8 och siger att de idag ska gora en "riknerunda” pa addi-

tion med 9.
L: Ténk efter vilket som dr ndista tal om vi utgadr fran 8 och adderar 9. Tummen
upp ndr du ténkt fardigt.

Nir flertalet barn visar tummen upp framfor brostet fortsitter liraren:

L: Vénd dig till din mattekompis och berdtta vilket tal det dr och hur du gjorde
for att komma fram det.

Eleverna viinder sig mot varandra parvis och pratar intensivt i en halv minut
tills liraren avbryter genom att signalera tystnad med handen i vidret.

L: Erik vilket ér ndsta tal efter 8 om vi adderar 97

Erik: 17 och sen 26.

L: Har vifler forslag? ... Aralla éverens? ... Hur kan vivara s sdkra pd att det
ari17?

Eleverna ricker upp handen.

Mica:  Jag rdknade. 91011121314 1516 17-9fingrar

L: Du réiknade med hjcilp av fingrarna, det dr en scker strategi. Ar det ndgon
som har ett férslag p& en annan strategi?

Peter: Vi tdnkte sa hdr, plus 10 och sen minus 1.

L: Ni adderar 10 och subtraherar 1. Vad sciger ni andra om den strategin?
Stdmmer det? Hur kan vi vara sékra pa det? Kommer det alltid att fungera?

Malin: - Ja, f6r om man plussar 9 och sen en till sé blir det 10, sé om man istdllet plus-
sar 10 och tar bort en blir det som att plussa 9.

L: Héller ni andra med Malin om det? Ar det ndgon som har en fundering kring
den hdr strategin?

Eleverna skakar pa huvudena.

L: Okej, Peter och Elin, det verkar som om alla dr med pd att er strategi
fungerar, dr det en strategi som ni rekommenderar? Varfér dr det en effektiv
strategi?

Peter:  Det cir mycket snabbare dn att rikna 123456 7 8 9 varje gdng. Det dr bara
typ 8 plus 10 ¢ir 18, och sd minus 1 dr 17. Plus 10 dr ju enkelt.

Lirare skriver nu upp strategin pa blidderblocket:

+10-1. Addera 10 & subtrahera 1. g 08
L: Okej, nu sdtter vi igdng. Vi gdr varvet runt och 17 107
adderar 9. Max, vilket dr ndsta tal efter 17?2 % 16
Eleverna siger talen i tur och ordning, det gir snabbt 35 125
och smidigt. Liraren skriver alla tal i en kolumn pa
I . o 44 134
tavlan. Nir de gatt varvet runt ser tavlan ut som pa
bilden. 53 143
62 152
L: Titta nu pa den talfolid vi fatt hdr. Vad kan vi se? 71 167
Kan vi se ndgot ménster? Titta efter vad som
dndras och vad som dr samma. Vénd dig till din 80 170
mattekompis och berdtta vad du ldgger mdrke 89 179
till i talféliden.
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Eleverna pratar med varandra om talféljden och liraren gar runt for att snappa
upp vilka iakttagelser de gor. Kim och Anna tappar koncentrationen och alar
runt pa golvet sa ldraren ingriper och ber dem beritta for henne vad de sett.
Efter ca tv minuter signalerar liraren tystnad genom att hoja handen i luften.
Eleverna tystnar och tittar framét igen. Liraren pekar pa entalen.

L: Jag hérde Kim och Anna berdtta hdr om att de sett ndgot intressant med de
hdr talen, vad var det, kan du berdtta fér de andra Anna?
Anna: De talen gdr hela tiden bakat. Entalen.

L: Entalen gdr hela tiden bakdt, vad menar hon med det? Peter, kan du se vad
hon menar?

Peter:  Jaalltsad dom gdr876 5432 10. Fast sen gbr dom inte det utan bérjar om
igenpd 98 7.

L: Hdr har vi tvd iakttagelser: entalet ser ut att minska med 1 varje gdng men
vid 0 bérjar det om pad 9.

[Liraren skriver -1 mellan de forsta talen i foljden.]
Ar det ndgon som lagt mdirke till ndgonting annat?

Lisa:  Den andra siffran gar uppat.

L: Den andra siffran, vilken siffra menar du da?

Lisa:  Tiotalet, det 6kar med 1 hela tiden cinda till 8 men 8 kommer tvd gdnger och
det gor 17 ocksd i andra spalten

L: Vi ser alltsé att tiotalen &kar varje gdng, 6kar de ocksd med 1 [Elevema
nickar.] Och ndr vi Skar med 1 tiotal hur mycket 6kar talets véirde da? Ar det
ndgon skillnad mellan ndir ett ental Skar med 1 och ndir ett tiotal Skar med
1?

Malin:  Entalet blir liksom ett stérre men ndir tiotalet 6kar med 1 blir det liksom tio
storre. 1 tiotal dr ju som 10.

L: Det Malin sdger dr alltsé att ndir tiotalet 6kar med 1 sé dr det samma sak
som att talet Skar med 10 virde. Okej, vi repeterar era iakttagelser: Anna sa
att entalen minskar med 1 och Lisa att tiotalen 6kar med 1. Varfér dr det sa?

Lisa:  Jag vet! Det dr for det dr det vi gér, vi plussar pé 10 och tar bort 1.

L: Men sen hdnder ndgonting hdr runt 80,

8 tiotal, och vid 170, 17 tiotal, vad dr det
som hdnder hdir? C 0 unhn b
Diskussionen fortsiitter dnnu en liten stund |« Stre 4 Yor N o O pe | Add 10 2’1

tills klassen formulerat ndgra slutsatser kring
varfor foliden ser ut som den gor runt 80 och .

170. Som avslutning ber liraren eleverna tinka g 6 \ Q ((‘1 i q \‘)M
vidare pa hur foljden kommer att fortsitta “‘, v |0 7

efter 179: Ndr kommer nsta tvd tal med samma %
antal tiotal att dyka upp? Den frigan besvaras Lw . l \ (0 ° o
inte utan sparas till ett senare tillfille s3 att alla 7)1 y \ 2}) *v

ska ha chans att tinka efter. L\“ | 3”& &
TR

Bild pd riknerundan frin klassrummet 62_
i New York, med ett av de argument som
kom fram under diskussionen kring 7 \

vad som hénder vid 80 och 89:
9 éir den higsta siffra som kan skrivas “

pd entalens plats néir man adderar 10.
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Matematisk idé

Vi ska nu titta lite nirmare pd de didaktiska strategier som utmirker den hir
minilektionen. Den matematiska idén ir birande i hela aktiviteten, frin valet
av starttal och additionstal, till vad som skrivs upp pa tavlan och diskuteras.
Liraren vet precis vart hon vill komma men designar uppgiften och sina fra-
gor sd att det ir eleverna som gemensamt konstruerar kunskapen. Kunskapen
finns i aktiviteten att matematisera, dvs att systematisera, symbolisera, reflek-
tera och resonera. Det som eleverna ska fa syn pa ir att talet 9 iir utbytbart mot
uttrycket (+10—-1) och att addition med 9 ger ett visst monster pa grund av att
vi riknar i basen 10. Liraren viljer att inte borja rikningen pa O eller 9 for att
inte begrinsa den hiir iakttagelsen till nians gingertabell eftersom monstret ir
mer generellt. Tid liggs i borjan pa att utveckla strategierna si att riikningspro-
ceduren gir snabbt. Det ir inte proceduren att addera 9 som stdr i fokus utan
de resonemang som kan foras kring denna procedur. Minilektionen ir utfor-
mad for att stirka elevens forméga att resonera och kommunicera men forlorar
aldrig fokus pa det matematiska innehallet.

Fragor for reflektion

Undervisning inom ROMB bygger pa idén om guidat dteruppfinnande som
kommer fran den hollindska forskningen i matematikdidaktik Realistic mat-
hematics education, RME. Med guidat dteruppfinnande menas att liraren vig-
leder eleverna i matematiserandet av omvirlden. Eleverna ska sjilva kiinna att
de uppticker och uppfinner matematiken, utan att limnas att uppfinna en helt
egen matematik. De ska viigledas fran den informella till den alltmer formella
och kulturellt éverenskomna matematiken. Férutom att detta gors genom ett
vil uttinkt val av uppgifter och kontexter anvinder liraren en viss sorts frigor
for att styra samtalet. [ samtalet ovan kan vi notera att liraren stiller ndgra fa
fragor med givet svar (Vilket dr nista tal?) men ett stort antal frigor som ligger
pa en hogre kognitiv nivd. Hir dr en sammanstillning av de frigetyper liraren
anvinder:

Fragar efter elevernas strategier:
Ar det nigon som har ett forslag pa en annan strategi?

Fragar efter elevernas iakttagelser:
Vad kan vi se? Kan vi se ndgot monster?
Ar det nagon skillnad mellan ...?
Vad ir det som hinder hir?

Fragar efter elevernas argument:
Hur kan vi varasi sikrapi...?
Kommer det alltid att fungera?
Varfor ir det s&?

Frdgar efter att firstd och kunna viirdera strategier:
Ar det nagon som har en fundering kring den hir strategin?
Varfor dr det en effektiv strategi?
Vad menar hon med det?

12 NAMNAREN NR3-2016




Fragan "Hur tinkte du?” ir alldeles {6r vag och svar att svara pi. Eleven vet
inte hur hon tinker eftersom tankarna ofta ir snabba och intuitiva. Diremot
kan eleven ha frigor, forslag, funderingar, argument och motargument, och
eleven kan gora antaganden, dra slutsatser och virdera pastienden. Dirfor
ir det sddant liraren frigar efter. Det ir frigorna som vigleder eleverna in i
reflektionen.

Vardesatta alla elevers insatser

En medveten strategi frin lirarens sida ir att lyfta in alla elever i samtalet och fa
allaatt kinnaatt de bidrar till den gemensamma kunskapsproduktionen. Varje
ging en ny tanke kommer fram tillskrivs den en viss elev, elevens namn kopplas
till iakttagelsen, strategin eller argumentet. Notera ocksd att liraren inte nigon
ging under samtalet viirderar svar som riitt eller fel eller ger berom for ritt svar.
Nir hon vill berémma gor hon det genom att lyfta fram vilket virde bidraget
har, sisom en séiker strategi eller en intressant iakttagelse. Malet ir att eleverna
ska kiinna att de har auktoritet 6ver sin egen kunskap, de ska veta nir deras
resonemang héller och nir deras svar blir ritt utan att behova fraga liraren eller
titta i facit. Liraren bollar till eleverna att ge varandra bekriftelse genom kon-
sensus: "Ar alla 6verens?” eller genom argument: ”Varfor ir det en effektiv stra-
tegi?”. Nir nigra elever tappar koncentrationen blir de inte tillsagda att skiirpa
sig utan far istillet lirarens uppmirksamhet och hjilp att fokusera matemati-
ken och det blir deras bidrag som inleder nista fas av samtalet: "Jag htrde Kim
och Anna beriitta hir om att de sett ndgot intressant med de hiir talen, vad var
det, kan du beriitta fér de andra Anna?”

Revoicing — att ge ny rost

Istillet for att virdera elevernas svar med ord som riitt eller bra si upprepar
liraren det eleven siiger med andra ord. Hon ger elevens tanke nya ord och gor
det giirna med ett mer korrekt matematiskt sprak. Denna strategi kallas revoi-
cing, vilket innebir att ge ny rost. P4 sd vis fir eleven kredd for tanken samti-
digt som den formuleras pa tv sitt. Till exempel nir Peter siger "plus 10 och
sen minus 1” svarar liraren med att aterge "Ni adderar 10 och subtraherar 1”.
Ibland liter liraren en annan elev ge nya ord till en tanke: "Entalen gir hela
tiden bakat, vad menar hon med det?”. Nir det ir dags att gd vidare samman-
fattar liraren de matematiska iakttagelserna och argumenten pa ett klart och
tydligt sitt baide muntligt och skriftligt sa att den individuella kunskapen blir
gemensam och nirmar sig den formella matematikens uttrycksform.

Rutiner

Liraren har skapat noga genomtiinkta rutiner som innebir att eleverna vet vad
som forvintas av dem. Om de gor samma saker varje ging kan de dgna all sin
energi it att tinka pd matematiken. Rutinerna skapar trygghet och mojliggor
kommunikation kring innehallet. I rutinerna ingar att eleverna sitter i ring si
att alla kan se den som talar. Detta ir viktigt for att inkludera alla i samtalet,
annars blir det litt en dialog mellan liraren och en elev it gingen snarare in
mellan liraren och allai gruppen. Ringen 6kar ocksd incitamentet att lyssna pd
varandra eftersom alla kan se den som talar och ingen behéver tala in i ryggen
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pa ndgon annan. [stillet for att visa att man tinkt firdigt genom att vifta med
handen har liraren infort det mer diskreta tummen upp-tecknet framfor bros-
tet. En sidan gest stressar inte kamraterna som #innu inte tinkt firdigt lika
mycket som ett ivrigt viftande kan gora. Det kan ta tid att skapa sidana hiir
rutiner, men de svenska lirare som jobbat med dessa rutiner har varit forva-
nade 6ver hur fort det gir att fa elever att anamma rutiner om man ir konse-
kvent och gor dem till just — rutiner.

En ny rutin for lirarens del ir att lira sig att invinta eleverna. Forskning
visar att om liraren dkar sin viintetid till minst tre sekunder efter att hastillt en
fraga (frin det normala genomsnittet pd en sekund) sa ger det mitbara skillna-
der i kvalitén pa elevernas svar. Liraren i det hiir exemplet viintar in svar, men
utnyttjar ocksd parsamtalet for att ge eleverna mer tid att formulera sina tan-
kar. Svéra frigor far forst diskuteras i par eftersom det ir littare for eleven att
beritta om sina tankar infor hela klassen om hon forst har fatt formulera tan-
ken infor mattekompisen. Liraren stiiller ocksi samma sorts fragor varje lek-
tion sd att den sortens fragor blir vil invanda och eleverna forstar vad for slags
svar som forviintas. Nir liraren medvetet arbetar med rutiner skapas nya nor-
mer i klassrummet, bdde sociala normer kring kommunikation och respekt for
varandra men ocksé sociomatematiska normer kring vad som riiknas som ett
virdefullt bidragi ett matematiskt samtal eller ett bra matematiskt argument.

Andrad undervisning — en utmaning

Att ha en god taluppfattning dr grunden f6r att kunna utvecklas matematiskt.
Attkunna betrakta 89 som 8 tiotal och 9 ental och 179 som 17 tiotal och 9 ental
ingdr i en god forstdelse for positionssystemet och tals uppbyggnad. Att soka
efter monster och se skillnader och likheter mellan tal ir att betrakta tal pa
ett djupare plan. Nir eleverna utvecklar sin férméga att uttrycka ett matema-
tiskt innehall pa olika sitt, som exempelvis att beskriva sambandet mellan att
addera 9 och att addera 10 och subtrahera 1, utvecklar de samtidigt férmagan
att vilja effektivare viigar att finna lsningen pa ett problem. Det forhallnings-
sitt viseri exemplet ovan med medvetet matematiskt fokus pa att lyfta fram en
strategi och att ge eleverna méjlighet att resonera kring den kan hjilpa eleverna
att analysera andra typer av uppgifter och anvinda sina kunskaper i nya sam-
manhang. En riknerunda iir ett exempel pi en aktivitet som ingar i koncep-
tet Contexts for learning mathematics, dir fokus ligger pa att skapa reflekterande
och matematiserande barn. Liraren har stor betydelse fér vad som utvecklas i
klassrummet bla genom ett medvetet val av uppgifter som fokuserar ett speci-
fikt matematiskt innehall.

De lirarkompetenser vi har forsokt belysa i den hiir artikeln 4r att vara med-
veten om vilka frigor som ger méjlighet till reflektion och att skapa rutiner for
bade eleverna och sig sjilv som ger trygghet i den matematiska aktiviteten. Ja,
visstir det en utmaning att indra pa sin undervisning, men de som provat mir-
ker en positiv skillnad!
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