GRAFTEORI

— en intressant och rolig del
av den diskreta matematiken

Hogskolelektor Torgny Domar, hégskolan i Umeé&, tar har upp
nadgra klassiska problem inom grafteorin.

Den klassiska matematikundervis-
ningen vid universitet och hogskolor i
Sverige har under 1950- och 1960-
talet i stor utstrackning varit inriktad
pa att stodja de naturvetenskapliga
och tekniska utbildningarna. Detta
har foretrddesvis inneburit en stark
satsning pa analyskurser som handlat
om derivator, integraler, differential-
ekvationer m m. Under 1960-talet
moderniserades matematikutbild-
ningen genom inférande av kurser i
linjar algebra, dvs ekvationssystem,
matriser, determinanter m m. Denna
modernisering kan delvis séigas ha in-
fluerats av datorernas genombrott.

Nu har vi vid de svenska universite-
ten och hogskolorna i véra grundkur-
ser borjat ta upp yvtterligare vissa om-
rdden av matematiken som inte hor
hemma vare sig under beteckningen
analys eller linjar algebra. Vad jag
syftar pa ar just det stoff som brukar
sammanfattas under bendmningen
diskret (till skillnad fran kontinuerlig)
matematik. Olika personer ligger litet
olika innebord i begreppet diskret
matematik, men i stort sett 4r man vél
enig om innehdallet i begreppet. Som
exempel pa underrubriker kan i varje
fall nimnas

— Olika typer av algoritmer
— Rekursiva talfoljder
— Kombinatorik
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— Grafteori

— Logik

— Talteori

— Algebraiska strukturer (grupper,
kroppar och ringar).

I denna foreldsning avser jag att tala
om grafteori, eftersom det for perso-
ner som studerat matematik vid vara
universitet ar en av de minst kéinda
delarna av den diskreta matematiken.
Jag skall forsoka beskriva detta am-
nesomrade genom att ge ett antal ex-
empel pa grafteoretiska problem.

Konigsbergs broar

Man brukar saga att grafteorin fod-
des for cirka 250 ar sedan, nir Euler
loste problemet om Konigsbergs
broar. Ddremot bérjade man dgna sig
at grafteorin pa allvar forst pa 1920-
talet, sa pa ett sitt ar grafteorin en
riatt modern del av matematiken.
Problemet om Kd&nigsbergs (nume-
ra Kaliningrads) broar ansluter sig till
figuren nedan, dar det framgar hur de
bada darna A och D férbinds med
varandra och med landsidorna B och
C genom sju broar. Problemet som
pastas ha stillts av flanerande invana-
re i staden var hur man skulle kunna
géra en promenad i staden, si att
man startade och slutade i samma
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punkt och samtidigt passerade alla
broar exakt en gang. En sidan pro-
menad kallas numera i grafteorin for
en Eulervig.

For att 16sa detta problem 6verfor
man (om man ir grafteoretiker) figu-
ren till en figur (en graf) med fyra
horn och sju kanter som svarar mot
o6arna och landsidorna resp broarna.
(Se figuren ovan.) Man definierar
ocksa gradtalet for ett hérn som anta-
let kanter som utgar fran hornet i
fraga. Man kan med denna termino-
logi relativt litt visa att ett nodvan-
digt och tillrackligt villkor, for att det
skall existera en Eulervig, dr att gra-
fen ar sammanhéangande och att varje
hérn har jiémnt gradtal. Eftersom i
problemet om Konigsbergs broar var-
je horn har udda gradtal i motsvaran-
de graf, sa existerar alltsd ingen los-
ning pa det ursprungliga problemet.

Ett annat problem av likartad typ
ar att i en given graf forséka hitta en
cykel eller sluten vig (startpunkten
slutpunkten), dir man passerar varje
horn exakt en gang. En sidan vig
kallas en Hamiltonvdg och nagot en-
kelt nodvandigt och tillrackligt villkor
for att en sddan vig skall existera dr
okint.

Eulers formel for plana grafer

Detta grafteoretiska resultat vill jag
gdrna ta upp, cftersom det ar ett
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mycket enkelt resultat som man kan
ta upp ritt langt ner i dldrarna genom
att anvianda sig av en experimentell
metodik for att underséka talmons-
ter.

En plan graf 4r en graf som skall
kunna ritas sa i planet att varje skir-
ning mellan tva kanter verkligen ock-
sd motsvaras av ett horn i grafen.
Man kan inse att en sddan graf delar
upp planet i ett antal ytor (samman-
hingande omraden). Om vi betecknar
antalet av dessa ytor, inklusive den
yta som ligger utanfor grafen, med Y
och antalet hoérn med H samt antalet
kanter med K, s& ser man, om man
undersoker olika figurer, att for en
plan sammanhingande graf tycks all-
tid galla att Y+ H - K=2. I den plana
grafen som hoér ithop med problemet
om Konigsbergs broar giller t ex att
Y=5,H=40ch K=7.

Om man inte har alltfér avancerade
krav pa grundligheten i ett bevis, sa
kan man bevisa detta resultat genom
en *’suddningsteknik’’. Man observe-
rar namligen att om man utgéar fran
en given figur och tar bort en kant,
eller ett horn, eller en kant med ett
intilliggande hérn, men fortfarande
bibehaller grafen sammanhidngande,
sd kommer detta inte att dndra pa
vardet av kvantiteten Y+ H - K. Ge-
nom att successivt ta bort mer och
mer av grafen, kommer man till slut
fram till en figur som t ex bara bestar
av en enda punkt. For denna enkla



urartade graf giller uppenbarligen att
virdet av Y+ H - K dr 2 och foljaktli-
gen var detta ocksd vardet i ur-
sprungsgrafen, eftersom vara succes-
siva ’suddningar’’ inte dndrat pé vir-
det.

Viktade grafer

Ett tredje exempel péd ett grafteore-
tiskt problem handlar om viktade gra-

fer, vilket ar grafer, ddr kanterna i
grafen forsetts med vikter som man
kan tdnka sig betecknar avstind,
kostnader eller liknande. (Se nedan-
staende figur.) Ett naturligt problem i
en sadan graf kan t ex vara att be-
stimma den kortaste vdgen mellan
tva givna hérn a och z. Hir finns en
systematisk metod, Dijkstras algo-
ritm, som loser detta problem pa ett
enkelt sétt.

b 2 c 3 d
37 7, 6 5 8
a 5 e 4 f 4 g 6 ,
4 ’ 5 4 3 ! 5
h 2 H 6 J

Det ar svart att kortfattat beskriva
algoritmen. Man kanske beskriver
metoden enklast genom att tinka pa
en situation, nér t ex vatten strémmar
fram utgdende fran startpunkten a
och successivt nar de olika *’orterna’’
(hornen 1 grafen). Det dr emellertid
viktigt att tdnka pad att nir vattnet
kan nd en ort ldngs manga vigar, sa
ar det endast den forsta *’flodvagen’’
som 4r av intresse, eftersom man ju
dr intresserad av den kortaste vidgen.
Man maéste ocksd vara extremt foérsik-
tig, niar man hanterar kalkylerna och
hela tiden bara addera en ort (ett
hérn) i taget, enligt ett visst system,
till *’det 6versvimmade omradet’’.
Nir man till slut kommit fram med
vattnet till hérnet z, sa kan man bade
avlidsa ldngden av den kortaste vigen
samt genom att gi baklinges ocksa
finna den kortaste vigen fran a till z.

I en viktad graf kan man ocksa
stilla det s k handelsresandeproble-
met, som bestar i att man fragar efter
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den kortaste slutna vigen (cykeln),
som passerar alla hérn minst en gang.
En algoritm som med rimligt mycket
arbete letar rdtt pad en saddan cykel
saknas for ndrvarande.

Maximalt flode

Utover att tillskriva kanterna i en graf
vissa vikter, kan man ocksa forse
kanterna med en (eller tva) riktning
(-ar) i enlighet med nedanstdende fi-
gur. Grafen kan di t ex symbolisera
ett trafiksystem eller ett oljelednings-
system ddr vikterna representerar
maximala transportkapaciteter i dessa
riktningar. Hir dr ett naturligt pro-
blem att finna den maximala trans-
portkapaciteten fran killan g till ut-
loppet z. Aven hir finns en algoritm
som tar ritt pa detta maximala fléde.
Av utrymmesskidl gdr jag inte in pa
att beskriva algoritmen.



Fyrfirgsproblemet

Som ett sista exempel pé ett grafteore-
tiskt problem tar jag hiar upp det
beromda fyrfargsproblemet, som
stilldes i slutet av 1800-talet av Guth-
rie, som var bror till en kartritare.
Problemet galler, litet slarvigt beskri-
vet, hur manga farger man minimalt
kan klara sig med for att fargldgga en
godtycklig karta s4 att tva lander med
gemensam grians aldrig har samma
fiarg. Detta problem kan omformule-
ras i grafteorctiska termer genom att
man ersiitter linderna med hoérn och
later tva lander som har en gemensam
grians forenas av en kant. Problemet
om farglaggningen férvandlas da till
problemet om man kan féirgligga
hérnen i grafen, sa att tvd horn som
dar forenade med en kant alltid har
olika firger. Man kom rétt snart fram
till att det forefoll rimligt att det oav-
sett kartans utseende alltid borde ric-
ka med fyra fiarger, om man firglade
pa tillrackligt listigt sitt. Det var dock
forst 1974 som Haken och Appel
lyckades visa detta resultat, varvid
man i beviset fick lov att anvidnda sig
av en kraftfull dator for att sortera
och hdlla reda pa alla olika fall som
upptriadde i beviset.
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Avslutande kommentar

Det finns oerhért manga problemty-
per som kan formuleras i grafteoretis-
ka termer och jag har av utrymmes-
skdl hir bara kunnat ta upp nagra fa
exempel.

Det dr ocksa viktigt att notera att
man oftast vill att de 1sningsmetoder
man soker pa praktiska grafteoretiska
problem skall vara algoritmiskt for-
mulerade och att de litt skall kunna
anpassas till datorkérningar for att
man skall hitta de faktiska losningar-
na i varje speciell situation.

I vara universitetskurser ingar for
nirvarande den diskreta matematiken
med varierande poingtal, dock minst
5 poing, varav hilften ofta just hand-
lar om grafteori.
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