Henrik Petersson

Differentierade problem

Alla elever ska ges mojlighet att arbeta med problemldsning. Med den
spridning som alltid finns i klasser ar det en utmaning att erbjuda eleverna
lampliga problem att arbeta med. For att f& detta att fungera har forfattaren
konstruerat differentierade problem. Har beskriver han tankar som lett fram till
en bok och ger forslag pa hur problemen kan anvandas.

ning bide nir det giller kunskaper och allmiin matematisk férmaga. Vi

ska samtidigt forsoka mota lagpresterande elever, hogpresterande elever,
elever med sirskild begdvning och elever med en ling rad olika forutsittningar
och behov. Detta komplexa uppdrag kan vi i lirarrollen hantera genom att for-
sdka mdta behoven i ndgon slags “mittfira”, men dven de svagare eleverna beho-
ver bjudas in till exempelvis problemldsningsaktiviteter.

Vid en skolinspektionsgranskning av min egen skola framkom det att
manga elever uppfattade arbete med problemlésning som nigon slags éverkurs,
négot som de kunde dgnade sig 4t om de fick tid dver. I praktiken innebir det
att minga elever inte alls arbetar med problemldsning. De mer drivna behover
ocksd vigledningisitt arbete, i sin jakt pd utmaningar. Om de limnas ensamma
i arbetet med eller i uppfoliningen av ett problemldsningsarbete, finns en risk
att de inte uppfattar kvalitativa komponenter som de kan utveckla. Att tafram
individanpassade problem och aktiviteter ir tidskrivande, och det dr svart att
som lirare folja upp elevernas olika arbeten.

Den fraga som jag forsoker ringa in dr: Hur skapar vi gemensamma akti-
viteter dir alla kan utvecklas? Malet hir ir att ge forslag pa arbetssitt. Som
utgingspunkt viljer jag foljande problem som ir relevant for gymnasiets andra
kurs, Matematik 2bc:

S om lirare stir du dagligen framfor elevgrupper med en betydande sprid-

Betrakta funktionen f(x)=(3+x)(b—x). Bestdm konstanten b sa att grafens
skarningspunkter A, B, C med koordinataxlarna bildar en rétvinklig triangel,
se figuren.

C

/! \
Problemet, eller uppgiften, iir inte helt enkelt. Minga elever behover bide en
och tva knuffar for att komma till ndgon form av ansats. Samtidigt dr proble-
met relativt statiskt (slutet), i den mening att en elev som loser uppgiften stan-
nar formodligen med detta, utan att reflektera kring nagra foljdfragor. For vissa
elever dr problemet inte tillrickligt ppet och utmanande for att det ska kiinnas
meningsfullt. Jag foreslar att problemet istillet forpackas pa ett differentierat sitt.
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Differentierat problem 1

Lat fvara en funktion pa formen f(x) = (x—a)(b—x), dar a=b. Det har proble-
met handlar om att understka nar grafens skarningspunkter A, 8, C med
koordinataxlarna, bildar en ratvinklig triangel ABC. Vi kallar en sddan funk-
tion for en ratvinklig andragradsfunktion. | figuren ser du grafen foér en
sadan ratvinklig andragradsfunktion f:

A . B
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a) Visa att triangeln ABC verkligen &r ratvinklig.

b) Visa att andragradsfunktionen vars graf ar ritad ovan verkligen ar en
funktion pa formen f(x) = (x—a)(b—x).

0) Lt 0<b=-a, dvs lat f(x)=(x+b)(b—x) dar b ar ett positivt tal. Undersok
mojliga varden pa b sa att fblir ratvinklig.

d) Lat a=-3, dvs lat f(x) = (x+ 3)(b—x). Undersdk mojliga varden pa b sd att f
blir ratvinklig.

e) Undersok villkor for a och b sa att f(x)=(x—a)(b—x) blir en ratvinklig
andragradsfunktion.

Strukturen ir alltsi den att problemet ir uppdelat i en sekvens av delproblem,
med stegrad komplexitet, som mynnar ut i en mer 6ppen fragestillning, sjilva
huvudproblemet. Alla elever far en méjlighet att komma en bit in i problemet,
samtidigt som problemet utmanar de duktigare eleverna. Som lirare far man
mdilighet att folja upp alla elevers arbete, da eleverna har arbetat med samma
problem. En annan poing med denna differentierade problemform ir att del-
problemen visar pa hur en komplex problemstillning kan delas upp i enk-
lare delar. Manga elever blir passiva da de inte kan 6verblicka hela 16sningen.
Arbete med sidana hiir typer av problem skapar erfarenheter for hur man kan
gora ansatser infor det mer komplexa (mélet pa sikt ir naturligtvis att eleverna
sjilva ska bli fortrogna med att borja nysta upp dppna problemstillningar). En
annan didaktisk poing ir att problemstrukturen uppmuntrar elever att na
lingre. Delproblemen konkretiserar utvecklingssteg.

Lit oss studera matematiken i problemet. Den naturligaste strategin ir
mdjligtvis att tillimpa Pythagoras sats, dess omviindning. Det giller di att
visa att |ABP?=|ACP+|BCJ], da vi liter C vara skirningspunkten pa/med
y-axeln. Hir kan man tillimpa avstindsformeln. Det gir dven att ta fasta pa
att |[AC]?=]|AOP+|OCP och |BC|*=|BO}+|COJ, enligt Pythagoras sats, dir
O betecknar origo. Detta leder till villkoret |[AB]?=|AO]?+|BOJ]?+2|COJ? for
ortogonalitet. Med denna ingéing sa blir kvadreringsregeln och 16sning av andra-
gradsekvationer de centrala komponenterna. En alternativ strategi ir att utnyttja
kriteriet for riktningskoefficienterna, for att tva rita linjer ska vara ortogonala.
Triangeln ABC ir alltsa ritvinklig precis da k, -k, =-1,dir k, och k, dr riktnings-
koefficienterna for linjerna innehallande striickorna AC respektive BC.
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Problemet fingar alltsi upp manga centrala komponenter i kurs 2. Det foljer att
ab=-1ir savil ett nodvindigt som tillrickligt villkor for att f(x) = (x—a)(b—x) ska
vara ritvinklig (speciellt innebir villkoret att @ och b méste ha olika tecken, som
sig bor). Notera dven att problemet kan mjukas upp genom att tillata en tillimp-
ning av exempelvis Geogebra i undersdkningen. Speciellt ir glidarfunktionen i
programmet ett effektivt verktyg i samband med delproblem d. Naturligtvis bor
vi uppmuntra eleverna till att bekrifta sina skirmobservationer algebraiskt.

Stodmaterial

Under 2015 var jag med och arbetade fram Skolverkets stodmaterial Sérskilt
begdvade elever — idmnesdidaktiskt stod i matematik. Frigan hur vi moter denna
elevgrupp kan inte separeras frin frigan hur vi moter svagare elever, da verk-
ligheten innebir att de befinner sigi samma klassrum. I stddmaterialet féreslog
jag just den differentierade problemform som jag exemplifierat ovan och dven i
artikeln Spetsutbildning i matematik vid Hvitfeldiska gymnasiet. Detta sddde ett
fro hos mig till att ta fram ett underlag for sidana aktiviteter och froet vixte
tillen bok, Undersékande matematik. Hir finner du kursplaneniira differentie-
rade problem for samtliga gymnasiekurser, samt for inledande hogskolekurser.
Flera av problemen ir dven tillimpbara i grundskolans senare del. Att proble-
men ir tydligt kopplade till kursplanerna ir viktigt, dd undervisningstiden for
kurserna ir knapp.

Jag tinker mig att hela elevgruppen arbetar med en handfull differentie-
rade problem i varje kurs. Det kan iiven vara limpligt att emellanat sticka till
enskilda elever ett problem. Jag tinker pa hogpresterande och sirskilt bega-
vade elever som behdver stimulans och utmaning. Den differentierade pro-
blemformen gor att eleven sjilv kan arbeta sig in i problemet, problemstruk-
turen skapar med andra ord littintegrerade aktiviteter i undervisningen. Ett
tredje sitt att tillimpa problemen p3, ir att du som lirare gir igenom de for-
sta delproblemen med hela gruppen, varpi du sedan skickar med eleverna det,
eller de, sista delproblemet, som de som vill fir forsoka 16sa pa egen hand. P4
dettasitt viinder du dig samtidigt till elever pa olika nivéer.

Jag avslutar med att ge ytterligare tvd exempel pé differentierade problem
fran boken, dir dven losningsforslag presenteras. Det forsta problemet iir rele-
vant for Matematik 1bc och drskurs 9, medan det andra som kretsar kring
begreppet geometrisk summa iir limpligt for Matematik 5 och inledande kur-
ser pa hogskolan.

Differentierat problem 2

Antag att du har 2n brickor, n svarta och n vita, dar n>2. Du drar slump-
massigt fyra brickor, av de 2n brickorna, och placerar dem slumpmassigt
pa det kvadratiska 2 x 2-bradet nedan. Det héar problemet handlar om att
undersdka sannolikheten P(n) att varje rad och varje kolumn i bradet inne-
haller en bricka i varje farg. | figuren nedan ser du ett exempel pa en sddan
brickplacering.

Bestam P(2). Q O

a)

b) Bestam P(3).
c) Bestam P(10). Q Q
d) Undersok ett uttryck for P(n).

e) Vad kan sdagas om P(n) da n dr stort?
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Undersokningen kan hir girna kompletteras med egna forsok. Lat eleverna
undersoka relativa frekvenser, sig med n=10.

Differentierat problem 3

En given rdt linje har ekvationen y=kx+m dar m>0 och k< 0. Under linjen
sd inskrivs successivt (ett oandligt antal) intilliggande kvadrater, enligt figu-
ren. (Ifiguren dr de tre forsta kvadraterna inritade.) Den sammanlagda arean
for (de odndligt antal) kvadraterna betecknas A,. Det har problemet hand-
lar om att underséka hur stor kvadraternas gemensamma area A, ér i for-
hallande till arean A av triangeln som begrdnsas av koordinataxlarna samt

den givna linjen.

\
y=kr+m
n
I
Yg o= mmmm e e
L1 €2 I3

a) Bestémarean A (n), for n inskrivna kvadrater, dd m=1och k=-1.
b) Bestam A, /A ifalletdd m=1 och k=-1.

) Bestam A /A ifallet dd m=2 och k=-1.

d) Bestam A /A ifallet dd m=1och k=-2

e) Undersok hur férhallandet A, /A_beror pd k och m.

I bada problemen handlar det om att studera specialfall for att pa s vis nirma
sig det mer allmiinna. En del elever kommer att vilja ge sig pad huvudproble-
met, det allminna, direkt. Hir rekommenderar jag att eleven ombeds reflek-
tera éver hur hans eller hennes generella resultat 16ser foregiende delproblem.
Denna reflektion, och provning, ger liv at resultatet och férankrar mojligtvis
forstaelsen frin arbetet.
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