Fran triangeltal till pyramidtal
— och kanske vidare

AAGE BONDESEN

Kanske har du stott pa triangeltal och liknande figurerade tal. Sddana talframstill-
ningar tas med jaimna mellanrum upp av matematikdidaktiker. Bland annat har
det forekommit en artikel av Aage Bondesen i den danska tidskriften MATEMA-
TIK, nr 4/1982. F6r oversdttningen till svenska svarar Bo Rosén.

Triangeltal

Triangeltal kan askadliggéras som trappor av Lat oss ta T-trappan. Den liknar en ratvinklig
enhetskvadrater. De dr uppbyggda som i nedan-  triangel.

staende figur.

]
(1 [ ] ] eem
71=1 7T,=3 7T:=6 74=10
1 2 3 4 Tcm2
7=1,T,=3,T,=6, T,=10, osv.
becm
Uppenbarligen kan man ocksd skriva dem pa
foljande satt:
T,=1 Hur bestimmer vi arean pa 7? Vi kan fylla ut
T,=1+2 triangeln till en rektangel.

Ty=142+3
Ty=1+2+3+4

T,=1+243+...+n

Man kan lagga dem med hjilp av enhetskuber.

acm

-

bcm

och kanske onskar vi en formel for Tn' En och vi ser att T:a : b Négot liknande kan vi
geometrisk losning av detta problem kan se ut s&
hir. gora med T,-trappan.
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. . 4. a s
Viser da att 7, :—2—5. Metoden ar sddan att man

kan genomskada att generellt maste gilla

p s )
2
och alltsa
1+2+3+...+n:57i”2+—” 1

Detta kan man ldmpligen dskadliggora med hjalp
av enhetskuber som i figurerna ovan."

Pyramidtal

Pyramidtal kan askadliggéras som pyramider av
enhetskuber, uppbyggda enligt nedanstiende fi-
gur.

— acm
- B
> h >
” (3 rita
Py - P, -5 Py =14 vinklar)

Py=1, P,=5, P,=14, osv.
De kan ocksa definieras pa féljande satt:
P =12
Py=1242
Py=12+27432

P,=1"+22+3+, . . +n?

Formeln for P, &r lite svarare att finna 4n den for
T,. Ibland har jag fatt min klass att komma igang
pa foljande satt.

Jag visar fram en tdrning, som jag har tillver-

U Jamfor Bengt Ulins behandling i nr3, s 36.

kat av gula, bla och réda sugror. Vid en forsta
anblick kan den verka en aning forbryllande.

D,<[

S

\

4

<

Den 4r sammanbunden med segelgarn vid A, B,
C, D och E och jag ber dem att 16sa upp de 5
segelgarnsknutarna, Det visar sig, nidr alla ar
uppknutna, att tdrningen delas i tre lika byggda
pyramider, en gul, en bld och en réd.

(kvadratisk basyta)

De fyra sugrér, som gar till ett och samma horn,
dr sammanfogade tva och tvd med hjilp av pip-
rensare som visas i figuren nedan. De tva pipren-
sarh6rnen ar sinsemellan sammanbundna med

sytrad.

Det dr en bra uppgift att berékna ldngden av de
olika sugroren i figuren ovan.
Experimentet overtygar oss om att pyramiden

3

har volymen * @ cm® (och starker oss i

tron att formeln fér pyramidens volym giller).
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Inspirerade, dels av var framgang med 7, , dels
av vart pyramidforsok, forsdker vi nu att sitta
samman tre P;-pyramider till ndgot tdrningsak-
tigt. Detta lyckas inte helt, men vi kan dock
presentera foljande.

Vi ser att tva sidana figurer kan sdttas samman
till ett rédtblock som detta

\\\\ |1 //
e
[~ \\ | //
] L~
\\\\ \\\ // B
L g
. ~1
~ T
\\ ~1 |
N s 1
N %
Y -
~l~

med volymen 3« 3+1)+ 23+ 1).

Figurerna ska dock inte vara helt lika. Sam-
manfogningen lyckas bara om de dr varandras
spegelbilder (som hoger och vanster hand).

Den sammansatta figuren innehdller sex P;-
pyramider, s& vi inser, att var och en av dessa har
volymen

_3-3+H-2-3+1)
6

Py
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Metoden dr sddan, att man kan genomskada att
det generellt maste gilla

_ nn+ 1)2n+1)
6

P

n

och alltsa att
2 N (n+D@2n+1)
6

12422432+, . .+n )

Da intresset for dessa saker borjar att vakna ir

man kanske mogen f6ér en annan (icke-geome-

trisk) utveckling av (2), till exempel foljande.
Som bekant giller fér varje tal x

K+’ =X+ 3+ 302+

dvs

x+1)}-xX3=32y+ 37+ )* (3)
[ den sista formeln sdtter vi y=1 och i tur och
ordning x=1,2,...,n.
Vi far da

2-P=3-1"+3-1+1
3F-2=3+22432+1
43-33=3+3243+34]1

(=17 —(n-20=3(n=22+3(n-2)+1
w-m-1)Y=3n-1Y+3n-1+1
m+ 1D’ - =3n+3n+1

Adderas dessa likheter sa férsvinner de flesta
leden pa vidnster sida.
Kvar blir bara
(n+1y =13
Pa hoger sida fas uppenbarligen
3P, +3T,+n
Vi har alltsa
(n+ 1) =13=3P + 3T, +n

Nu dr det dessutom sd, att om man sitter in x=1
och y=n1(3) far man

(t+nY -1*=3n+3n*+1°
De tva sista formlerna ger tillsammans

3n+mP+n’ =3P, +3T,+n 4



Antag nu, att man 4r i f6ljande situation. Man
har harlett formel (1), vilket var ritt litt, men inte
natt fram till (2). Vi onskar en formel for P,. Den
kan da fas ur (4).

L

P, = 3 (Bn+3nt+n* =37, -n)=
—l-(6n+6n +2n- M_zn)
6 2
—1—(6n+6n +2n* -3n*-3n-2n)=

=)}

a(n+1DQ2n+1)

1
=— (2 +3n%+n
6( )= 6

Har fick vi, pa ett nytt sitt, ndgot som vi redan
kdnde till. Men vi kan finna nya resultat pa
motsvarande sdtt. Lat oss definiera ’A4-tal”’ pa
foljande sdtt

A=1

A,=13423

A;=1+2+3

A,=P3+22 43+ |+

Hur kan vi finna en formel for 4,2
Som bekant géller for varje tal x

X+ = +4°y+ 6557+ 6xp° + 4
dvs

X+ 1) — ¥ =4x%y + 6x1? + 6xp° + y* &)
Om man sdtter y=1 och i tur och ordning x=1,
2,3,..., nfarvi

24—1“=4-13+6-12+4-1+1

34 =4+224+6°22+4-2+1

3“ 433 +6-32+4-3+1

(n+ 1) —n*=4dn’+6n*+4n+1

(n+1)*-1%=44,+6P,+4T +n (6)
Satts x=1och y=nini (5) fas

(n+ D% = 1*=4n+6n’ +4n + n* och sitter vi in
detta samt (1) och (2) i (6) far vi

dn+6n*+4n’+nt=
=44, + n(n+ 1)2n+ 1)+ 20+ VD +n

ur vilket du latt berdknar 4,,.

Pa samma satt kan du fortsdtta med '’B-tal”’
definierade genom

B,=1%42%+3+ . +nY
»’C-tal”’ definierade genom
C,=1+2+3+. . . +n,

osv sa langt du har lust.

Med A-talen dr det nagot speciellt, som det inte
finns nagon motsvarighet till framdver. For varje
naturligt tal 7 géller att

A,=T}

Kontrollera detta!

Da jag visade ovanstdende fér min kollega,
Torkil Heiede, kommenterade han detta pa
foljande sitt. Det 4r intressant att jamfora (1)
och (2) med respektive formel for arean av en
likbent, ritvinklig triangel med kateten n och
formeln fér volymen av en pyramid av typen

acm

acm
med a=n.

Den férstnamnda ser ut pa féljande sitt
r=-L.p
2

och dess hogra led liknar ju det i (1).
Den sistnamnda ar

Dess hogra led liknar hogerledet 1 (2) om det
skrivs pa formen

—;—n(n-r—;-) (n+1)
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